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TRAITÉ 

DE  MÉCANIQUE 

DEUXIÈME  PARTIE 


INTRODUCTION 

A    LA    STATIQUE    ET    A    LA    DYNAMIQUE. 

1.  La  mécanique  repose  sur  trois  jprmcipes  dont  on  peut 
logiquement  déduire  toutes  les  autres  propositions  :  ce  sont 
comme  les  axiomes  de  la  mécanique;  ils  diffèrent  cepen- 
dant des  axiomes  tels  qu'on  les  entend  en  géométrie,  en  ce 
qu  ils  n'ont  pas  le  même  degré  d'évidence.  On  peut  avec  plus 
de  justesse  les  comparer  au  postulatum  sur  lequel  Euclidc  a 
fondé  la  théorie  des  parallèles.  L'accord  des  résultats  logiques 
qu  on  en  déduit  avec  les  faits  observés,  et  principalement  avec 
les  mouvements  du  système  planétaire,  permet  d'en  affirmer 
la  vérité. 

2.  Le  premier  des  trois  principes  est  \eprindpe  de  Vinerlie. 
On  l'exprime  en  disant  qu'un  point  matériel  ne  peut  de  lui- 
même  sortir  du  repos  s  il  est  en  reposy  ni  modifier  la  direction  ou 
la  vitesse  de  son  mouvement^  s  il  est  animé  d\n  certain  mouve- 
ment dans  Vespace,  L'inertie  de  la  matière  à  l'état  de  repos  est 
une  propriété  générale  qui  paraît  évidente;  les  anciens  en 
avaient  la  notion  exacte,  et  ils  ont  donné  le  nom  A^inerteh 
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2  INERTIE. 

toute  matière  inanimée,  pour  exprimer  qu'elle  ne  renferme 
en  elle-même  aucun  principe  de  mouvement  spontané.  L'iner- 
tie de  la  matière  à  Tétat  de  mouvement  n'est  pas  d'une  évi- 
dence aussi  intuitive  ;  c'est  une  idée  beaucoup  moins  ancienne  : 
elle  date  de  la  création  de  la  dynamique  moderne,  au  dix- 
seplième  siècle,  par  Galilée,  Huygens  et  Newton.  Le  premier 
principe  renferme  donc  en  réalité  deux  propositions  de  dates 
différentes  dans  l'histoire  de  la  mécanique  :  l'une,  la  plus  an- 
cienne, s'applique  au  repos  ;  l'autre,  la  plus  récente,  s'appli- 
que au  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  et  peut  être  consi- 
dérée comme  une  généralisation  de  la  première;  le  repos  n'est, 
en  effet,  qu'un  cas  particulier  du  mouvement. 

3.  Le  principe  de  l'inertie  permet  de  définir  l'expressionde 
force.  Une  force  appliquée  à  un  point  matériel  est  ce  qui  mo- 
difie, ou  ce  qui  tend  à  modifier  l'état  de  repos  ou  de  mouve- 
ment de  ce  point.  Considérons,  pour  éclaircir  cette  défini- 
tion, un  point  matériel  M,  qui  parcourt  une  trajectoire  AB. 

Soit  M  la  position  du  point  à  un  cer- 
tain moment.  M' la  position  qu'il  oc- 
cupe au  bout  d'un  intervalle  de  temps 
très-court,  dt.  Appelons  v  la  vitesse 
du  mobile  à  son  passage  au  point  M; 
la  direction  de  cette  vitesse  est  la 
^^*  *  tangente  MT  à  la  trajectoire.  En  vertu 

du  principe  de  l'inertie,  le  point  matériel,  abandonné  à  lui- 
même,  parcourrait  daiis  le  temps  dt  la  longueur  MM"=vdt 
prise  sur  la  tangente.  Il  parcourt  en  réalité  l'arc  de  courbe 
MM';  et,  par  suite,  on  constate,  au  bout  du  temps  dt,  un  écart 
M"M'  entre  la  position  réelle  du  point  et  la  position  que  lui  as- 
signerait la  loi  de  l'inertie.  Cet  écart  nous  révèle  Tintervention 
d'une  force  qui,  pendant  tout  l'intervalle  de  temps  df ,  agit  sur  le 
point  dans  une  direction  parallèle  à  M"M',  pour  le  faire  tomber^ 
pour  ainsi  dire,  du  point  M"  sur  le  point  M',  pendant  que 
l'inertie  le  transporte  d'un  mouvement  uniforme  le  long  de  la 
droite  MM".  Nous  avons,  en  cinématique  (g  91),  décomposé  le 
mouvement  réel  du  point  mobile  en  deux  mouvements  ;  l'un, 
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suivant  MM",  est  uniforme;  l'autre,  suivant  M"M',est  uniformé- 
ment varié,  et  l'accélération  j  de  ce  mouvement  est  égale  à  la 

limite  du  rapport  ,  '  ,  L'accélération  est  donc  proportion- 
nelle à  M^M',  c'est-à-dire  à  la' déviation  produite  par  l'in- 
tervention de  la  force.  On  peut  considérer  laccélération 
comme  proportionnelle  à  la  force  elle-même;  caria  force  n'est 
connue  que  par  son  effet,  et  il  est,  par  conséquent,  naturel  de 
la  regarder  comme  proportionnelle  à  cet  effet. 
•  4.  L'expression,  point  matériel^  dont  nous  venons  de  nous 
servir,  a  besoin  d'être  définie.  Un  point  matériel  est  un  corps 
réduit  par  la  pensée  à  des  dimensions  tellement  petites,  qu'on 
puisse  Tassimiler  à  un  véritable  point  géométrique;  un  point 
matériel  n'a  pas  de  forme  définie;  sa  forme  est  indifférente. 
On  obtient  des  points  matériels  en  décomposant  un  corps 
en  une  infinité  de  parties  infiniment  petites  dans  tous 
les  sens;  les  solides  élémentaires  ainsi  obtenus  forment 
le  corps  par  leur  réunion.  La  force  étant  mesurée  par  l'ac- 
céléralion  qu'elle  imprime  à  un  point  matériel,  nous  pour- 
rons définir  le  rapport  de  deux  forces  par  le  rapport  des  accé- 
lérations qu'elles  imprimeraient  successivement  à  un  même 
point  matériel,  sur  lequel  elles  agiraient  seules.  Une  force 
est  égale  au  double,  au  triple,  au  quadruple,...  d'une  autre 
force,"  si  la  première  imprime  au  même  point  matériel  une 
accélération  double,  triple,  quadruple,...  de  l'accélération  pro- 
duite par  la  seconde. 

5.  Le  second  principe  de  la  mécanique  est  le  principe  de 
Vindépendance  des  effets  des  forces  les  unes  à  l égard  des  autres^ 
et  de  toutes  à  V égard  du  mouvement  antérieurement  acquis. 

En  vertu  de  ce  principe,  pour  trouver  l'effet  produit  par 
une  force  particulière  appliquée  à  un  point  malériel  en  mou- 
vement et  sollicité  par  d'autres  forces,  on  peut  chercher  Teffet 
produit,  sur  le  point  en  repos,  par  cette  force  particulière  à 
l'exclusion  de  toutes  les  autres;  puis  composer  successive- 
ment tous  les  effets  de  même  ordre  qu'on  a  déterminés  sépa- 
rément. Supposons,  par  exemple,  qu'un  point  matériel  M^ 
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animé  à  un  certain  instant  d'une  vitesse  V,  soit  sollicité  en 
même  temps  par  des  forces  F,  F',  F",...  qui,  prises  individuel- 
lement, imprimeraient  à  ce  point,  dans  leurs  propres  direc- 
tions, des  accélérations;,  /,  j"...  En  vertu  du  mouvement  an- 
térieurement acquis,  c'est-à-dire  en  vertu  dfirinèrtie,lepoint 
M  parcourra  pendant  un  certain  temps  d(,  que  nous  suppose- 
rons très-court,  un  espace  MM'=Vdt  daiis  la  direction  de  la 
tangente  à  sa  trajectoire.  Pour  avoir  l'effet  produit  par  la  force 
F,  il  faudra  prendre,  sur  la  direction  M'F  dé  cette  force,  une 
longueur  M'A  =  |jd/*;  cette  longueur  M'A  serait  celle  que  la 
force  F,  prise  seule,  ferait  parcourir  dans  le  temps  dt  au  point 
mobile  partant  du  repos.  On  obtiendra  de  même  les  longueurs 
M'A'=  i  j'rf^%  M^A"=  \f'dt\  M'A'" = 1  j"'  dt\ . . .  correspondantes 
aux  forces  F',  F",  F'",  . .  considérées  individuellement .  11  restera , 
pour  trouver  le  déplacement  effectif  du  point,  à  composer  en- 
semble,comme  on  Ta  vu  en  cinématique  (§  69)  ,les  déplacements 

partiels  M'A,  M'A',  M'A",  M'A'", 
dus  aux  forces.  On  construira  le 
polygone  M^AA^A^'^R,  et  la  droite 
M'R,  qui  ferme  ce  polygone,  sera 
le  déplacement  cherché.  Tout  se 
passe  donc,  en  vertu  du  second 
principe,  comme  si  aux  forces 
Fig.  2.  données  F,  F',  F",  F'",...  on  sub- 

stituait  une  force  unique  R,  agis- 
sant dans  la  direction  M'R,  et  produisant  sur  le  point  matériel 
une  accélération  J  telle,  que  Ton.  ait  l'égalité 

Cette  force  R  s'appelle  la  résultante  des  forces  F,  F',  F", 
F'",...;  les  forces  F,  F',  ...  sont  les  composantes  de  la  force 
R.  La  résultante  et  les  composantes  sont  respectivement  pro- 
portionnelles aux  accélérations  J,  j,  /,  j" ,  j"',...,  et  ces  accélé- 
rations sont  proportionnelles  aux  côtés  M'R,  M'A,  M'A',  M'A", 
M'A'",...  qui  concourent  à  farmer  le  polygone  M'AA'^A"^R.  De 
là  on  déduit  ce  théorème  :  Lorsque  plusieurs  forces,  agissant  si- 
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multanément  mr  un  même  pointy  sont  représentées  en  grandeur 
et  en  direction  par  des  droites^  leur  résultante^  c'est-à-dire  la 
force  unique  équivalente  à  V ensemble  des  forces  données,  est  aussi 
représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  le  dernier  côté  du  po- 
lygone construit  en  portant  les  droites  données  bout  à  bout^ 
chacune  parallèlement  à  sa  direction  propre. . 

La  règle  du  parallélogramme  des  forces^  qui  est  d'un  usage 
très-fréquent  en  mécanique,  n'est  qu'un  cas  particulier  de  ce 
théorème.  Lorsque  deux  forces  agissent  simultanément  sur  un 
point  matériel^  et  quon  lés  représente  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  des  droites,  la  résultante  de  ces  deux  forces  est  repré- 
sentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  du  parallélo- 
gramme construit  sur  les  deux  droites  composantes. 

Dé  la  règle  particulière  du  parallélogramme  il  serait  aisé 
de  remonter  à  la  proposition  générale,  relative  au  polygone 
des  forces. 

On  doit  remarquer  celte  manière  de  représenter  les  forces 
par  des  droites  finies.  Une  force  F  est  déterminée  quand  on 
connaît  son  point  d'application,  sa  direction  et  son  intensité. 
Soit  A  le  point  d'application  de  la  force,  AC  la  direction  dans 
laquelle  elle  agit;  prenons  sur  cette 
direction ,  à  partir  du  point  A ,  une 
longueur  AB,  égale  à  la  force  F,  esti- 
mée à  une  échelle  arbitraire  ;  la  droite  j,.  ^ 
finie  AB  représentera  tout  ce  qu'il  est 
nécessaire  de  connaître  pour  définir  entièrement  la  force  F.  Par 
direction  de  la  force,  on  doit  entendre,  non-seulement  la  droite 
indéfinie  suivant  laquelle  elle  sollicite  le  point,  mais  encore 
\e  sens  particulier  dans  lequel  s'exerce  celte  action;  autre- 
ment, on  pourrait  confondre  la  force  F  avec  une  force  égale  et 
opposée. 

Pour  distinguer  Tune  de  Taulre  deux  forces  égales  et  agis- 
sant en  sens  contraires,  suivant  la  môme  direction  ou  suivant 
des  directions  parallèles,  on  convieat  d'attribuer  à  l'une  lé 
signe  -h,  qu'on  peut  sous-entendre,  et  à  l'autre  le  signe  —  ;  la 
force  F,  considérée  comme  positive^  représentera  une  force 
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égale  et  contraire  à  la  force  —F;  le  signe  —  indique  seule- 
ment que  les  forces  F  et  — F  agissent  Tune  en  sens  contraire 
deTaulre. 

6.  Le  troisième  principe  de  la  mécanique  est  le  principe  de 
V égalité  de  r action  et  de  la  réaction;  il  est  dû  à  Newton.  Un 
exemple  fera  comprendre  en  quoi  il  consiste.  Considérons  un 
corps  pesant  posé  sur  une  table.  Ce  corps  presse  la  table  de 
tout  son  poids  :  voilà  Vaction;  elle  est  l'effet  de  la  pesanteur, 
et  s'exerce  verticalement  de  haut  en  bas.  La  table  à  son  tour 
exerce  sur  le  corps,  suivant  la  verticale,  mais  de  bas  en  haut, 
une  certaine  pression  égale  et  contraire  a  l'action  qu'elle  su- 
bit :  c'est  la  réaction,  Véquilibre  du  corps  sur  la  table  résulte 
de  la  coexistence  de  ces  deux  forces  égales  et  contraires  :  le 
poids  du  corps,  qui  tend  à  lé  faire  descendre  et  le  presse 
contre  la  table,  et  la  réaction  de  la  table  qui ,  en  vertu  du 
troisième  principe,  est  égale  et  contraire  à  l'action,  et  presse 
la  table  contre  le  corps. 

Si,  au  lieu  d'être  en  repos,  le  corps  pesant  était  en  mou-^ 
vement,  le  troisième  principe  serait  moins  évident,  mais  il 
s'appliquerait  encore;  le  corps  subirait  à  chaque  instant,  de  la 
part  de  la  table,  une  réaction  égale  et  contraire  à  l'action  qu'il 
exercerait  sur  elle  ;  mais  il  ne  serait  pas  toujours  vrai  de  dire 
que  cette  action  est  égale  au  poids  du  corps. 

C'est  en  vertu  du  troisième  principe  qu'une  personne  ne  pro- 
duit aucun  mouvement  général  de  son  corps  en  essayant  de  se 
souieevr  par  les  cheveux.  Il  est  vrai  qu'en  faisant  cette  expé- 
rience, elle  applique  à  son  corps  une  certaine  force  qui  tendii 
rélever.  Mais  à  cette  force  correspond  une  réaction  égale  et 
contraire,  et  comme  ces  deux  forces  sont  appliquées  aii  môme 
système  matériel,  à  savoir  au  corps  de  l'expérimentateur, 
l  une  détruit  le  mouvement  général  que  l'autre  tendrait  à  lui 
communiquer. 

7.  Pour  formuler  avec  netteté  le  principe  de  l'action  et  de 
Ja  réaction,  il  est  bon  de  commencer  par  exposer  sommaire- 
ment la  théorie  moléculaire  qui  est  aujourd'hui  la  base  de 
toute  la  physique. 
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On  admet  que  tous  les  corps  qui  se  trouvent  dans  l'univers, 
qu'ils  soient  solides,  liquides  ou  gazeux,  sont  formés  chacun 
par  l'agrégation  d*uii  nombre  extrêmement  grand  de  parti- 
cules très-petites,  appelées  molécules^  séparées  les  unes  des 
autres  par  des  intervalles  du  môme  ordre  de  grandeur  que 
leurs  dimensions  propres.  Les  corps  solides  sont  ceux  où 
Farrangement  des  molécules  constitutives  est  fixé  de  telle 
sorte  qu'il  faille  un  grand  effort  pour  faire  varier  sensible- 
ment leurs  positions  relatives.  Les  corps  liquides  ou  gazeux, 
qu'on  réunit  sous  la  dénomination  commune  de  corps  fluides  y 
ont,  au  contraire,  des  molécules  libres,  pour  ainsi  dire,  de 
glisser  ou  de  rouler  les  unes  sur  les  autres,  d'où  résulte  que 
ces  sortes  de  corps  n'ont  pas  par  eux-mêmes  de  forme  exté- 
rieure bien  déterminée.  Les  molécules  sont  tellement  petites, 
qu'au  point  de  vue  mécanique,  on  peut  les  confondre  sans  au- 
cune erreur  avec  les  points  matériels  que  nous  avons  définis 
plus  haut.  Il  y  a  cependant  une  différence  essentielle  entre  ces 
deux  expressions  :  point  matériel  s'applique  à  un  objet  fictif, 
géométriquement  défini,  et  n'existant  que  dans  la  pensée, 
tandis  que  molécule  indique  un  objet  physique,  auquel  une 
théorie  généralement  admise  attribue  une  existence  réelle. 

Les  forces  naturelles  établissent  un  lien  entre  toutes  les 
molécules,  que  la  théorie  précédente  sépare  les  unes  dés  au- 
tres ;  et  c'est  ici  qu'intervient  le  principe  de  l'action  et  de  la 
réaction. 

Considérons  en  particulier  deux  molécules  A  et  B;  on  admet 
que  chacune  d'elles  exerce  une  action  sur  l'autre  ;  que  cette 

A     F  —  F   B  ^—F    k  B     4- F' 

i  > < •  < • ■  > 

Fig.  4.  Fig.  5. 

action  est  dirigée  suivant  la  droite  AB  qui  joint  les  deux  molé- 
cules ;  que  Faction  de  A  sur  B  est  égale  et  contraire  à  l'action 
de  B  sur  A;  qu'enfin  cette  action  mutuelle  varie  avec  la 
distance  AB  suivant  une  certaine  loi.  Si  l'action  de  B  sur  A 
est  une  force  F,  dirigée  de  A  vers  B,  l'action  de  A  sur  B  sera 
une  force  —  F,  égale  et  contraire  à  F,  et  dirigée  de  B  vers  A. 
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Les  actions  muluelles  sont  alors  attractives.  S\^  au  contraire, 
l'action  de  A  sur  B  est  une  force  F',  dirigée  suivant  le  pro- 
longement de  la  droite  AB,  Faclion  de  B  sur  A  sera  une  force 
— F',  égale  et  contraire  à  F',  et  dirigée  suivant  le  prolongement 
de  BA;  ces  actions  mutuelles  sont  répulsives.  Mais,  répulsives 
ou  attractives,  les  actions  sont  toujours  mutuelles,  c'est-à- 
dire  égales  et  contraires,  en  vertu  du  troisième  principe. 

Chaque  molécule  de  Tunivers  agit  sur  toutes  les  autres  mo- 
lécules, et  subit  à  la  fois  de  la  part  de  celles-ci  des  actions 
égales  et  contraires  aux  actions  qu'elle  exerce  sur  elles.  Le 
principe  de  l'inertie  refuse  à  la  molécule  la  propriété  de  mo- 
difier d'elle-même  son  mouvement  ou  son  repos  ;  la  théorie 
moléculaire  accorde  à  chaque  molécule  la  propriété  d'agir  sur 
toutes  les  autres,  qui  à  leur  tour  réagissent  sur  la  première. 

Il  résulte  du  troisième  principe  que  si,  par  un  moyen  quel- 
conque, on  rend  invariable  la  distance  AB  des  deux  molécules 
A  et  B,  les  actions  mutuelles  qu'elles  exercent  ne  contribueront 
en  aucune  façon  à  faire  prendre  un  mouvement  au  système 
ainsi  formé  et  supposé  en  repos.  Car  si  l'une  des  forces  F  tend 
à  entraîner  le  système  dans  le  sens  AB,  la  force  égale  et  con- 
traire —  F  tend  à  l'entraîner  en  sens  opposé» 

8,  Les  forces  appliquées  aux  différents  points  d'un  système 
matériel  peuvent  être  partagées  en  deux  classes  :  les  forces 
intérieures  et  les  forces  extérieures.  Les  forces  intérieures  sont 
celles  qui  proviennent  de  l'action  des  points  du  système  les 
uns  sur  les  autres;  elles  sont  donc  toujours  binaires,  mutuelles 
ou  conjuguées  :  à  chacune  correspond  une  force  égale  et  op- 
posée, appliquée  au  système  comme  la  première.  Les  forces 
extérieures  sont  celles  qui  proviennent  de  l'action  exercée  sur 
le  système  par  les  points  situés  au  dehors  ;  le  troisième  prin- 
cipe nous  apprend  qu'elles  sont  encore  mutuelles,  c'est-à-dire 
qu'à  chacune  correspond  une  force  égale  et  opposée,  mais  cette 
léaction  n'est  plus  appliquée  à  un  point  du  système  considéré, 
et  on  n'aura  pas  à  en  tenir  compte  si  l'on  a  seulement  en  vue 
le  mouvement  ou  l'équilibre  de  ce  système  ;  les  forces  exté- 
rieures, figureront  donc  isolées  dans  les  raisonnements^  tandis 
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que  les  forces  inlérieutes  formeront  deux  à  deux  des  groupes 
de  forces  conjuguées. 

Une  force  intérieure  pour  un  système  donné  peut  devenir 
force  extérieure  lorsque,  par  une  décomposition  particulière  du 
syslcuie,  on  isole  Tun  de  l'autre  les  deux  points  entre  lesquels 
s'exerçaient  cetle  force  et  la  force  égale  et  opposée.  Par  exem- 
ple, le  poids  d  un  corps  placé  à  la  surface  de  la  terre,  et 
la  réaction. de  la  terre  sur  ce  corps,  forment  un  groupe  de 
forces  intérieures  mutuelles,  dans  le  système  comprenant  Ten- 
semble  du  corps  et  de  la  terre.  Le  poids  du  corps  est  une  force 
extérieure  pour  le  système  matériel  formé  par  lé  corps  pris 
séparément. 

De  même,  l'attraction  exercée  par  la  terre  sur  le  soleil  est 
égale  à  l'attraction  exercée  par  le  soleil  sur  la  terre,  et  ces 
deux  forces  égales  et  contraires  constituent  un  groupe  de  forces 
conjuguées  dans  le  système  du  soleil  et  de  la  terre,  pris  en- 
semble. L'attraction  du  soleil  sur  la  terre  est  une  force  exté- 
rieure pour  la  terre,  considérée  seule. 

9.  Le  problème  général  de  la  mécanique  peut  être  posé  en 
ces  termes  : 

Un  corps  ou  un  système  de  corps  étant  donnée  quel  mouvement 
prendra-t'il  sous  l'action  de  forces  données^  constantes  ou  varia- 
bles ?  Ou  quelles  forces  faut-il  appliquer  à  ce  corps  ou  à  ce  sys- 
tème pour  qu'il  prenne  un  mouvement  donné? 

Le  problème  de  l'équilibre  est  un  cas  particulier  de  ce  pro- 
blème général  :  Un  corps  ou  un  système  de  corps  est  sollicite 
par  des  forces  données;  à  quelles  conditions  doivent  satisfaire 
ces  forces  pour  que  le  corps  ou  le  système  reste  en  équilibre? 
Nous  commencerons  l'étude  de  la  mécanique  par  traiter  le  pro- 
blème de  l'équilibre,  parce  qu'il  est  plus  simple  et  plus  élé- 
mentaire que  celui  du  mouvement.  Le  premier  est  l'objet  delà 
statique j  le  second,  delà  dynamique. 
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STATIQUE 


LIVRE    PREMIER 


CHAPITRE  UNIQUE     . 

COMPOSITION  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  MÊME  POINT  MATÉRIEL. 
ÉQUILIBRE  DU  POINT  MATÉRIEL  LIBRE. 


10.  Un  point  matériel,  entièrement  libre  dans  l'espace,  et 
supposé  en  repos,  reste  indéfiniment  en  repos  s'il  n'est  sollicité 
par  aucune  force.  Ce  point  prend  un  certain  mouvement  sous 
Faction  d'une  force  unique,  si  petite  qu  elle  soit,  qui  vient  à 
le  solliciter,  et  ce  mouvement  commence  dans  la  direction 
même  de  la  force. 

S'il  est  sollicité  à  la  fois  par  deux  forces,  le  point 
prend  en  général  un  certain  mouvement  dans  une  direction 
particulière;  mais  il  peut  se  faire  qu'il  demeure  en  repos; 
ce  cas  particulier  a  lieu  quand  les  deux  forces  qui  sollici- 
tent le  point  sont  égales  et  agissent  en  sens  opposés.  On  dit 
alors  qu'elles  se  détruisent;  c'est  le  cas  le  plus  simple  de 
l'équilibre. 

Lorsque  le  point  est  sollicité  par  trois  forces  ou  plus  de  trois, 
il  est  possible  qu'il  demeure  en  repos;  mais  il  faut  pour  cela 
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que  les  forces  salisfassent  à  certaines  condilions,  que  nous 
allons  chercher. 

11.  Avant  tout  nous  poserons  les  axiomes  et  les  définitions 
qui  suivent. 

Lorsque  plusieurs  forces  F,  F',  F%  ...  sollicitent  un  point 
matériel,  et  qu'elles  ne  se  font  pas  d'elles-mêmes  équilibre,  le 
point  prend  un  certain  mouvement  qu'on  peut  toujours  empê- 
cher en  appliquant  au  point,  en  sens  contraire  du  mouvement 
qu'il  va  prendre,  une  nouvelle  force  R  d'une  intensité  conve- 
nablement choisie.  Alors  les  forces  F,  F',  F",  ...  et  R  se  font 
équilibre.  Or  si  la  force  R  sollicitait  seule  le  point,  on  la  tien-  * 
drait  en  équilibre  par  une  force  —  R,  égale  et  opposée.  Au  point 
de  vue  de  l'équilibre  du  point,  il  est  donc  indifférent  déconsi- 
dérer soit  le  système  de  forces 

F,  F',  F",  ...    et    R, 

soit  le  système 

— R    et    R. 

La  force  —  R  est  équivalente  à  l'ensemble  des  forces 
F,  F',  F%  ...  ;  on  dit  qu'elle  est  la  résultante  des  forces  don- 
nées. 

Dans  un  système  de  forces  en  équilibre,  chaque  force  est 
égale  et  contraire  à  la  résultante  de  toutes  les  autres. 

12.  Lorsque  les  forces  F,  F',  F",  ...  agissent  toutes  suivant 
la  même  direction  et  dans  le  même  sens,  leur  résultante  est 
égale  à  leur  somm^,  c'est-à-dire  qu'aux  forces  F,  F',  F",  ...  on 
peut  substituer  une  force  unique,  agissant  suivant  la  même 
direction  et  dans  le  même  sens,  et  égale  à  la  somme 

F  +  F'-hF"-|-... 

L'ensemble  de  ces  forces  sera  donc  tenu  en  équilibre  par 
une  force  unique  R,  égale  à  cette  somme,  et  dirigée  en  sens 
contraire. 

Quand  deux  forces  F  et  F'  agissent  sur  un  point  matériel  sui- 
vant la  même  direction,  mais  en  sens  opposés,  la  résultante 
de  ces  deux  forces  est  égale  en  valeur  absolue  à  leur  diffé- 
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rence,  F  —  F',  et  elle  est^'îirrigée  dans  le  sens  de  la  plus  grande  ; 
de  sorte  que  l'ensemb^  y4e  ces  deux  forces  sera  tenu  en  équi- 
libre par  une  force  agissant  suivant  la  direction  des  forces 
données,  dans  le  sens  de  la  plus  pelile,  et  égale  à  Texcès  de  la 
plus  grande  sur  la  plus  petite. 

Chacune  des  forces  F  et  F'  peut  être  la  résullante  ou  la 
somme  de  forces  agissant  dans  le  même  sens  qu'elle. 

De  là  résulte  la  règle  suivante  : 

Lorsque  'plusieurs  forces  agissent  sur  un  point  matériel  suivant 
la  même  direction  j  les  unes  dans  un  sens  y  les  autres  en  sens  op- 
posé^ leur  résultante  est  égale  à  la  différence  entre  la  somme  de 
toutes  les  forces  agissant  dans  m  sens  et  la  somme  de  toutes  les 
forces  agissant  en  sens  contraire^  et  elle  est  dirigée  dans  le  sens 
de  la  plus  grande  de  ces  deux  sommes. 

Si  l'on  attribue  des  signes  aux  forces  données,  le  signe  4-  à 
celles  qui  agissent  dans  un  sens,  le  signe  —  à  celles  qui  agis- 
sent en  sens  contraire,  on  pourra  dire  que  la  résultante  de 
ces  forces  est  égale  en  grandeur  et  en  signe  à  la  somme  algé- 
brique des  forces  données  ;  elle  sera  exprimée  par  l'équation 

R  =  F-hF'  +  F"+...; 

la  force  —  R,  jointe  aux  forces  F,  F',  F",...  compléterait  l'é- 
quilibre. 

15.  La  même  règle  s'applique  identiquement  à  des  forces 
agissant  suivant  une  même  direction,  sur  différents  points 
matériels  distribués  le  long  de  cette  direction,  à  des  distances 
invariables  les  uns  des  autres. 

Soient  A  et  B  deux  points  matériels  situés  à  une  distance 
AB,  invariable  dans  un  sens  comme  dans  l'autre.  Si  Ton  appli- 
que au  système  formé  par  ces  deux  points  deux  forces  égales, 
F  et  —F,  agissant  en  sens  op- 
posés suivant  la  direclion  de  la     -^-f   \ ?    f    ^ 

droite  AB  qui  les  joint,  on  peut  p.g  g 

regarder  comme  évident  que  ces 

forces  se  font  équilibre  ;  car  leur  effet  ne  peut  être  que  d'al- 
térer la  distance  AB,  laquelle  est  par  hypothèse  invariable. 
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La  force  F  appliquée  au  point  B  peiic^onc  être  tenue  en  équi- 
libre aussi  bieii  par  la  force  —  F  api>  iquée  au  point  A  de  sa 
direction,  que  par  une  force  —  F  appliquée  au  point  B  lui- 
même,  pourvu  que  le  point  A  soit  supposé  invariablement  lié 
au  point  B.  Il  en  résulte  qu'une  force  donnée  peut  être  sup- 
posée appliquée  en  un  point  quelconque  de  sa  direction  ;  ce 
transport  des  forces  est  d'ailleurs  entièrement  fictif  et  sert 
seulement  en  statique  à  opérer  certaines  transformations  utiles 
à  la  solution  des  problèmes. 


COMPOSITION   DES    FORCES  CONCOURANTES. 

14.  Nous  avons  déjà  vu  (§  5)  que  plusieurs  forces  appliquées 
en  même  temps  à  un  même  point  se  composent  en  une  force 
unique  en  suivant  la  même  règle  que  pour  la  composition  des 
vitesses  ou  des  accélérations.  Mais  il  n'est  pas  sans  importance 
de  faire  voir  que  la  démonstration  de  cette  proposition  peut 
être  affranchie  de  toute  considération  de  cinématique*,  et 
qu'elle  résulte  des  principes  et  des  définitions  de  la  statique 
pure. 

15.  Nous  commencerons  par  observer  que  la  résultante  de 
deux  forces  qui  font  entre  elles  un  angle  quelconque  est  di- 
rigée dans  le  plan  des  deux  forces  ;  et  que  si  les  deux  forces 
sont  égales j  leur  résultante  est  dirigée  suivant  la  bissectrice  de 
leur  angle. 

Un  point  en  repos,  sollicité  par  deux  forces  à  la  fois,  prend 
un  certain  mouvement  unique  et  parfaitement  déterminé  ;  or 
tout  est  symétrique  par  rapport  au  plan  des  deux  forces,  et  si 
le  point  sprtait  de  ce  plan,  il  faudrait  qu'il  choisît  entre  l'un  ou 
l'autre  de  deux  déplacements  symétriques  également  possibles  ; 

^  Nous  ne  disons  pas  que  là  démonstration  du  parallélogramme  des  forces  peut 
être  affranchie  de  toute  considération  de  mouvement  ;  nous  disons  seulement 
qu'elle  peut  être  affranchie  de  toute  notion  de  cinématique,  parce  qu'on  peut 
rétablir  sans  connaître  la  mesure  des  forces  par  les  accélérations  qu'elles  com- 
muniquent à  un  même  point  matériel. 
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un  ici  choix  étant  inadmissible,  et  \  fait  du  mouvement  étant 
cependant  nécessaire,  il  faut  que  les  deux  déplacements  éga- 
lement possibles  coïncident  et  n'en  fassent  qu'un,  ce  qui  les 
suppose  situés  dans  le  plan  de  symétrie.  La  résultante  des 
deux  forces,  qui  est  égale  et  contraire  à  la  force  capable  de 
Imairiienir  le  point  au  repos,  est  donc  dirigée  dans  ce  même 
plan. 

On  démontrerait  par  un  raisonnement  tout  semblable  que 
la  résultante  de  deux  forces  égales  appliquées  à  un  même 
point  est  dirigée  suivant  la  bissectrice  de  leur  angle. 

16.  On  peut  ajouter  que  la  résultante  de  deux  forces  égales 
qui  font  un  angle  constant  est  proportionnelle  à  l'intensité 
commune  de  ces  forces,  de  sorte  que  si  elles  deviennent  à  la 
fois  doubles,  triples,...,  la  résultante  devient  en  môme  lemps 
double,  triple,.... 

En  effet,  si  les  deux  forces  égales  F  et  F',  agissant  sur  le 
point  M,  ont  pour  résultante  la  force  R,  dirigée  suivant  la  bis- 
sectrice MR  de  l'angle  FMF',  deux  nou- 
velles forcés  F  et  F',  égales  aux  pre- 
mières, et  appliquées  au  point  M  suivant 
les  mêmes  directions,  auront  pour  ré- 
sultante une  nouvelle  force  R,  dirigée 
encore  suivant  MR.  Le  point  M  peut 
donc  être  considéré  comme  sollicité  par  deux  forces,  l'une 
égale  à  2F,  agissant  suivant  MF,  l'autre  égale  à  2F',  agissant 
suivant  MS',  et  ces  deux  forces  ont  pour  résultante  une  force  2R, 
suivant  la  bissectrice  de  l'angle  FMF'.  En  général,  si  toutes 
les  forces  qui  sollicitent  un  point  sont  augmentées  ou  dimi- 
nuées dans  un  même  rapport,  sans  altération  de  leurs  direc- 
tions, la  résultante  varie  dans  Ce  même  rapport,  et  sa  direc- 
tion reste  la  même.  Quand  on  représente  par  des  droites 
finies  les  forces  et  leur  résultante,  la  même  figure  les  repré- 
sente encore,  après  leur  altération,  par  un  simple  changement 
d'échelle^ 

17.  Proposons-nous  d'établir  la  règle  du  parallélogramme 
des  forces  pouf  le  cas  où  les  deux  forces  F  et  F'  sont  dans  un 
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16  œMPOsnioN 

rapport  quelconque.  Nous  y  parviendrons  au  moyen  des  lemmes 
suivants. 

l*"  Si  les  sommets  opposés  A  et  C  d'un  losange  ABCD  sont 
réunis  l'un  à  l'autre  d'une  manière  invariable  et  qu'on  appli- 
que aux  points  AetC,  suivant  les  côtés  AB,  AD,  CB,  CD,  quatre 
forces  égales,  F,  F',  F"  et  F'",  le  système  des  points  A  et  C  res- 
tera en  équilibre. 
En  effet,  la  diagonale  AC  du  losange  est  bissectrice  des  an- 
gles BAD,  BCD,  que  font  entre  elles 
les  forces  dans  chaque  groupe.  Les 
deux .  forces  F  et  F',  composées  en- 
semble, ont  une  résultante  R,  appli-. 
quée  en  A  et  dirigée  suivant  CA.  De 
môme,  les  forces  F"  et  F"'  ont  une  ré- 
sultante R',  égale  à  R,  appliquée  en  C 
et  dirigée  suivant  CA.  Les  deux  forces  égales  R  et  R',  appli- 
quées aux  extrémités  de  la  tige  rigide  AC,  se  font  équilibre. 
2"*  Si  les  sommets  A  et  C  d'un  parallélogramme  ABCD  sont 
réunis  invariablement  Tun  à  l'autre  et  qu'on  applique  aux 
p  ^  ^  points  A  et  C,  suivant  les 
côtés  AB,  AD,  CB,  CD,  des 
/  /  /^  forces F„F„F3,F„propor. 
tionnelles  aux  longueurs 
de  ces  côtés,  et  par  suite 
égales  deux  à  deux,  le  sys- 
tème des  points  A  et  C  sera  en  équilibre. 

Supposons  d'abord  que  le  côté  BC  contienne  le  côté  AB  un 
nombre  entier  de  fois,  4  fois  par  exemple. 

On  pourra  parlager  le  parallélogramme  ABCD  en  quatre  lo- 
sanges ABEF,  FEGH,  HGKL,  LKCD;  imaginons  qu'on  réunisse 
les  points  E,  G,  K,  F,  H,  L  aux  points  A  et  C  de  manière  à 
former  un  système  invariable.  Nous  pouvons  parlager  de  même 
les  forces  égales  F,  et  F^  en  quatre  parties  égales  à  F^,  et  sup- 
poser ces  forces  partielles  appliquées  l'une  au  point  A,  l'autre 
au  point  F,  la  troisième  au  point  11  et  la  quatrième  au  point 
L,  pour  la  force  F,;  b  première  au  point  C,  la  seconde  au 


t 


Fig.  9. 
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point  K,  la  troisième  au  point  C,  la  quatrième  au  point  E,  pour 
la  force  F^.  Nous  pouvons  encore,  sans  troubler  Téquilibre, 
appliquer  aux  points  E  et  F,  suivant  le  côté  FE,  deux  forces 
égales  et  contraires,  égales  toutes  deux  à  F^;  faire  de  môme 
aux  points  G  et  H,  et  aux  points  L  et  K.  En  définitive,  nous  au- 
rons substitué  au  système 
primitif  des  qualre  forces  ?-^ 

Fi,F,>F5.  F„  le  système        / 
ci-contre,  qui  lui  est  équi-      L — ^ 
valent  au  point  de  vue  de  pj^  ^^ 

l'équilibre. 

Or  chacun  des  losanges  partiels  est  séparément  en  équi- 
libre. L'ensemble  est  donc  aussi  en  équilibre,  et  par  suite  les 
forces  F„  F„  F.,  F„  se  font  équilibre. 

18.  Supposons  ensuite  que  les  deux  côtés  du  parallélo- 
gramme soient  entre  eux  comme  deux  nombres  entiers,  m 
et  n.  La  proposition  sera  encore  vraie. 

Nous  pouvons  en  effet  partager  le  parallélogramme  en  n 
parallélogrammes  égaux,  dans  chacun  desquels  le  grand  côté 
sera  égal  à  m  fois  le  petit.  Supposons  que  le  rapport  des  côlés 
soit  |,  par  exemple.  Nous  pourrons  diviser  le  côlé  AB  en  trois 
parties  égales,  aux  points  Eet  G,  et  menaut  les  parallèles  EF, 
GH,  nous  aurons  divisé  le  parallélogramme  en  trois  parallélo- 
grammes égaux,  dans  chacun  desquels  le  grand  côté  sera  égal 
à  5  fois  le  plus  petit. 

La  force  F^  qui  agit  suivant  le  côté  AB  peut  être  partagée  en 
trois  forces  égales,  appliquées 
respectivement  en  A,  G  et  E;  il 
en  est  de  même  de  la  force  F^, 
dont  on  appliquera  les  parties 
égales  aux  points  C,  F  et  H.  Les 
points  E,  G,  H,  F,  étant  supposés 
liés  invariablement  au  sjstème  *^"  *** 

des  points  A  et  C,  ajoutons  en  E  et  en  F  deux  forces  égales  à  F^, 
agissant  l'une  de  E  vers  F,  Tautre  de  F  vers  E.  Faisons  de 
même  en  G  et  en  H.  Chacun  des  parallélogrammes  AGHD, 
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GEFH,  EBCF  sera  en  équilibre  (§17);  l'ensemble  des  trois  parallé- 
logrammes est  donc  aussi  en  équilibre,  et  par  suite  les  quatre 
forces  F^,  F,,  F^,  F^  sont  en  équilibre,  et  le  Icmme  est  dé- 
montré K 
On  en  déduit  celte  conséquence  : 

La  résultante  de  deux  forces  F^,  F^,  appliquées  à  un  même 
point  A,  passe  par  le  sommet  C  du  parallélogramme  ABCD  con- 
struit sur  ces  deux  forces.  Car  cette  résultante  fait  équilibre 
à  la  résultante  de  deux  forces  F^,  F^,  laquelle  passe  en  ce 
point  C. 

19.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  la  résultante  R  de 
deux  forces  P  et  Q  est  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  deux 
forces. 

Sur  les  côtés  AB,  AD,  respectivement  proportionnels  aux 

c  forces  P  et  Q,  construi- 
sons le  parallélogramme 
ABCD.  La  résultante  R  des 
forces  P  et  Q  passera  par 
le  sommet  C  de  ce  paral- 
lélogramme; mais  nous 
^*^'  **'  ignorons  encore  quelle  est 

sa  valeur,  et  si  elle  est  proportionnelle  à  AC. 

Prenons  sur  le  prolongement  de  AG  une  longueur  AE  pro- 
portionnelle à  la  force  R,  et  qui  représentera  en  grandeur  et 
en  direction  une  force  — R,  égale  et  opposée.  Les  forces  — R, 
P  et  Q  se  font  équilibre.  Donc  la  force  — Q,  égale  et  opposée 
à  Q,  est  la  résultante  des  forces  P  et  ^:R  ;  et  par  suite,  si  on 
achève  le  parallélogramme  AEHB,  construit  sur  les  forces  Pet 
— R,  la  diagonaleAHde  ce  second  parallélogramme  sera  dirigée 
en  prolongement  du  côté  AD  du  premier.  Les  trois  points  H, 
A,  D  sont  donc  en  ligne  droite;  les  deux  triangles  EÎIA,  CDA, 

*  n  resterait  à  étendre  la  démonstration  au  cas  où  les  forces  données  sont 
incommensurables.  On  peut  employer  pour  cela  soit  la  réduction  à  l'absurde, 
soit  la  théorie  des  limites.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  développer  ce  complé= 
ment  de  la  démonstration. 
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ont  deux  côtés  égaux,  HE  =  AB  =  CD,  et  les  deux  angles 
adjacents  sont  aussi  respectivement  égaux  :  HEA=:ACD, 
AHE==ADC.  DoncEA=AG,  et  par  suite  la  résullante  R  est 
représentée,  en  grandeur  comme  en  direction,  parla  diagonale 
AC  du  parallélogramme  ABCD. 

20.  On  peut  parvenir  par  un  procédé  analytique  à  la  même 
conclusion.  Deux  forces  égales,  F, 
F',  faisant  entre  elles  l'angle 
FMF'=2a,  ont  une  résultante  R 
dirigée  suivant  la  bissectrice  de 
leur  angle;  de  plus  la  résultante 
R  est  proportionnelle,  pour  une 
même  valeur  de  Tangle  a,  à  la 
valeur  commune  F  des  composan- 
tes. La  loi  qui  lie  les  forces  F  et  R 
est  donc  exprimable  par  une  relation  de  la  forme 

<p  désignant  une  fonction  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Nous  pouvons  décomposer  la  force  F  en  deux  forces  égales  / 
et  f ,  dont  les  directions  fassent  avec  MF  des  angles  égaux 
FMf  =  FMf  =  p.  De  même,  nous  décomposerons  la  force  F' 
en  deux  forces f  et  /*'",  égales  entre  elles  et  aux  forces  /"et/*', 
suivant  les  directions  Mf',  Mf",  qui  font  avec  MP  des  angles 
égaux  à  p.  Appelant/*la  mesure  commune  des  quatre  forces  /*,/"', 
f ',  /*'",  nous  aurons,  pour  la  déterminer,  l'équation 

F  =  /V(|5). 

La  composition  des  forces  F  et  F'  revient  à  la  composition  des 
quatre  forces  f,  f,  /",  f";  or  les  forces  égales  fel  f  '  se  com- 
posent suivant  leur  bissectrice  MB  en  une  force  égale  à 

et  les  forces  f,  f,  suivant  la  même  bissectrice,  en  une  force 
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Donc 

ii=/y(«+^)-h/f(«-^)=/'?W?(^). 
et  la  fonclion  9  doit  satisfaire  à  la  relation  générale 

quels  que  soient  les  angles  a  et  p. 

Nous  commencerons  par  déterminer  certaines  valeurs  de  la 
fonction  ç. 

1**  Si  l'on  fait  a=0,  les  deux  forces  F  et  F'  prennent  la  di- 
rection de  la  force  R,  et  par  suite 

i;=F+F'=2F. 
Donc 

2"*  Pour  a=^,  les  deux  forces  F  et  F'  prennent  des  directions 
opposées,  et  leur  résultante  est  nulle.  On  a  donc 


■(i)- 


3°  Faisons  ensuite  a=^.  La  force  F  se  décomposera  en  deux 

forces  égales  fel  f,  l'une  perpendicu- 
laire à  la  direction  de  M,  et  l'autre  dans 
la  direction  môme  de  R.  Il  en  est  de 
même  de  la  force  F'.  11  en  résulte  que 
les  forces  f  et  f"  s'ajoutent  pour  don- 
ner R,  et  que  par  conséquent 


2/=R, 


tandis  que  les  forces  /"et  f"  se  détruisent. 
On  a  donc  à  la  fois 


R=Fxy("j), 


et 

R=/X2. 
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Donc 

4°  Enfin  cherchons  la  valeur  de  ç  (  ^  J . 

la  force  F  est  décomposable  en  deux  forces  /  et  f,  l'une/' 
dirigée  suivant  la  ligne  MR,  l'autre  f 
dirigée  suivant  le  prolongement  de  la 
force  F'.  La  résultante  des  forces  F  et 
F',  ou  des  forces  /*,  f\  F',  est  dirigée 
suivant  MR;  or  la  force  f  est  déjà 
dirigée  suivant  MR;  la  résultante  de 
Pet  de /"est  une  force  F' — f,  dirigée 
suivant  la  ligne  fF'  ;  composée  avec  f , 
elle  donnerait  une  résultante  qui  ne  pourrait  coïncider  avec 
la  direction  MR,  à  moins  qu'elle  ne  soit  nulle.  Donc  /=F'. 

On  en  déduit 

pour  une  valeur  de  l'angle  a  égale  à  ^,  et  par  conséquent 

Connaissant  ces  valeurs,  on  peut  en  trouver  d'autres  au 
moyen  de  la  relation  [1].  Par  exemple,  faisons  p=a,  il  viendra 

f(2«)  =  [f(«)]»-f(0)  =  [?(«)J«-2; 

puis  faisons  a=2p,  et  remplaçons  3  par  a  : 

el  ainsi  de  suite. 
^Observons  encore  que  la  fonction  9  (a)  ne  s'annule  pour  au- 

cune  valeur  de  a  comprise  entre  0  et  ^ ,  et  qu'entre  ces  limi- 
tes elle  décroît  à  mesure  que  la  variable  a  augmente,  Ao 
sorle  qu'elle  reste  comprise  entre  2  et  zéro. 
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»     Ces  diverses  remarques  vont  nous  conduire  à  la  détermina- 
tion de  la  fonction  9. 

Dans  l'équation  [1]  faisons  a=:np,  n  étant  un  entier  positif; 
nous  en  déduirons 

OU  bien,  en  posant  d'une  manière  générale  9  (fcp)=Un,  pour 
toute  valeur  entière  de  fc, 

ou  encore 

un  +  i  —  Ui  Mn  +  i/n-  1  =  0.  (2) 

Cette  équation  montre  que  la  série 

Mj    î/,    lis    ...    ttn     ... 

est  récurrente;  chaque  terme  se  forme  en  ajoutant  les  deux 
précédents,  multipliés  Tun  par  le  nombre  constant  m^  l'autre 
par  —  1 .  On  peut  faire  précéder  le  terme  u^  du  terme 
u,=9(0)  =  2. 

Cherchons  à  exprimer  m»  en  fonction  de  t/^. 

Pour  cela,  considérons  la  série 

(2)  S  =  j/o -h  "!«+"««• +  Ms«'-h... +"»«*+..., 

et  multiplions-la  par  le  trinôme 

La  lettre  x  représente  une  variable  auxiliaire,  dont  la  valeur 
reste  indéterminée,  et  qu'on  peut,  une  fois  pour  toutes,  sup- 
poser assez  pelite  pour  assurer  la  convergence  des  séries  dont 
on  va  faire  usage. 

Le  produit  se  réduit  à  ses  deux  premiers  termes 

«0 +(«1  —  Ml  Mo)  «  =  2  —  Wi  «, 

de  sorte  que  la  série  S  s'obtient  en  effectuant  la  division 

2  —  UiX 
1  —  u^x  4-  x^' 
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Décomposons  cette  fraction  rationnelle  en  fractions  simples. 
Les  facteurs  du  dénominateur  sont 


(l'-VÏ-O— 


on  a  donc  à  déterminer  les  constantes  A  el  B  de  manière  à  sa- 
tisfaire à  ridentité 

2~ii^a; A B 

i  +  Vt-*-^  i/-Vt-^-^ 

Pour  cela,  il  faut  qu  on  ail  séparément 
OU  bien 

A  — B  =  . 


.-=l=  =  2x~^=  =  2v/'^*-1, 


et  enfin 


*=t+\/t^' 


b  =  "V-\/"t-^- 
Substituons  ces  valeurs  de  A  et  B.  Il  vient  pour  la  série  S, 


s= .^ h 


a;  .  X 

1 ;==      1 
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La  division  permet  de  développer  chacune  de  ces  traclioi\s    ^' 
simples  en  une  progression  géométrique  :  \ 


s=l  + 


4-14 


Donc  enfin,  en  comparant  à  l'équalion  (2)^ 
1  i 


un  = 


\ 


(^\/¥-')"  (?-^^' 

l(^v?=^)(ï-VÏ-')]" 
=(î-s/ï-')'*(ï-V?^"- 

Introduisons  une  nouvelle  variable  G,  enpos8niM4=2cosô; 
comme  u^=^  pour  P  =  0,  nous  pourrons  faire  en  sorte  que 
les  arcs  6  et  p  s'annulent  ensemble  ;  nous  pourrons  d'ailleurs 
les  regarder  tous  deux  comme  positifs.  Il  résulte  de  celte  re- 
lation 


t/^-l=2v/=n"sin0, 

et  par  suite 

Un  =  (cos  $  +  \/^^ si n  ô)»  4-  (cos  6  —  y/^  sin  o)»  =  2 cos  nB, 

Si  donc  on  exprime  9  (p)  par  le  double  du  cosinus  d'un  cer- 
tain arc  G,  (p(np)  sera  exprimé  par  le  double  du  cosinus  du  pro- 
duit de  cet  arc  par  n,  et  cela  quelque  grand  que  soit  le  multi- 
plicateur n. 

l^emplaçons  ng  par  a;  nous  aurons  à  la  fois  les  deux  équa- 
tions 

(p[a)  =  2cos«ô. 
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Faisons  ensuite  croître  indéfiniment  le  nombre  enlicr  w. 
Lare  p  deviendra  infiniment  petit,  ainsi  que  l'arc  6,  et  nous 
pourrons  posera  la  limite p=5Ô,  s  étant  la  vraie  valeur  du 

rapport  ^,  quand  les  deux  arcs  g  et  6  convergent  à  lo  fois  vers 

zéro. 
On  en  déduit 

et 

«8  =  1 

S 

Donc 

dans  cette  équation,  s  est  un  nombre  constant  qui  res?c  à  dé- 
terminer, et  l'équation  est  vraie  d'une  manière  générale, 
puisque  l'arc  a  est  un  arc  fini  quelconque. 

Pour  dét^errainer  l'arbitraire  5,  faisons  a=:^  ;    la    fonction 


doit  s'annuler  ;  donc  cos^  =  0;  ce  qui  suppose  s  égal  à  l'in 


verse,  ^r-;-, — ^ ,  d'un  entier  impair. 
On  aurait  donc 

ç>(a)  =  2cOS(2s'  +  l)a. 

Mais  alors  la  fonction  9  s'annulerait  pour  une  valeur  de  a 
satisfaisant  à  l'équation  (25'-hl)a=|,  etsi  Ss'-h  1  était>l, 

cette  valeur  serait  comprise  entre  0  et  ^,  ce  qui  est  contradic- 
toire avec  la  signification  particulière  que  nous  attribuons  à  la 
fonction  9.  Donc  enfin  5=1,  et  la   fonction  (p(a)  est  égale  à 
2cosa. 
Cette  fonction  satisfait  à  toutes  les  conditions  proposées.  Elle 
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prend  la  valeur  2  pour  a=0,  la  valeur  0  pour  a=^,  la  valeur 
y/2  pour  a=^,  et  la  valeur  1  pour  a==.  D'ailleurs  on  a 

f  (adb^)  =  2cos  (aifcp)  =  2  (cosa  C08|3  qFsin«sinp), 

et  par  suite 

?>  (a  +  ^)  +  y  (a  —  ^)  =  4 COS  a  COS^  =  2 COS a  X  2 COS^=  ?  (a)  X  ?  (^). 

On  arriverait  à  la  même  conclusion  en  développant  les  fonc- 
tions f((x±^)  par  la  série  de  Taylor;  c'est  la  méthode  que 
suivaient  Poisson,  Navier,  etc. 

La  proposition  démontrée  pour  le  losange  s'étend  sans  diffi- 
culté au  parallélogramme,  en  commençant  par  le  cas  particu- 
lier du  rectangle. 

21 .  La  règle  du  parallélogramme  des  forces  peut  être  ensuite 
généralisée  et  étendue  à  la  composition  de  tant  de  forces  qu'on 
voudra  :  s'il  y  a  trois  forces,  elle  devient  la  règle  duparallé- 
lipipède  des  forces;  s'il  y  en  a  plus  de  trois,  la  règle  du  poly- 
gone  des  forces.  Là  résultante  des  forces  appliquées  en  un 
même  point  est  toujours  représentée  en  grandeur  et  en  direc- 
tion par  la  résultante  géométrique  des  droites  qui  représentent 
les  forces  données  (I,  §  49). 

CONDITIONS  d'équilibre  d'uN  POINT  MATÉRIEL  SOLLICITÉ 
PAR  DIVERSES    FORCES. 

22.  Lorsqu'un  point  matériel,  libre  dans  l'espace,  est  solli- 
cité par  diverses  forces,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  ce  point 
soit  en  équilibre,  que  la  résultante  de  toutes  les  forces  données 
soit  nulle^  ou  bien  que  le  polygone  des  forces  données  se  ferme 
de  lui-même. 

On  peut  transformer  cette  condition.  Soit  0  le  point  maté- 
riel, OF  une  droite  finie  représentant  en  grandeur  et  en  di- 
rection l'une  des  forces  qui  agissent  sur  ce  point.  Par  le  point 
0,  menons  arbitrairement  trois  axes  coordonnés  OX,  OY,  OZ  ; 
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nous  pourrons  considérer  la  droite  OF  comme  la  diagcnale  d'un 

parallélipipède  dont  les  faces,  aboutissant  au  sommet  0,  soient 

situées  dans  les  plans  XOY,  YOZ/  z 

ZOX.  Il  suffit  pour  cela  de  mener  ^  / 

par  le  point  F,  parallèlement  aux  /j  Tf 

plans  coordonnés,  trois  plans  qui  \'-\--~::^^y  \ 

couperont  les  axes  en  des  points  \  M^^^^     VZ^^      x" 

A ,  B ,   C.  Nous  regarderons  la        ^- ^' 

force  OF  comme  la  résultante  des    V 

trois  forces  OA,  OB,  OC,  agissant  ^'^'  ^^• 

sur  le  point  0  dans  la  direction  des  trois  axes  coordonnés. 

A  chaque  force  F  correspondront  ainsi  sur  les  axes  trois 
composantes,  que  nous  désignerons  d'une  manière  générale 
par  X,  Y,  Z  ;  la  composition  des  forces  F  se  simplifiera  en 
composant  d'abord  ensemble,  par  voie  d'addition  algébrique, 
toutes  les  forces  qui  agissent  suivant  un  même  axe  ;  puis,  en 
dernier  lieu,  en  composant  les  trois  résultantes  parlielles  par 
la  règle  du  parallélipipède. 

Soient  F^,  F,,  Fg,  ...  F»,  les  n  forces  qui  agissent  sur  le 
point  0.  Nous  appellerons  : 

Xj,  Yp  Z^,  les  trois  composantes  de  la  force  F^,  prises  avec  les 
signes  convenables  ; 

X,,  Y„  Z„  les  trois  composantes  de  la  force  F^^  ...; 

X„,  Y„,  Z„,  les  trois  composantes  de  la  force  F„. 

Les  trois  composantes  de  la  résultante  des  n  forces  données 
seront  respectivement  égales  aux  sommes  algébriques 

OU,  sous  forme  abrégée, 

SX,    2Y,    2Z, 

les  sommes  2  étant  étendues  à  toutes  les  composantes  des  forces 
données. 
Pour  que  le  point  soit  en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la 
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résultante  des  forces  soit  nulle,  ou  que  le  parallélipipède  qui 
a  pour  côtés  les  sommes  précédentes  ait  une  diagonale  nulle, 
ce  qui  exige  que  ses  côtés  soient  séparément  égaux  à  zéro, 
Les  conditions  d^équilibre  sont  donc  au  nombre  de  trois,  sa- 
voir : 

X,  +  X2+...-hX„=0, 
Yi  +  Y,+  ...+Y„  =  0. 

OU  bien 

5:x=o, 

£Y  =  0, 

sz  =  o. 

23.  En  général,  on  applique  ces  équations  à  des  axes  rec- 
tangulaires, sur  lesquels  les  forces  OF  se  projettent  orthogona- 
lement. 

Soient  OX,  OY,  OZ,  trois  axes  rectangulaires;  la  force  F  fait 
des  angles  a,  (3,  y,  avçc  ces  trois  axes.  La  composante  de  F  sui- 
vant Taxe  OX  sera  Fcosa;  suivant  Taxe  OY,  Fcosp,  et  suivant 
l'axcOZ,  Fcosy. 

La  somme  algébrique  des  composantes  de  toutes  les  forces 
qui  soH  citent  le  point  0  sera 

suivant  l'axe  OX,  SFcosa, 

suivant  Taxe  OY,  SFcosjS, 

fit  suivant  l'axe  OZ ,  SFcosy. 

Si  Ton  définit  la  direction  de  la  force  F  par  deux  angles, 
la  longitude  G,  angle  du  plan  ZOF  avec 
le  plan  ZOX,  et  la  colatitude^^  angle 
de  la  direction  F  avec  l'axe  OZ  (I,  §  65), 
on  aura 

cosa  =  ccs0sin7, 
cosj3  =  cos6siny, 

et  les  sommes  des  composantes  seront 


Fifç   17. 


2X=2Fcos6sinv, 
SY=SFsinôsinv, 
ZZ=2Fcosy. 
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L'équilibre  s'exprimera  en  égalant  séparément  ces  trois 
sonnmes  à  zéro. 

24.  En  résumé,  V équilibre  (Vun  point  matériel  dans  Fespace 
exige^  comme  condition  nécessaire  et  suffisante,  que  la  somme 
algébrique  des  projections^  sur  trois  axes  coordonnés^  des  forces 
qui  le  sollicitent,  soit  égale  à  zéro.  S'il  en  est  ainsi  pour  les 
projections  sur  trois  axes,  on  peut  affirmer  que /a  somme  des 
projections  des  forces  faites  parallèlement  à  un  plan  fixe  sur  un 
axe  quelconque  est  aussi  nulle.  Car  cette  somme  n'est  autre 
chose  que  la  projection  sur  cet  axe  de  la  résultante  des  forces 
données,  laquelle  est  nulle  dès  que  ses  composantes,  parallèles  à 
trois  axes  non  situés  dans  un  même  plan,  sont  nulles  toutes  trois. 


VÉRIFICATION   EXPÉRIMENTALE   DE    LA    COMPOSITION   DES   FORCES. 

25.  On  mesure  en  général  les  forces  en  les  comparant  à  des 
poids.  Mais  le  poids  d'un  corps  est  dirigé  suivant  la  verticale, 
et  il  faut  recourir  à  un  certain  artifice  pour  en  changer  la  di- 
rection. On  peut  se  servir  à  cet  effet  d'une  poulie,  sur  laquelle 
on  fait  passer  le  fil  auquel  le  poids  est  suspendu.  Si  le  fil  est 
suffisamment  fin,  et  si  la  poulie  est  bien  ronde  el  bien  mobile 
autour  de  son  centre,  la  tension  du  fil,  au  point  où  il  s'attache 
au  corps  soumis  à  l'expé- 
rience, sera  sensiblement 
égale  au  poids  suspendu  à 
son  extrémité. 

Pour  vérifier  expérimenta- 
lement la  règle  du  parallélo- 
gramme des  forces,  on  atta- 
chera à  un  corps  M  de  forme 
quelconque,   sphérique  par 

exemple  et  de  petites  dimen-  [ji " 

sions,  trois  fils  qu'on  fera  pi^  ,8 

passer  sur  trois  poulies  a,  6, 
c,  suspendues  en  trois  points  fixes  A,  B,  G.  Aux  extrémités  des 
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fils  on  attachera  des  poids  P,  P',  P",  dont  on  pourra  faire  varier 
la  valeur.  Avec  quelques  tâtonnements,  on  parviendra  à  éta- 
blir Téquilibre.  Cet  état  une  fois  obtenu,  le  corps  M  sera  sol- 
licité par  trois  forces  (on  fait  abstraction  ici  du  poids  propre 
du  corps  M  et  des  fils,  qu'on  suppose  négligeable)  ;  ces  trois 
forces  sont  les  tensions  T,  T',  T"  des  fils,  égales  respectivement 
aux  poids  P,  P',  P".  On  observera  que  les  trois  forces  agissent 
dans  un  même  plan;  on  pourra  en  reporter  la  position  sur 
une  feuille  de  papier,  et  la  construction  du  parallélogramme 
sur  les  forces  T  et  T'  donnera  pour  résultante  une  force  égale 
et  contraire  à  T". 

COMPOSITION   DES   FORCES  APPUQUÉES  A  UN  MÊME  POINT 
DANS   UN  MÊME   PLAN. 

26.  Soient  F,  F', ...  des  forces  appliquées  au  point  0  dans  le 
plan  du  papier;  appelons  a,  a',  ..  les 
angles  qu'elles  font  avec  la  partie  po- 
sitive OX  de  Taxe  des  x  ;  les  complé- 

_      ments  ^  —  a,  ^ — a',  ...seront  les  an- 
gles des  forces  axec  Taxe  OY,  et  la 

Pî<y    •IQ 

résultante  R  de  ces  forces  aura  pour 
composantes,  suivant  OX,  la  somme 

Fcosa+F'cosa'4-..., 

et  suivant  l'axe  OY,  la  somme 

Fsina+F'sina'+ 

Appelons  X  Tangle  de  la  résultante  R  avec  Taxe  OX,  nous 
aurons 

Rcos>=Fcosa+F'cosa'+...==2Fcosa, 
Rsin>=:Fsina4-F'sina'-h...=2Fsina* 

Multiplions  la  seconde  équation  par  y/  — 1,  et  ajoutons  ;  il 
viendra 

R(cosA  +  N/^sin>)  =  sF(cosa+V^I^sina). 
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Donc  le  nombre  imaginaire  R  (cosX  +  y^  —  1  sinX)  est  la  somme 
algébrique  des  nombres  imaginaires  F  (cos  a  4-  yj  —  1  sin  a) . 

F  est  le  module^  a  Vargument  du  nombre  imaginaire 
F  (cosa-f-y^  —  Isina),  qui  représente  à  la  fois  la  grandeur 
et  la  direction  de  la  force  F;  de  même  R  et  X  sont  le  module  et 
Targuraent  du  nombre  imaginaire  R(cosX-f-v/  — 1  sinX),  qui 
représente  à  la  fois  la  force  R  en  grandeur  et  en  direction. 
L'addition  des  nombres  imaginaires  correspond  donc  à  la 
composition  des  forces  appliquées  à  un  même  point  dans  un 
plan. 

27.  L'analogie  de  l'addition  algébrique  et  de  la  composition 
des  forces  a  conduit  certains  auteurs  à  adopter  des  défi- 
nitions et  une  notation  nouvelles,  que  nous  allons  faire 
connaître. 

Dans  son  sens  primitif,  la  som.me  est  le  résultat  d'une  addi- 
tion de  nombres  absolus,  ou  de  quantités  de  même  nature.  Telle 
est  la  somme  arithmétique.  En  géométrie,  on  obtient  la  somme 
de  plusieurs  longueurs  en  les  portant  bout  à  bout  sur  la  même 
droite. 

L'introduction  des  nombres  négatifs  dans  le  calcul  a  permis 
d'étendre  celte  définition-:  on  a  appelé  somme  algébrique  le  ré- 
sultat de  l'addition  de  ces  quantités  prises  chacune  avec  son 
signe.  En  géométrie,  le  signe  d'une  longueur  s'interprète  par 
le  sens  dans  lequel  elle  doit  être  portée;  la  somme  algébrique 
de  plusieurs  longueurs  réelles  se  fera  donc  en  portant  bout  à 
bout  sur  une  même  droite  des  segments  égaux  à  ces  longueurs, 
dans  un  sens  si  elles  sont  positives,  en  sens  opposé  si  elles 
sont  négatives  ;  la  somme  cherchée  est  la  longueur  comprise 
entre  le  point  de  départ  et  le  point  d'arrivée,  prise  avec  le  signe 
convenable. 

Dans  ces  deux  opérations,  on  peut  regarder  la  somme  obtenue 
comme  la  résultante  de  forces  appliquées  suivant  la  même 
droite,  et  représentées,  en  grandeur  et  en  sens,  par  les  longueurs 
données,  prises  avec  leurs  signea.  Il  en  est  de  même,  comme 
nous  venons  de  le  voir,  de  l'addition  des  nombres  imaginaires, 
pourvu  que  l'on  convienne  de  regarder  la  partie  réelle  et  le 
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coefficienl  de  \J — 1  comme  les  composantes  rectangulaires 
d'une  force  représentée  par  le  nombre  imaginaire  donné. 

On  peut,  par  une  nouvelle  extension,  appeler  somme  géo- 
métrique de  plusieurs  quantités  a,  fc,  ic,  ...  représentées  en 
grandeur  et  en  direction  par  des  droiles  issues  d'un  même 
point  0,  et  dirigées  comme  on  voudra  dans  l'espace,  la  résul- 
tante S  de  ces  quantités,  composées  à  la  façon  des  forces  ou 
des  vilesses;  on  indique  l'opération  de  la  composition  par  la 
notation    , 

De  même,  la  différence  géométrique  de  deux  quantités  aetb  est 
la  somme'  géométrique  de  la  quantilé  a  et  de  la  quantité  b 
changée  de  sens;  ce  qu'on  exprime  par  l'une  des  notations 

— *t  désignant  une  quantité  égale  à  6,  mais  dirigée  en  sens 
contraire. 

La  différentielle  géométrique  d'une  quantité  variable  Oa  esl 
l'élément  infiniment  petit  aa\  qui,  composé  avec  Oa,  donne 
en  grandeur  et  en  direction  la  valeur  infiniment  voisine  Oa' 
de  cette  quantité  vai  iable.  Par  exemple,  la  vitesse  acquise  élé- 
mentaire, jdt,  est  la  différentielle  géométrique  de  la  vitesse  v  ; 
car,  composée  avec  v,  elle  donne  la  vitesse  suivante,  v-hdVy 
en  direction  et  en  grandeur  (I,  §  91  ). 

Nous  ne  ferons  pas  usage  de  ces  définitions,  et  nous  conti- 
nuerons à  nous  servir  des  mots  composition^  résultantej  au 
lieu  des  mots  équivalents  à'addition  géométrique  et  de  somme 
géométrique. 

On  a  introduit  dans  le  langage  une  autre  expression,  celle 
Ae  produit  géométrique  de  deux  lignes,  dont  nous  ne  nous  ser- 
virons pas  davantage.  Le  produit  géométrique  de  deux  lignes 
est  le  produit  des  longueurs  de  ces  lignée  par  le  cosinus  de 
Tangle  qu'elles  font  entre  elles,  ou  le  produit  d'une  des  lon- 
gueurs par  la  projection  de  Tautrc  sur  la  première.  On  pourra 
dire,  par  exemple,  en  se  servant  de  celle  définition,  (jue  dans 
tout  triangy,  le  carré  d'un  côté  est  égal  à  la  somme  des  carrés 
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des  deux  autres,  diminuée  du  double  de  leur  produit  géométrique. 
Cette  définition  s'applique,  en  mécanique,  à  l'expression  du  tra- 
vail d'une  force.  Outre  qu'elle  est  peu  utile,  elle  a  l'inconvénient 
de  ne  pas  se  trouver  d'accord,  dans  tous  les  cas  particuliers, 
avec  le  résultat  de  la  multiplication  algébrique.  La  somme 
algébrique  de  deux  nombres  imaginaires  r  (cos  6  -f-  V — *  sin  6) 
et  r'(cosô'  -f-  \/ — 1  sine')  est  bien  représentée  par  la  résultante, 
ou  la  somme  géométrique,  de  deux  lignes  r  et  r',  orientées  dans 
le  plan  suivant  les  directions  respectives  0  et  6'.  Le  produit 
géométrique  de  ces  deux  lignes  devrait  être  aussi  identique  au 
produit  algébrique  des  deux  nombres  :  or  il  n'en  est  rien  ; 
car  Turi  de  ces  produits  -est  le  nombre  réel  ir'  cos  (6'— 6),  et 
Tautre,  le  nombre  n-'  [cos  (ô-f-6')  +  V~î  sin  (6  +  ô')] . 

Les  résultats  ne  sont  les  mêmes  que  quand  les  arcs  0  et  0' 
sont  nuls  ou  égaux  à  des  multiples  de  la  demi-circonférence. 


APPLICATIONS  DE   LA  THÉORIE   DE   LA   COMPOSITION   DES    FORCES. 

28.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  prend  les  milieux  a, 
b,  c  des  côtés  BC,  CÂ,  AB;  on  joint  les  points  ainsi  obtenus  aux 
sommets  opposés,  et  l'on  obtient  trois 
droites  Aa,  Bfc,  Ce,  qui  se  coupent  en  un 
même  point  M,  qu'on  appelle  le  centre  de 
gravité  an  triangle  ABC. 

Cela  posé ,  si  l'on  place  en  M  un  point 
matériel  et  qu^on  lui  applique  des  forces 
représentées  en  grandeur  et  en  direction  par 
les  droites  MA,  MB,  MC,  ce  point  sera  en 
équilibre. 

Il  suffit  de  démontrer  que  l'une  quelconque,  MA,  de  ces 
forces  est  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  deux  autres, 
MB,  MC. 

Achevons  le  parallélogramme  MBIC.  La  droite  MI  représen- 
tera en  grandeur  et  en  direction  la  résultante  des  deux  forces 
MB,  MC. 

II.   —  U£C.   CULLIGROX.  ^ 
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Cette  droite  MI  passe  au  point  a,  milieu  de  BC,  car  les 
deux  diagonales  BC,  MI  d'un  parallélogramme  se  coupent  mu- 
tuellement en  parties  égales.  Donc  la  direction  MI  se  confond 
avec  la  direction  Ma,  et  la  force  MI  agit  dans  une  direction 
contraire  à  la  force  MA.  On  a  de  plus  MI  =  MA;  en  effet,  le 
point  a,  intersection  des  deux  diagonales  MI,BC,  est  le  milieu  de 
MI,  et  par  suite  MI  est  double  de  Ma.  Mais  on  sait  que  les  trois  mé- 
dianes Aa,  Bby  Ce  se  coupent  au  point  M  en  deux  segments  dont 
Tun,  MA,  est  double  de  l'autre,  Ma;  donc  enfin  les  deux  lon- 
gueurs MI  et  MA  sont  égales.  On  pourrait  le  démontrer,  au  sur- 
plus, en  observant  que  b  étant,  par  hypothèse,  le  milieu  de  AC, 
et  CI  étant,  par  construction,  parallèle  à  tM,  le  point  M  est  le 
milieu  de  AI. 

La  réciproque  est  vraie  :  Lorsque  trois  forces  appliquées  en 
un  même  point  se  font  équilibre,  le  point  d'application  de  ces 
trois  forces  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  obtenu  enjoignant 
deux  à  deux  leurs  extrémités. 

On  remarquera  que  si  le  point  M  était  sollicité  par  les  trois 
forces  Ma,  Mt,  Me,  il  serait  encore  en  équilibre,  car  ces  forces 
sont  respectivement  contraires  aux  forces  MA,  MB,  MC,  et 
égales  à  leurs  moitiés.  On  rentre  d'ailleurs  dans  le  théorème 
démontré,  en  considérant  le  triangle  abc^  dont  le  point  M  est 
aussi  le  centre  de  gravité. 
11  est  donc  très-facile  de  vérifier  géométriquement  si  trois 
forces,  MA,  MB,  MC,  appliquées  à  un  même 
point  se  font  équilibre.  Il  suffit  de  joindre 
les  points  B  et  C,  et  de  prendre  le  milieu, 
a,  de  la  droite  de  jonction  ;  l'équilibre  exige 
que  le  point  a  soit  situé  sur  le  prolonge- 
ment de  MA,  et  que  l'on  ait  MA  =  Ma  x  2. 
Autrement  l'équilibre  n'a  pas  lieu- 
29.  Des  constructions  analogues  peuvent  être  étendues  à 
autant  de  forces  qu'on  voudra. 

Soient,  par  exemple,  quatre  forces  MA,  MB,  MC,  MD,  situées 
ou  non  dans  un  même  plan.  Joignons  AB  et  CD,  et  soient 
E  et  G  les  milieux  de  ces  droites.  Joignons  ME,  MG.  La 
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Fig.  22. 


droite  ME  représentera  la  moitié  de  la  résultante  des  forces  MA 
et  MB.  De  même  MG  représentera  la  moitié  de  la  résultante  de 
MC  et  MD.  Pour  l'équilibre,  il  faut  et  il  suf- 
fit que  les  deux  directions  ME,  MG  soient 
contraires,  et  que  Ton  ait  ME=MG.  11  faut 
et  il  suffit,  en  d'autres  termes,  que  les  trois 
points  E,  M,  G  soient  en  ligne  droite,  et 
que  M  soit  le  milieu  de  EG. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites  pour 
la  droite  EG,  elles  le  seront  aussi  pour  la 
droite  HF,  qui  joint  les. milieux  des  côtés  opposés  BG,  AD  du 
quadrilatère  ABCD. 

50.  Étant  donné  un  triangle  ABC,  on  prend  dans  son  plan 
un  point  quelconque,  0,  et  de  de  point,  on  abaisse  sur  les  trois 
côtés  des  perpendiculaires  Oa,  Ot,  Oc.  Au  point  0,  on  place  un 
point  matériel  auquel  on  applique, 
suivant  ces  perpendiculaires,  des 
forces  représentées  sur  la  figure  par 
les  longueurs  OA'  =  BC,  OC'=AB, 
OB'=AC;  le  point  matériel  0,  sous 
{action  de  ces  forces^  est  en  équilibre. 

Il  suffit  de  prouver  que  l'une  des 
forces  OA'  est  égale  et  contraire  à  la 
résidtante  des  deux  autres.  Prolon- 
geons indéfiniment  la  direction  A'O, 
et  par  le  point  G'  menons  C'A"  paral- 
lèle à  OB'.  Nous  formons  ainsi  un  triangle  OC'À"  dont  les  côtés 
sont  respectivement  perpendiculaires  aux  côtés  du  triangle 
donné;  ces  deux  triangles  sont  donc  semblables,  et  par  suite  ils 
sont  égaux,  car  les  côtés  homologues  OC,  AB  sont  égaux  entre 
eux;  donc  A"C'=AG=OB',  et  OA"=BC=OA'.  La  force  OA" 
est  la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  OC,  OB', 
et  Féquilibre  est  démontré. 

En  vertu  du  théorème  précédent  (g  28),  si  l'on  joint  A'B', 
B'C,  C'A',  le  point  0  sera  le  centre  de  gravité,  et  les  droites  OA', 
OB',  OC  les  directions  des  médianes  du  triangle  ainsi  obtenu. 


Fig.  23. 
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Les  perpendiculaires  élevées  aux  milieux  des  trois  côtés 
d*un  triangle  concourent  en  un  même  point,  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle.  On  peut  donc  prendre  pour  le  point  0 
le  point  de  rencontre  de  ces  trois  droites.  De  même  on  peut 
prendre  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs. 

31 .  Plus  généralement,  si  d'un  point  0  pris  dans  le  plan 

d'un  polygone  donné  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ses 

côtés^  et  qu^on  prenne  sur  chacune  une  longueur  égale  au  côté 

p  correspondant ,  on  obtiendra  une  série  de 

^y^\  droites  qui^  considérées  comme  des  forces ^  se 

I  \        feront  équilibre. 

I    /v^     Xg       En  effet,  faisons  tourner  le  polygone 

^^^^^""^^V^^      ABGDE  d'un  angle  droit  dans  son  plan  au- 

\  /  tour  d'un  de  ses  sommets  A;  il  prendra 

\^ /  la  position  AB'C'D'E'.  Ce  nouveau  polygone 

^'       *'  se  fermant  de  lui-même,  les  forces  égales 

et  parallèles  à  ses  côtés,  appliquées  au 
point  A,  se  font  équilibre;  or  ces  forces  sont  celles  que  l'on 
doit  appliquer,  d'après  l'énoncé,  au  point  0  lorsqu'il  coïncide 
avec  le  sommet  A.  Le  théorème  démontré  pour  le  point  A  s'é- 
tend évidemment  à  tout  autre  point  du  plan. 
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LIVRE  II 

tÉDIJCtiON  DES  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  SOLIDE 


CHAPITRE  PREMIER 

COMPOSITION  DES  FORCES  PARALLÈLES. 


52.  Nous  supposerons  dans  ce  livre  que  deux  ou  plusieurs 
forces  soient  appliquées  en  différents  points  d'un  même 
système  solide,  et  nous  nous  proposerons  de  trouver  la  résul- 
tante de  ces  forces,  s'il  y  en  a  une,  c'est-à-dire  de  trouver  la 
position,  la  direction  et  la  grandeur  d  une  force  unique  telle, 
qu'une  force  égale  et  contraire,  appliquée  au  système,  tienne 
toutes  les  autres  forces  en  équilibre.  Nous  nous  occuperons 
d'abord  des  forces  parallèles. 

SoientF  et  F'  deux  forces  parallèles  appliquées  en  des  points 
Aet  B  d'un  corps  solide;  suppo- 
sons-les dirigées  dans  le  même 
sens. 

Nous  ne  troublerons  pas  l'équi- 
libre du  solide  en  appliquant  en  A 
et  B,  suivant  la  direction  BA  et  en 
sens  contraire,  deux  forces  égales, 
R  et  — R,  dont  l'intensité  reste  ar- 
bitraire. Le  système  des  quatre  '  ' 
forces  F,  F',  R  et      R  est  donc 

équivalent  au  système  4es  forces  F,  F'.  Or  les  deux  forces 
concourantes,  R  et  F,  se  composent  en  une  force  unique  AS, 


s 

R'        0 

— R' 

/ 

0' 

r     V 

Y 
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par  la  règle  du  parallélogramme.  De  même  les  forces  F'  et  —  R 
ont  pour  résultante  une  force  BH  ;  la  résultante  des  forces  F 
et  F'  est  donc  la  résullànte  des  forces  AS  et  BH,  qui  sont  con- 
courantes, et  dont  les  directions  se  rencontrent  en  un  certain 
point  0.  Les  forces  AS  et  BH  peuvent  être  supposées  appliquées 
en  ce  point  0,  et  là  on  peut  les  décomposer  chacune  suivant 
deux  directions,  l'une  parallèle  à  AB,  l'autre  parallèle  aux 
forces  F  et  F'.  La  force  OS'  =  AS  donnera  par  cette  décompo- 
sition une  force  R',  égale  et  parallèle  à  R,  et  une  force  OF^, 
égale  et  parallèle  à  la  force  F;  la  force  OH'=BH  donnera  de 
même  une  force  — R',  égale  et  parallèle  à  — 'R,  et  une  force 
OF'i,  égale  et  parallèle  à  F'.  Les  deux  forces  R'  et  —  R',  égales 
et  appliquées  en  sens  contraires  au  même  point  0,  se  détrui- 
sent; il  reste  donc  les  deux  forces  F^  et  F'^  égales  et  parallèles 
à  F  et  F',  et  qui,  appliquées  en  un  même  point  et  dans  le 
même  sens,  s'ajoutent  et  donnent  une  résultante  égale  à  leur 
somme,  F -I- F'. 

La  résultante  peut  d'ailleurs  être  supposée  appliquée  au 
point  I  de. la  droite  AB  qui  joint  les  points  d'application  des 
composantes.  Pour  déterminer  ce  point,  observons  que  la  si- 
militude des  triangles  SFA,  AIO  donne  la  proportion 

AI_SF__R 
OI^AF^F' 

et  que  la  similitude  des  triangles  ÔIB,  BF'H  donne  la*  pro- 
portion 

iB_ni_R 

01  ""  BF'  ""  F'* 

Divisant  membre  à  membre  ces  deux  égalités,  on  élimine  à 
la  fois  01  et  R,  et  il  vient 

AI_F' 

IB  "  F  • 

Le  point  1  partage  donc  la  distance  AB  des  deux  points  d'appli- 
cation dans  le  rapport  inverse  des  forces. 

Nous  conclurons  de  là  ce  théorème  ^4 

Deux  forces  parallèles  y  de  même  sens^  se  composent  en  une 
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seule  for  ce  y  parallèle  aux  deux  premières  y  de  même  sens  ^  et 
égale  à  leur  somme,  et  le  point  d'application  de  la  résultante 
partage  la  droite  de  jonction  des  points  d^application  des  com- 
posantes eti  deux  segments^  qui  sont  entre' eux  dans  le  rapport 
inverse  des  forces  adjacentes.  ^' 

On  remarquera  que  la  position  du  point  I,  intersection  de  la 
résultante  avec  la  droite  AB,  dépend  du  rapport  des  forces  F 
et  F',  et  ne  dépend  ni  de  leur  grandeur  absolue,  ni  de  leur 
direction.  On  peut  donc  ajouter  : 

Le  point  d* application  de  la  résultante  de  deux  forces  paral- 
lèles sur  la  droite  qui  joint  les  points  d'application  de  ces  forces^ 
ne  varie  pas  quand  on  altère  les  grandeurs  ou  les  directions  des 
deux  forces j  pourvu  que  Von  conserve  leur  parallélisme  et  le 
rapport  de  leurs  grandeurs. 

33.  Supposons  que  plusieurs  forces  parallèles  F,  F',  F", 
r',...,   soient  appliquées   respective-   , 
ment  aux  points  A,  B,  C,  D,...  d'un  /^ 

corps  solide,  el  que  ces  forces  soient  /       ^ 

toutes  dirigées  dans  le  même  sens.  /  x 


/>" 


On  pourra,  en  appliquant  le  théorème  À 

précédent,  déterminer  la  résultante  de     • ^- — . 

toutes  ces  forces.  En  effet,  joignons  fw.  26. 

AB  et  partageons  la  distance  AB  au 

point  I,  de  manière  à  satisfaire  à  la  proportion 

IB^F* 

Nous  pouvons  remplacer  les  deux  forces  F  et  F',  appliquées 
respectivement  en  A  et  B,  par  la  force  F  -i-F',  appliquée  au 
point  I.  Joignons  ensuite  IC,  et  prenons  sur  celte  droite  un 
point  r  tel,  que  nous  ayons 


! 

l/C""F-f-F'* 


Le  point  r  sera  le  point  d'application  de  la  résultante  des 
deux  forces  (F+F')  et  F",  laquelle  sera  égale  à  la  somme 

/Google 
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F+F'+F''.  Continuons,  en  joignant  l'D,  et  en  prenant  sur 
celte  droite  un  point  I'^  satisfaisant  à  la  proportion 

I"l'  F'" 

FD~F+F'-hF"* 

Le  point  F  sera  le  point  d'application  de  la  résultante, 
F  4-  F'  +  F"  4- F'",  des  quatre  forces  F,  V,  F%  F'".  On  procé- 
dera ainsi  jusqu'à  ce  qu'on  ait  épuisé  toutes  les  forces  et  tous 
les  points  donnés.  La  résultante  générale  sera  égale  à  la  somme 
de  toutes  les  forces  données,  et  sera  parallèle  à  leur  direction 
commune.  Les  points  I,  F,  I",...  obtenus  successivement  sont 
indépendants  des  grandeurs  absolues  des  forces  et  de  leur  di- 
rection. Le  dernier  point  obtenu  est  indépendant  de  Tordre 
dans  lequel  on  a  pris  les  points  donnés  pour  opérer  la  compo- 
sition. 
54.  Proposons-nous  de  trouver  les  coordonnées  du  point 

d'application  de  la  résultante  de 
n  forces  données,  parallèles  et 
de  même  sens,  appliquées  en  des 
points  A,  B,  G,...  L,  définis  cha- 
cun par  ses  coordonnées  x,  i/,  z. 
Considérons  deux  des  points 
d'application  donnés,  A  et  B  ; 
soit  Aa  =  z^  l'ordonnée  du  point 
A  parallèle  à  Taxe  OZ,  elBb=z^ 
Soit  I  le  point  d'application  de  la  ré- 
et  Fg,  appliquées  respectivement  en  A 


Fig.  27. 


l'ordonnée  du  point  B. 
sultante  des  forces  F^ 
et  en  B.  Nous  aurons,  pour  déterminer  le  point  I,  la  proportion 


d'où  Ton  déduit 


et 


AI_F^ 
IB~F4* 

AI_     F, 
AB""FjH-F, 

12.-—!!* 
ab~fv=Ff;' 


Par  le  point  I  menons  une  parallèle^  IK,  à  l'axe  OZ;  elle  per- 
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ceraleplanXOYen  unpointK,  projection  du  point  I  sur  ce  plan, 
et  qui  sera  situé  sur  la  droite  aby  projection  de  ÂB.  Appelons  % 
Tordonnéedupointl,  représentée  surlaOgureparla  longueurs. 
Cette  droite  IK  est  donc,  dans  le  trapèze  AafrB,  une  parallèle 
aux  bases  Aa,  Bfr.  Pour  en  évaluer  la  longueur,  menons  la 
diagonale  aB  qui  rencontre  IK  en  un  point  K.  Nous  aurons 

3  =  IK=1M-|-MK. 

Or,  dans  le  triangle  BAa,  la  droite  IM,  parallèle  à  la  base, 
forme  un  triangle  semblable,  et  par  suite 


Donc 
De  même 
et  enfin 


IMIB_     F|' 
Afl—AB^Fj  +  Fj* 


«  =  ».Xp^^. 


»"^='»Xf7Tf.' 


formule  qui  est  générale,  pourvu  qu'on  attribue  aux  ordonnées 
2,  z^y  %^  des  signes  convenables. 

La  résultante  des  forces  F^  et  F,  est  d'ailleurs  égale  à  leur 
sommeFj-i-F,. 

n  faut  la  composer  avec  la  force  Fj  appliquée  au  point  C, 
dont  l'ordonnée  est  2,;  si  l'on  appelle  %'  Tordonnéç  du  point 
d'application  de  la  résultante  des  deux  forces  (F^-f-F,)  et  Fj, 
on  n'aura  pour  trouver  %'  qu'à  appliquer  la  formule  précédente 
en  y  changeant 

^if  F«»  *i>   H» 


en 


ce  qui  donnera 


F«-|-F„    Fs,    3,    î5, 
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OU  bien,  en  observant  que  (F^  -i-  F,)  js = F^  %^  4-  F, z^,  4 

^,  __  Ff 'i + F*  3^9  4-^525 


F4+FJ+F5 

De  même,  pour  passer  à  la  quatrième  force  F^,  dont  le  point 
d'application  a  pour  ordonnée  2^,  il  suffira  d'ajouter  au  numé- 
rateur de  la  fraction  le  terme  ¥^z^^  et  au  dénominateur  le 
terme  F^,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  introduit  dans 
la  formule  les  n  forces  données.  La  formule  finale. qui  déter- 
mine le  point  d'application  de  la  résultante  des  n  forces  est 
donc 

y_Figi4-F,a;a-h...+FttZ„_SF3; 
F4-f.Fj-i-...+F„      -SF' 

Ce  que  nous  avons  dit  de  la  coordonnée  Z,  nous  pourrions  le 
répéter  des  coordonnées  X  et  Y,  de  sorte  que  nous  pouvons 
poser  aussi  les  équations 

_Ft.r|4-Faa;,4- . . .  +%a?»_2Fg 
""-       F,  +  Fj+...+Fn       ~  2F  ' 

Y_Fiyi4-Faya4-...+Fny»      iVy 
^^       F,-4-F8  4-...4-F»       ~*2F' 

Ces  trois  équations  définissent  le  point  cherché  par  ses  trois 
coordonnées  X,  Y,  Z;  on  reconnaît  à  l'inspection  des  formules 
que  le  point  d'application  de  la  résultante  ne  change  pas  quand 
on  augmente  ou  qu'on  diminue  les  forces  F^,  F,,  ..•  F„  dans  un 
même  rapport  ;  qu'il  est  indépendant  de  Tordre  dans  lequel 
on  a  pris  les  forces  pour  les  composer;  enfin,  qu'il  est  indé- 
pendant de  la  direction  des  forces  données,  pourvu  qu'elles 
soient  toutes  parallèles  et  dirigées  dans  le  même  sens. 

55.  Le  point  d'application  de  la  résultante  de  forces  paral- 
lèles, de  même  sens,  dont  les  points  d'application  et  les  rap- 
ports sont  connus,  mais  dont  la  direction  est  d'ailleurs  quel- 
conque, prend  en  statique  le  nom  de  centre  des  forces  parallèles. 

L'existence  du  centre  des  forces  parallèles  une  fois  reconnue, 
on  peut  en  déduire  la  démonstration  de  certains  théorèmes  de 
géométrie. 

Premier  exemple.  —  Étant  donné  un  triangle  ABC,  imagi- 


il 
M 
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nons  que  les  trois  sommets  A,  B,  C  soient  les  points  d'applica- 
tion de  trois  forces  parallèles  et  de  môme  sens,  F^,  F„  F^, 

Les  deux  forces  F^  et  Fj  se  composeront  en  une  seule,  appli- 
quée en  un  point  b  du  côté  AC,  et 
Ton  aura  pour  déterminer  ce  point 
la  relation 

C6__Fi 

Pour  avoir  la  résultante  des  trois 
forces,  il  suffit  de  composer  la 
force  F^-è-Fjj  appliquée  en  b,  avec 
la  force  F„  appliquée  en  B.  Le  point 
d'application  de  la  résultante  appartient  donc  à  la  droite  Bfr. 

Mais  nous  pouvions  procéder  différemment,  et  composer  les 
forces  F,  et  Fg  en  une  seule,  égale  à  F,  4- F,,  et  appliquée  en 
un  point  a,  défini  par  l'équation 

Le  centre  des  forces  parallèles  se  trouverait  en  composant 
là  force  F^  avec  la  résultante  F,  -è-  F5  appliquée  en  a.  Il  est  donc 
situé  sur  la  droite  Aa. 

Le  point  cherché,  à  la  fois  sur  les  droites  Bb  et  Aa,  est  au 
point  0,  intersection  de  ces  deux  droites. 

Nous  pouvions  encore  composer  les  deux  forces  F^  et  F,  qui 
auraient  donné  une  résultante  Fj.-f- F,  appliquée  en  un  point  c; 
le  centre  des  forces  parallèles  se  trouve  aussi  sur  la  droite  Ce. 
Cette  droite,  aboutissant  en  un  point  c  tel,  que 

B£_F4 

AcTj' 

passe  donc  par  le  point  0,  intersection  des  deux  droites  Aa, 
B6. 

Si  Ton  prend  arbitrairement  les  points  a  et  fc  sur  les 
côtés  BC,  CA,  ces  points  font  connaître  le  rapport  des  forces 

FF 

^1  ç^;  une  fois  ces  points  choisis,  la  droite  Ce  passera  par  le 
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Bc 
point  0  où  se  coupent  Aa  et  Bfr,  si  le  rapport  -^  est  égal 

F  FF 

au  rapport  =^,  c'es(-à-dire  au  produit  ^^  x  p;^  des  deux  rap- 

ports  déjà  déterminés.  Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'on  ait 
l'équation 

Bc      C6_Ba 

ou  bien 


Ac""A6^Cfl' 


A&xBcXCg_. 
BaxC6xAc""  ' 


condition  démontrée  en  géométrie.  La  statique  fait  connaître 
de  plus  les  rapports  y-,  ^,  =-  des  portions  Oa,  Oft,  Oc,  com- 
prises sur  les  droites  Aa,  B&,  Cu,  entre  le  point  0  et  les  côtés 
du  triangle,  aux  longueurs  entières  de  ces  droites. 
On  a  en  effet 


Donc 


Qg  _     F^ 
0A""F8+Fs' 

Ob_      F, 

0B""F,  +  Fs' 

Oc  _      Fs      , 
oc      Fj  +  Fj* 


Oa_         Ft 
Aa""F4-hF,4-Fs' 

0fr_         F, 
B6~F,  +  Fs4-F5' 


Cc""F4H-Fj+F5* 

On  en  déduit,  en  ajoutant  ces  trois  égalités, 

Oa      06      Oc_Ft4-Fa-f  Fs_ 
Aa  "^  B6  "^  Ce  "■  Fj -f.  Fj+Fs"" 

36.  Second  exemple.'—  On  prend  arbitrairement  deux  points 
a^Cy  sur  les  côtés  opposés  AB,  CD  d'un  quadrilatère  gauche»  et 
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l'on  joint  la  droite  ac.  On  prend  ensuite  sur  les  deux  autres 
côtés  BG,  AD  deux  points  b  et  d  tels,  qu'on  ait,  entre  les  huit 
segments  ainsi  déterminés,  la  relation 


(1)  (I) 


OU  bien 


ia.U      Ce     M 


Fig.  29. 


Puis  on  joint  M. 

On  propose  de  démontrer  que  les  deux  d]y)ite$  ac^  bd  sont 
dans  un  même  plan,  ou  qu'elles  ont  un  point  0  commun. 

On  y  parviendra  en  faisant  voir  que  ce  point  0  est  le  centre 
de  quatre  forces  parallèles  appliquées  respectivement  aux 
sommets  A,  B,  G,  D  du  quadrilatère. 

Prenons  arbitrairement  la  première,  F,  de  ces  quatre  forces; 
nous  déterminerons  la  seconde,  F',  de  manière  que  la  résultante 
des  deux  forces  F  et  F'  passe  au  point  a;  il  faut  et  il  suffit,  pour 
cela,  qu'on  ait 

Aa_F' 
flB"~F* 

De  même  déterminons  la  troisième,  F",  de  manière  que  la  ré- 
sultante de  F^  et  de  F'  passe  au  point  b;  nous  aurons 

bC  ""F'  * 

La  force  F"  sera  déterminée  par  la  condition 


Ce 


■fv7» 


et  la  résultante  des  forces  F"  et  F'"  passera  au  point  c. 

Pour  trouver  la  résultante  des  quatre  forces  F,  F',  F",  F'",  on 
peut  composer  d'abord  F  et  F',  ce  qui  donnera  une  résultante 
appliquée  au  point  a  ;  puis  F"  et  F'",  ce  qui  donnera  une  ré- 
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sultante  appliquée  au  point  c.  La  résultante  de  ces  deux  résul- 
tantes sera  appliquée  en  un  point  de  la  droite  àc. 

On  peut  aussi  composer  F'  et  P',  ce  qui  donnera  une  résul- 
tante appliquée  en  fr,  puis  F'"  avec  F,  et  la  résultante  de  ces 
deux  dernières  forces  sera  appliquée  au  point  d,  puisque,  en 
vertu  de  l'équalion  de  condition  posée  tout  à  l'heure,  on  a 

C6      De     p      r^       ' 
.     hd      frB^cC      F'''^F'"        F 


dA  T      Aa      ""        F'       T"  F"' 
flB  F 


Donc  le  point  d'application  de  la  résultante  générale  est  situé 
en  un  point  de  la  droite  bd. 

Ce  point  est  à  la  fois  sur  les  deux  droites  ac,  bd  ;  elles 
se  rencontrent  donc,  et  les  quatre  points  a,  ft,  c,  d  sont  situés 
dans  un  même  plan. 

La  surface  engendrée  par  une  droite  mobile  ac^  qui  se  mou- 
vrait en  s*appuyant  à  la  fois  sur  les  deux  côtés  opposés  AB,  CD 
du  quadrilatère  gauche  ABCD,  et  en  partageant  ces  côtés  en 
segments  satisfaisant  à  la  condition 

(!) 

K  étant  un  nombre  constant,  peut  donc  aussi  être  engendrée 
par  une  droite  bd  qui  se  mouvrait  en  s'appuyant  sur  les  deux 
autres  côtés  du  quadrilatère,  en  les  partageant  en  segments 
remplissant  la  condition 

Cette  surface  est  une  surface  réglée  du  second  degré.  Elle 
peut  être  regardée  comme  engendrée  par  une  droite  mobile 
qui  s'appuierait  à  la  fois  sur  les  trois  droites  AD,  ac,  BC,  ou 
bien  par  une  droite  mobile  qui  s'appuierait  sur  les  trois  droites 
AB,  dby  DC.  C*est  Vhypet^bolo'ide  à  une  nappe.  Lorsque  le  rapport 
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K  est  égal  à  l'unité,  la  droite  mobile  ac  est  constamment  paral- 
lèle à  un  plan  mené  parallèlement  aux  côtés  BC,  DA;  de  même 
M  est  constamment  parallèle  à  un  plan  mené  parallèlement 
aux  côtés  AB,  CD.  La  surface  a  alors  deux  plans  directeurs,  et 
elle  prend  le  nom  de  paraboloide  hyperboUque. 

57.  Troisième  exemple.  —  Sur  les  côtés  successifs  d'un  con- 
tour abcd^  composé  de  trois  droites  finies  données,  on  prend 
au  hasard  des  points,  savoir  : 

le  point  [ab]  sur  le  côté  ab, 
le  point  ((c)  sur  le  côté  bc, 
le  point  [cd)  sur  le  côté  cd. 

On  joint  ensuite  le  point  a  et  le  point  (frc),  le  point  (ab)  et 
le  point  c  ;  ces  deux  droites 
se  coupent  en  un  point  qu'on 
appelle  [abc). 

De  même  on  joint  (bc)  et  d, 
h  et  (cd)y  et  ces  deux  droites 
se  coupent  en  un  point  qu'on  Fig.  so. 

appelle  (bcd). 

Enfin  on  joint 

le  point  a  an  point  [bcd) 
le  point  {ab)  au  point  [cd], 
le  point  (abc)  au  point  </. 

On  demande  de  démontrer  que  ces  trois  droites  se  coupent 
en  un  même  point  0  [qu'on  pourrait  appeler  le  point  (abcd))] . 

Appliquons  aux  sommets  a,  fr,  c,  d  du  contour,  des  forces 
parallèles  F,  F,  F%  F'"  telles,  que  les  deux  forces  F^et  F'  aient 
une  résultante  appliquée  au  point  (flfc),  que  F'  et  P  aient  une 
résultante  appliquée  au  point  (ftc),  que  F*'  et  F'"  aient  une 
résultante  appliquée  en  (cd). 

Le  point  (abe)^  appartenant  à  la  fois  aux  droites  a[bc)  et 
(ai)c,  est  le  point  d'application  de  la  résultante  des  forces 
F,  F,  F". 

On  prouverait  de  même  que  ipcd)  est  le  point  d'application 
de  la  résultante  des  forces  F',  F",  F"'. 
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Pour  trouver  la  résultante  générale,  on  peut  composer  la 
force  F  avec  la  résultante  du  système  (F',  F",  F'"),  ou  bien  la 
résultante  de  F  et  F'  avec  la  résultante  de  F"  et  F"\  ou  bien  la 
résultante  du  système  (F,  F',  F")  avec  la  force  F'". 

Dans  le  premier  cas,  on  reconnaît  que  la  résultante  cher- 
chée est  appliquée  en  un  point  de  la  droite  a  (bcd)  ;  dans  le  se- 
cond, en  un  point  de  la  droite  (ab)  (cd);  dans  le  troisième 
enfin,  en  un  point  de  (abc)  d. 

Ces  trois  droites  ont  donc  un  point  0  commun,  qui  est  le 
centre  des  forces  parallèles  F,  F',  F",  F'". 

Ce  théorème  peut  être  étendu  à  un  nombre  quelconque  de 
côtés  successifs. 

œMPOSITlON  DES  FORGES  PARALLÈLES  NON  DIRIGÉES  DANS  LE  MÊME  SENS. 

38.  Soient  deux  forces  F,  F',  parallèles,  mais  dirigées  en 
sens  contraires,  et  appliquées  en  deux  points,  A  etB,  d'un  même 
système  solide.  On  demande  de  trouver  la  résultante  de  ces 
deux  forces,  s  il  y  en  a  une. 
Nous  déduirons  la  solution  de  ce  problème,  de  la  composi- 
tion des  forces  parallèles  et  de  même 
sens. 

En  un  point  C  de  la  droite  AB,  pro- 
longée du  côté  où  est  appliquée  la  plus 
grande  des  deux  forces,  appliquons 
deux  forces  F"  et  —F",  égales,  con- 
traires et  parallèles  aux  forces  F  et  F'. 
Cette  addition  de  deux  forces  égales  et 
contraires  ne  change  rien  à  la  résultante  du  système  des  forces 
données.  Or  prenons  la  force  F"  égale  à  la  différence  F— F', 
et  la  distance  AC,  telle,  que  Ton  ait 

P'_AB 
F'  "^AC* 

Il  résulte  de  celte  construction  que  les  forces  F'  et  —  P'  ont 
une  résultante  égale  et  contraire  à  la  force  F  (§  32),  ou  que  les 


/F' 
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forces  F,  F'  et  — P'  se  l'onl  équilibre.  Donc  la  force  — P'  est 
égale  et  contraire  à  la  résultante  des  forces  F  et  F',  et  par 
suite  la  résultante  des  forces  F  et  F'  est  la  force  F". 

Deux  forces  parallèles  F  et  F',  de  sens  contraires^  se  comjw- 
seiit  donc  en  une  force  ¥"^  parallèle  à  chàcuney  et  égale  à  leur 
différence  F  —  F'  ;  elle  est  appliquée  en  un  point  C  de  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d'application  A  et  B,  du  côté  de  la  plus 
grande  des  deux  forces^  et  le  rapport  des  deux  segments  CA,  CB 
est  égal  au  rapport  inverse  des  forces  adjacentes;  en  elfet  de  la 
proportion 

ïl  -  iË 

F'""AG' 

ou 

F  — Fy    AB 
F'      "AC 

qui  nous  a  servi  à  déterminer  la  position  du  point  C,  on  déduit 

F  _  AB  +  AC  _  CB 
F'  ~       AC      ""  CA* 

Enfin  la  résultante  Y"  est  dirigée  dans  le  sens  de  la  plus 
grande  des  deux  composantes. 

Si  Ton  rapproche  cet  énoncé  de  celui  qui  a  pour  objet  la 
'composition  de  deux  forces  parallèles  et  de  même  sens  (§  52), 
on  reconnaît  qu'on  peut  fondre  ces  deux  énoncés  en  un  seul,  en 
attribuant  des  Signes  aux  forces  et  aux  segments  de  la  droite 
qui  joint  leurs  points  d'application. 

Des  deux  forces  F  et  F',  Tune  sera  prise  négativement,  l'autre 
positivement,  parce  quelles  agissent  en  sens  opposés;  leur 
somme  algébrique  sera  égale  à  la  différence  de  leurs  valeurs 
absolues,  prise  avec  le  signe  de  celle  des  deux  qui  a  la  plus 
grande  valeur  absolue  ;  ce  sera  donc,  en  grandeur  et  en  signe,  la 
valeur  de  la  résultante  F"  ;  leur  rapport  sera  négatif,  mais  les 
segments  CB,  CA  se  retranchent  au  lieu  de  s'ajouter  pour 
donner  la  dislance,  AB,  des  points  d'application  des 
deux  composantes.  On  peut,  par  exemple,  prendre  négative- 
ment le  plus  petit  CA,  et  positivement  le  plus  grand  CB.  Leur 
somme  algébrique  sera  égale  à  AB,  et  leur  rapport  sera  négatif. 

11.    —   UÉC.    COLLIGXO.N.  A 
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Grâce  à  ces  conventions,  on  pourra  exprimer  la  règle  de  la 
composition  des  forces  parallèles  d'une  manière  générale, 
qu'elles  soient  de  même  sens  ou  de  sens  différents  : 

Deux  forces  parallèles  se  composent  en  une  force  parallèle  à 
leur  direction  commune,  égale  en  grandeur  et  en  signe  à  leur 
somme  algébrique,  et  appliquée  en  un  point  qui  partage  la  dis- 
tance des  deux  points  d^application  en  deux  segments  dont  le 
rapport  soit  égal  au  rapport  inverse  des  forces  adjacentes. 

Si  l'on  a  à  composer  des  forces  parallèles  agissant  les 
unes  dans  un  sens,  les  autres  dans  le  sens  opposé,  on  pourra 
composer  ensemble  toutes  les  forces  agissant  dans  un  sens, 
puis  composer  ensemble  toutes  les  forces  agissant  en  sens  con- 
traire, enfin  composer  par  la  règle  précédente  la  résultante 
du  premier  groupe  et  la  résultante  du  second. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  les  formules  que  nous  avons 
données  §  54,  pour  la  composition  desjbrces  de  même  sens, 
s'appliquent  également  aux  forces  parallèles  dirigées  en  sens 
différents,  moyennant  qu'on  attribue  aux  forces  données  les 
signes  -I-  et  —  :  le  signe  4-  quand  elles  agissent  dans  un 
sens,  et  le  signe  — <|uand  elles  agissent  dans  le  sens  opposé. 
Les  formules  deviennent  générales  quand  on  a  recours  à  celte 
convention. 

«  THÉOIIÈHE  DES  TRANSVERSALES. 

• 

39.  On  peut  démontrer,  en 
s'aidant  de  la  composition  des 
forces  parallèles,  la  proposi- 
tion fondamentale  de  la  théo- 
rie des  transversales,  connue 
en  géométrie  sous  le  nom  de 
théorème  de  Carnot  ou  de  théo- 
rème de  Ptolémée. 

Cette  proposition  s'exprime 
ainsi  qu'il  suit  : 
Une  transversale  droite  abc  rencontre  les  côtés  d'un  triangle 


Fig.  52. 
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ABC  en  trois  points  a,  b,  c,  et  détermine  sur  chaque  côté  deux 
segments,  savoir  : 

«B,  aC  sur  le  côté  BG, 
bC,  bA.  sur  le  côté  AC, 
cÀ,  cB  sur  le  côté  ÂB. 

Cela  posé,  le  produit  des  trois  segments  qui  n'ont  aucune  ex- 
trémité commune,  aC  x  &A  x  cB,  est  égal  au  produit  des  trois 
autres,  aB  X  &C  X  cA. 

Aux  exlrémités  B  et  C  du  côlé  dont  le  prolongement  ren- 
contre la  transversale,  appliquons  deux  forces  parallèles  et  de 
sens  contraires,  F' et  F",  dont  nous  déterminerons  tout  à  l'heure 
le  rapport. 

La  résultante  de  ces  deux  forces  sera  appliquée  quelque  part 
sur  la  direction  BC  prolongée. 

Au  point  A  appliquons  deux  forces  égales  et  contraires,  F  et 
— F;  l'introduction  de  ces  deux  forces,  qui  se  détruisent,  ne 
changera  rien  à  la  résultante  du  système  des  forces  F  et  F"  ; 
pour  trouver  cette  résultante,  on  peut  d'abord  composer 
les  forces  F'  et  F,  ensuite  composer  les  forces  F"  et  — F,  enfin 
composer  les  résultantes  partielles  obtenues  dans  ces  opé- 
rations. 

La  force  F  est  arbitraire  ;  nous  pouvons  donc  faire  en  sorte 
qu'on  ait 

F  _£B. 
F'~"cA' 

la  résultante  de  F  et  de  F'  passe  alors  au  point  c. 

Prenons  ensuite  la  force  F"  de  manière  que  la  résultante 
des  forces  F"  et  —-F  passe  au  point  b;  il  faudra  pour  cela 
qu'on  ait  Téquation 

F^_  6A 

F  "^  te  * 

La  résultante  des  forces  F  et  F'  passe  au  point  c,  et  la  ré- 
sultante des  forces  —  F  et  F''  passe  au  point  b,  La  résultante 
de  ces  deux  résultantes,  c'est-  à-dire  la  résultante  des  forces  F' 
et  F",  est  donc  appliquée  en  un  certain  point  de  la  direction  cfr. 
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Or  elle  est  aussi  appliquée  en  un  certain  point  de  la  direction 
BC  ;  donc  enfin  elle  est  appliquée  au  point  a,  intersection  de 
ces  deux  directions. 
Il  en  résulte  l'égalité 

F  __  aC 
F"  ""  aB* 

Multiplions  membre  à  membre  ces  trois  égalités,  il  viendra 


ou  bien 


flB  X  frC  X  c\  =  flC  X  cB  X  tA,  . 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 

La  réciproque  résulte  évidemment  de  la  proposition  directe. 

La  résultante  partielle  appliquée  en  c  est  égale  à  F-f-F',  et 
la  résultante  parlielle  appliquée  en  b  est  égale  à  F-f-F";  de 
sorle  que  la  statique  nous  donne  aussi 

F"-fF""ac* 

Mais  des  deux  premières  équations  on  tire 

F-f  F^_cB-4-gA_AB 
F      ~"      dJ      ~"  cB* 

F+F^^_6A  +  6CAG 
F      ""      6G      —^C' 


Divisant,  il  vient 
et  par  suite 
ou  bien 

ABx6Cxac  =  fl6xACXcB, 

équation  qui  n'est  autre  chose  que  l'application  du  théorème 
au  tiianglc  Ac6,  rencontré  par.  la  transversale  recliligne  BCa. 


F-fP_AB      bC 
Fh-F^^AC-^cB' 


AB      bC_ab 
AC      cU      flc  ' 
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DÉFINITION  DES   COUPLES. 

40.  La  composition  de  deux  forces  parallèles  dirigées  en 
sens  contraires  présente  un  cas  siqgulier  très-remarquable, 
celui  où  les  deux  forces  sont  égales. 

Soient  F  etF'deux  forces  inégales,  ^'f 

parallèles,  de  sens  contraires,  appli-  / 

quées  Tune  en  A,  l'autre  en  B  ;  sup-     a^ L 1 

posons  F'>F;  ces  deux  forces  se 

composeront  en  une  force  unique, 

égale  à  F' — F,  et  appliquée  en  un  *^'  ^* 

point  G,  situé  sur  le  prolongement  de  AB,  et  tel,  qu'on  ait  la 

proportion 

CA_F 

cb~^f' 

Si  nous  supposons  que  la  différence  F'— F  diminue  indéfi- 

F' 
niment,  le  rapport  ^  s'approchera  indéfiniment  de  Tunité,  et 

le  point  G  s'éloignera  indéflniment  des  points  A  el  B. 

Lorsque  enfin  les  forces  F'  et  F  deviendront  égales  entre 
elles,  la  résultante  F'  —  F  deviendra  nulle,  et  son  point  d'ap- 
plication C  ira  se  perdre  à  l'infini  sur  la  direction  AB.  On 
peut  remarquer  que  dans  ce  cas  singulier,  les  forces  F  et  F' 
èlant  égales,  la  résultanle  de  ces  deux  forces  ne  peut  être  siluée 
vers  la  droite  de  la  figure  sans  l'êlre  également  vers  la  gauche, 
à  cause  de  la  symétrie;  il  ne  peut  donc  y  avoir  de  résultante, 
ce  que  le  calcul  indique  en  donnant  pour  solution  du  problème 
une  force  nulle  appliquée  en  un  point  infiniment  éloigné. 

Le  système  de  deux  forces  égales,  parallèles  et  de^sens  con- 
traires n'est  donc  pas  réductible  à  une  force  unique.  Les  pro- 
priétés très-remarquables  de  ce  système  ont  été  mises  en  évi- 
dence pour  la  première  fois  par  Poinsol,  qui  lui  a  donné  le 
nom  de  couple. 
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Un  couple  F,  —  F  est  le  système  formé  par  deux  forces  éga- 
les,  parallèles  et  de  sens  contraires,  appliquées  en  deux  points 
p      A  etB  quart  suppose  invariablement  réu- 
nis Vun  à  Vautre. 

Le  bras  de  levier  du  couple  est  la  dis- 
tar\pe  MN  des  deux  forces.  Comme  on 
peut  toujours  supposer  les  forces  trans- 
portées en  un  point  quelconque  de  leur 
*^'    '  diriection,  on  peut  regarder  les  points  M 

et  N,  où  les  deux  forces  F  et  — F  sont  rencontrées  par  une 
perpendiculaire  commune,  comme  les  points  d'application  de 
ces  deux  forces. 
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CHAPITRE  II 


THÉORIE  DES  MOMENTS  ET   DES  COUPLES 


DÉFINITIONS. 


Fig.  55. 


41.  La  considération  des  produits  appelés  moments  sim- 
plifie la  composition  des  forces. 

On  appelle  moment  d'une  force  F  par  rapport  à  un  point  0,  le 
produit  de  la  force  F  par  la  distance  OP 
de  la  force  au  point  0,  qui  prend  le  nom 
de  centre  des  moments. 

On  appelle  (fig.  36)  moment  d'une  force 
F'  par  rapport  à  une  droite  AB,  le  produit 
de  la  projection,  F",  de  la  force  sur  un  plan  RR',  perpendi- 
culaire à  la  droite  AB ,  par  la  distance  AS  du  point  où  la 
droite  AB  perce  le  plan,  à  la  projec- 
tion F";  en  d'autres  termes,  le  moment 
d'une  force  par  rapport  à  un  axe  AB  • 
est  le  moment  de  la  projection  de  la 
force  sur  un  plan  normal  à  Vaxe,  par 
rapport  au  point  oU  Vaxe  rencontre 
le  plan  de  projection.  La  distance  AS 
du  pied  de  Taxe  à  la  projection  de  la 
force  est  d'ailleurs  égale  à  la  longueur  CD  de  la  perpendicu- 
laire commune  à  la  force  F'  et  à  Y  axe  AB  des  moments. 

On  appelle  enfin  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  plan 
parallèle  à  sa  direction^  le  moment  de  la  force  par  rapport  à 


Fig.  36. 
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un  axe  quelconque,  conduit  dans  ce  plan, perpendiculairement 
à  la  projection  de  la  force. 

Le  moment  d'une  force  F  par  rapport  à  un  point  0  ou  par 
rapport  à  un  axe  AB  se  représente  quelquefois  par  les  nota- 
tions 

Nous  verrons  tout  à  l'heure  qu'on  donne  un  signe  à  ces  quan- 
tités. 

42.  Il  résulte  des  définitions  précédentes  que  le  moment 
d'une  force  par  rapport  à  un  point  est  nul  quand  le  point  est 
si  lue  sur  la  direction  de  la  force,  car  alors  la  distance  OP  est 
nulle. 

Le  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  peut  êlre  nul 
de  deux  manières  : 

1**  Quand  la  force  rencontre  l'axe,  car  alors  le  pied  de  l'axe 
apparlient  à  la  direction  de  la*  force  projetée  sur  un  plan 
normal; 

2**  Quand  la  foroe  est  parallèle  à  l'axe,  car  alors  la  projection 
de  la  forc3  sur  un  plan  normal  est  nulle. 

Ces  deux  cas  sont  compris  dans  l'énoncé  suivant  :  le  moment 
d'une  force  par  rapport  à  un  axe  est  nul  quand  la  direction  de 
la  force  et  V'axe  sont  dans  un  même  plan, 

45.  On  attribue  dans  le  calcul  aux  moments  des  forces 
les  signes  -f-  et  — ,  d'après  les  conventions  suivantes. 

Lorsque  plusieurs  forces  agissent  dans  un  même  plan,  on 
imagine  que  les  points  d'application  de  ces  forces  sont  entraî- 
nés chacun  dans  la  direction  même  de  la  force  qui  le  sollicite  ; 
chacun  de  ces  déplacements  fictifs  peut  être  regardé  comme 
le  résultat  d'une  rotation  autour  du 
point  pris  dans  le  plan  pour  centre  des 
moments.  Nous  avons  vu  en  cinémalique 
Fi-  37  comment  on  déterminait  le  signe  d'une 

rotation  (I,  §  103);  on  lui  donne  le 
signe  4-  si  elle  s'opère  dans  un  sens  convenu  (ordinairement 
de  gauche  à  droite),  et  Je  signe  —  si  elle  s'opère  en  sens 
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contraire.  On  attribuera  aux  moments  les  mêmes  signes 
qu'aux  rotations  correspondantes.  Ainsi  le  point  0  étant  le 
centre  des  moments,  et  F,  F'...  des  forces  appliquées  en 
divers  points  A,  A'...  du  plan  de  la  figure,  le  moment  de  la 
force  F  par  rapport  au  point  0  sera  égal  à  -f-  F  x  OA,  le  mo- 
ment de  la  force  F',  à  — F'xOA'....  La  somme  algébrique  de 
ces  deux  moments  sera  F  x  OA  —  F'  x  OA'. 

44.  Le  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  reçoit  le 
même  signe  que  lo  moment  de  la  force  projetée  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe,  par  rapport  au  pied  de  l'axe.  La  con- 
venlion  relalive  aux  signes  des  moments  par  rapport  à  un 
point  cniraîne  une  convention  pareille  pour  les  signes  des 
moments  par  rapport  à  un  axe,  et,  par  suite,  une  convention 
pareille  pour  les  signes  des  moments 
par  rapport  à  un  plan. 

Soit,  par  exemple,  AF  une  force 
appliquée  en  un  point  A  et  agissant 
dans  le  sens  AF,  et  soient  OX,  ÔY,  OZ 
trois  axes  coordonnés  rectangulaires. 
Projetons  la  force  sur  les  trois  plans 
XOY,  YOZ,  ZOX,  qui  sont  respeclive- 
ment  normaux  aux  trois  axes  ;  nous 
obtiendrons  les  forces  A'F',  A"¥"  et  A'"F'".  Du  point  0  abais- 
sons des  perpendiculaires  OP,  OP',  OP"  sur  ces  trois  forces; 
les  moments  de  la  force  AF  par  rapport  aux  axes  seront  en 
valeur  absolue, 


Fig.  38. 


par  rapport  à  l'axe  OZ, 

par  rapport  à  l'axe  OX, 

et  par  rapport  à  l'axe  OY, 


A'F'XOP, 
AT"  X  OP', 
A'^F'^XOP"; 


mais  la  direction  de  la  force  AT'  tend  à  eniraîner  le  point  A' 
autour  du  point  0  dans  le  sens  qui  amènerait  Taxe  OY  vers 
l'axe  OX,  c'est-à-dire  dans  le  sons  négatif;  on  devra  donc 
donner  le  signe  —  au  moment  par  rapport  à  l'axe  OZ.  Au  con- 
traire, la  force  A'T"  tend  à  entraîner  son  point  d'application 
dans  le  sens  de  OY  vers  OZ,  sens  positif;  la  force  A"T"  tend 
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de  même  à  entraîner  son  point  d'application  dans  le  sens 
positif,  de  OZ  vers  OX.  On  donnera  donc  le  signe  -f-  aux  mo- 
ments par  rapport  à  l'axe  OX  et  à  Taxe  OY  ;  et  en  définitive 
les  moments  de  la  force  AF  par  rapport  aux  trois  axes  seront 

par  rapport  à  l'axe  OZ,        —  A'F'X  OP, 

par  rapport  à  l'axe  OX,       -h  A^F"  x  OP', 

et  par  rapport  à  l'axe  OY,       -f  A'"F'"  X  OP". 

Les  formules  générales  que  nous  donnerons  un  peu  plus 
loin  rendront  inutile  cette  discussion  de  signes  dans  chaque 
cas  particulier.  '  .  - 

45.  La  valeur  absolue  du  moment  d'une  force  peut  être  re- 
présentée par  une  aire  plane. 

Soient  A  le  point  d'application  d'une  force,  AF  la  force  en 
grandeur  et  en  direction,  et  0  le  centre  des  moments;  fai- 
sons passer  un  plan  par  le  point  0  et  par 
la  force.  Abaissons  du  point  0  la  perpen- 
diculaire OP  sur  AF.  La  valeur  absolue  du 
moment  de  la  force  AF  par  rapport  au 
point  0  sera  le  produit  AF  x  OP.  Joi- 
Fig  50  gnons  OA,  OF;  le  triangle  OAF  ainsi  formé 

a  pour  mesure  la  moitié  du  ^produit  de  sa 
base  AF  par  sa  hauteur  OP  ;  donc  le  moment  de  la  force  peut 
être  représenté  par  le  double  de  la  surface  du  triangle  OAF. 
La  môme  interprétation  géométrique  peut  êtredonijée  au 
moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  ;  il  est  égal  au  double 
de  l'aire  du  triangle  qui  a  pour  base  la  projection  de  la  force 
sur  un  plan  normal,  et  pour  sommet  le  pied  de  Taxe;  cela  re- 
vient à  dire  que  le  moment  de  la  force  par  rapport  à  Taxe  est 
égal  en  valeur  absolue  au  double  de  la  projection,  sur  un  plan 
normal  à  Taxe,  du  triangle  formé  en  joignant  un  point  quel- 
conque de  l'axe  aux  extrémités  de  la  droite  qui  représente  la 
force. 

On  remarquera  que,  dans  ces  sortes  de.  produits,  l'un  des 
facteurs  représente  une  longueur,  et  le  second  facteur  une 
force;  l'unité  de  force  et  l'unité  de  longueur  restent  d'ailleurs 
tout  a  fait  indépendantes  l'une^de  l'autre.  La  mécanique  offre 
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de  nombreux  exemples  de  ces  quantités  complexes  qui  résultent 
de  la  multiplication  de  facteurs  représentant  des  quantités  de 
différentes  natures.  • 

46.  Soit  AF  (fig.  40)  une  force  appliquée  en  un  point  A,  et 
0  un  point  fixe  pris  arbitrairement  dans  Tespace.  Par  ce  point 
menons  un  axe  OZ,  perpendicu- 
laire au  plan  conduit  par  la  force  AF 
et  le  point 0.  Le  moment,  AFxOP, 
de  la  force  F  par  rapport  au  point  0 
est  identique  au  moment  de  la 
force  F  par  rapport  a  l'axe  OZ  ;  il 
est  égal  au  double  du  triangle  OAF^ 
Proposons-nous  de  trouver  le  mo- 
ment de  la  force  F  par  rapport  à  un 
autre  axe  OS  mené  par  le  point  0. 
Il  suffira  d'imaginer  par  ce  point  un  plan  RR'  perpendicu- 
laire au  nouvel  axe,  et  de  projeter  le  triangle  OAF  en  Oaf 
sur  ce  plan.  Le  moment  cherché  est  le  double  de  Taire  du 
triangle  Oaf. 

Mais  prenons  sur  Taxe  OZ,  à  une  échelle  arbitraire,  une 
longueur  OR  égale  au  produit  AFxOP,  c'est-à-dire  représen- 
tant à  Téchelle  le  double  de  Taire  du  triangle  OAF.  L'axe  OS 
fait  avec  Taxe  OZ  un  angle  SOZ  égala  l'angle  du  plan  RR'  avec 
le  plan  OAF,  de  sorle  que,  si  nous  projetons  la  longueur  OB  sur 
la  direction  OS,  .nous  obtiendrons  une  longueur  Ob  qui  repré- 
.sentera,  à  la  même  échelle,  le  double  de  Taire  du  triangle  Oa/*, 
c-est-à-dire  le  moment  de  la  force  F  par  rapport  à  Taxe  OS.  On 
voit  donc  qu'il  sera  facile  de  trouver  le  moment  d'une  force  F 
par  rapport  à  tel  axe  OS  qu'on  voudra,  connaissant  le  moment 
de  cette  force  par  rapport  à  un  point  0  pris  sur  cet  axe.  Il  suf- 
fit, en  effet,  de  mener  par  le  point  0  une  perpendiculaire  OZ  au 
plan  conduit  par  la  force  F  et  le  point  0,  et  de  prendre  sur 
celte  droite,  à  partir  du  point  0,  une  longueur  OB,  représentant 
à  une  échelle  arbitraire  le  moment  de  la  force  F  par  rapport 
au  point  0.  Le  moment  de  la  force  F  par  rapport  5  Taxe  OS  sera 
représenté,  à  la  même  échelle,  par  la  pr/)jection  sur  OS  de  la 
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longueur  OB,  et  Ton  aura  MosFz^rMo^Fxcosa,  a  étant  Tangle 
ZOS.  Pour  définir  le  sens  du  moment,  on  peut,  comme  nous 
Tavons  indiqué  en  cinématique  (g  165),  mener  l'axe  OB  de  telle 
sorte,  que  l'observateur  placé  les  pieds  en  0,  la  tête  en  B,  voie 
la  force  F  solliciter  çon  point  d'application  à  tourner  autour  du 
point  0  dans  le  sens  des  rotations  positives.  La  droite  OB  aura 
alors  une  direction,  un  sens  et  une  longueur  bien  déterminés. 

La  construction  géométrique  du  moment  par  rapport  à  l'axe 
OS  fait  voir  : 

Que  06  est  toujours  moindre  que  OB,  de  sorte  que  le  mo- 
ment d\ne  force  par-rapport  à  un  point  est  en  valeur  absolue  le 
maximuyn  des  moments  de  la  force  par  rapport  à  tous  les  axes 
quon  peut  mener  par  ce  point; 

Que  les  moments  de  la  force  F  par  rapport  à. tous  les  axes 
OS,  qui  font  un  même  angle,  ZOS,  avec  Taxe  OZ,  sont  égaux 
entre  eux  ; 

Que  les  moments  sont  nuls  par  rapport  à  tout  axe  mené  par 
le  point  0  perpendiculairement  à  OZ,  ce  qu'on  savait  déjà, 
puisque  tout  axe  mené  par  le  point  0  perpendiculairement  à 
OZ  est  contenu  dans  un  plan  passant  par  la  force  F; 

Qu'enfin  les  extrémités  b  des  droites  finies  Ofr,  qui  représen- 
tent la  grandeur  des  moments  par  rapport  à  leurs  propres  direc- 
tions, sont  siluées  sur  une  surface  sphérique,  décrite  sur  OB 
comme  diamètre.  En  effet,  si  on  fait  mouvoir  Taxe  OS  dans  le 
plan  BOS,  le  point  fr,  projection  du  poinTt  B  sur  la  direction  va- 
riable OS,  décrira  dans  ce  plan  une  circonférence  dont  OB  sera 
le  diamètre,  et  cette  circonlerence,  en  tournant  autour  de  OB, 
engendrera  dans  l'espace  une  surface  sphérique  qui  sera  le 
lieu  de  tous  les  points  b. 

47'.  Ces  préliminaires  posés,  venons  à  la  démonstration  du 
théorème  des  moments^  qui  consiste  dans  l'énoncé  suivant  : 

Le  momentj  par  rapport  à  une  droite  XY,  de  la  résultante  de 
deux  ou  de  plusieurs  forces^  toutes  parallèles  ou  toutes  concou- 
rantes^ est  égal  à  la  somme  algébrique  des  mome^its  de  chacune 
de  ces  forces  par  rapport  à  cette  droite  XY. 

I.  Supposons  d'abgrd  qu'il  n'y  ait  que  deux  forces  à  çompo- 
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ser;  elles  seront  comprises  dans  un  même  plan,  puisqu'on  les 
suppose  ou  parallèles  ou  concourantes.  Prenons  les  mo- 
ments de  ces  forces  par  rapport  à  un  o^  _  _  a_  _i  v. 
point 0  de  leur  plan,  ou  par  rapport  à 
un  axe  normal  à  ce  plan  et  passant 
parce  point  0. 

f  Si  les  forces  F  et  F'  sont  paral- 
lèles, abaissons  du  point  0  une  per- 
pendiculaire commune  OAB  sur  leur  direction  ;  nous  pour- 
rons admettre  que  A  et  B  sont  les  points  d'application  des 
forces  F  et  F'. 

La  résultante  R  sera  égale  à  F -h  F',  et  sera  appliquée  en  un 
point  1  de  la  droite  AB  tel,. qu'on  ait  Fégalité 


On  en  déduit 


Donc 


AI      r  ^r 

AB~F  +  P      R* 


RXAI  =  F'XAB. 

I       Aux  deux  membres  de  cette  égalité  ajoutons  (F  -h  F')  X  OA  , 
'     il  viendra 

I  RxAI-ftF-|-P)X0A  =  (F  +  F')X0A-hF'XAB, 

OU  bien 

I 

I  HX(AH-0A)  =  Fx0A  +  F'x(0A-hAB), 

;     OU  enfin 

Rx0I  =  FxJ:A-hF'x0B, 

cquaKon  qui  montre  que  le  moment,  RxOI,  de  la  résultante 
par  rapport  au  point  0  est  égal  à  la  somme  des  moments 
FxOA,F'xOB  des  composantes  par  rapport  au  même  point, 
]  La  cinématique  démontre  immédiatement  cette  équation. 
Regardons  F  et  F'  comme  les  mesures  de  rotations  qui  s'eflec- 
luent  simultanément  dans  le  plan  du  papier  autour  des  points 
Ael  B.  La  résultante  de  ces  deux  rotations  (I ,  §  165)  est  une  rota- 
lion  égale  à  R,  autour  du  point  1,  et  l'équation  des  moments 
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exprime  que  le  chemin  RxOI,  décrit  par  le  point  0  de  la 
droite  AB  en  vertu  de  la  rotation  R,  est  la  somme  des  chemins 
FxOA,  F'xOB,  décrits  séparément  en  vertu  des  rotations 
composantes  F  et  F'. 

On  vérifierait  de  môme  le  théorème  pour  deux  forces  paral- 
lèles dirigées  en  sens  contraires.  L'équation  finale  est  la 
même,  pourvu  que  Ton  donne  des  signes  convenables  aux  mo- 
ments. On  pourrait  aussi  montrer  que,  grâce  à  l'emploi  des 
signes,  le  théorème  s'applique  au  cas  où  le  centre  des  mo- 
ments est  compris  entre  les  deux  forces. 

On  peut  conclure  de  là  que  la  surface  du  triangle  ORI  est  la 
somme  (algébrique)  des  aires  des  triangles  OAF,  OBF'. 

S""  Admettons  que  les  forces  ne  soient  pas  parallèles.  Soient 
AF  et  AF'  deux  forces  concourantes.  La  résultante  R  est  re- 
présentée en  grandeur  et  en  direction  par  la  diagonale  ARdu 
parallélogramme  AFRF',  et  le  théorème  des  moments  revient 
à  l'égalité 

aire  OAR  =  aire  OAF  -f-  aire  OAF'. 

Or  les  trois  triangles  OAR,  OAF,  OAF'  ont  une  base  com- 
mune OA,  et  sont  entre  eux  comme  leurs  hauteurs,  c'est-à- 
dire  comme  les  distances» RK,  FH,  F'H' 
des  points  R,  F  et  F  à  cette  base.  Par 
le  point  F,  menons  FL  parallèle  à  OA; 
la  figure  HKLF  sera  un  rectangle,  dans 
lequel  FU  =  KL.  De  plus,  les  de\x\ 
triangles  FLR,  AIFF'  sont  rectangles 
en  L  et  en  H',  ils  ont  l'angle  FRL  égal 
à  l'angle  AF'H',  comme  compris  entre 
côtés  parallèles  chacun  à  chacun  ;  en« 
fin,  ils  ont  des  hypoténuses  égales  FR,  AF',  comme  côtés  op- 
posés d'un  parallélogramme.  Le  côté  LR  est  égal  au  côté  F'H', 
et  par  suite 

RK  =  FH-f  F'H'. 

Donc  enfin  le  triangle  OAR  est  la  somme  des  deux  autres,  et 
le  théorème  est  démontré. 


Fig.  42. 
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Ce  théorème  porte  en  statique  le  nom  de  théorème  de  Varignon, 
Le  théorème  des  moments  pour  deux  forces  parallèles  rentre 
comme  cas  particulier  dans  la  pro- 
position relative  à  deux  forces  con- 
courantes. 

Soient  en  effet  AF,  A'F'  deux  forces 
appliquées  aux  points  A  et  A',  et  con- 
courantes en  un  certain  point;  soit 
R  leur  résultante,  qu'on  peut  suppo- 
ser appliquée  en  un  point  A"  de-  sa  ^ 
direction.  D'un  point  quelconque  0  *^' 
pris  dans  le  plan  de  la  figure,  abaissons  des  perpendiculaires 
OP,  OP',  OP"  sur  les  directions  des  trois  forces  ;  nous  aurons 
en  vertu  du  théorème 

RX0P"  =  FX0P4-F'X0P'. 

R  est  de  plus  égale  en  grandeur  à  la  diagonale  du  parallé- 
logramme dont  les  côtés  sont  les  forces  F  et  F'.  Or  imagi- 
nons que  le  point  de  concours  des  forces  F  et  F'  s'éloigne  in- 
définiment. A  la  limite,  les  trois  forces  F,  F'  et  R  seront 
parallèles,  et  la  diagonale  R  du  parallélogramnie  construit 
sur  F  et  F'  se  changera  en  la  somme,  F  -h  F',  des  deux 
forces  données.  L'équation  des.  moments  étant  toujours 
vraie,  quelque  éloigné  que  soit  le  point  de  concours  des 
forces,  est  encore  vraie  à  la  limite,  quand  les  forces  devien- 
nent parallèles,  et  peut  servir  à  fixer  la  position  vraie  de  la 
résultante  F  4- F. 

La  cinématique  conduit  encore  directement  à  Téquatidn 
des  moments  pour  les  forces  concourantes.  Considérons  les 
forces  F,  F'  et  R  comme  des  rotations  qui  s'effectuent  autour 
des  directions  AF,A'F',  A"R  ;  la  rotation  R  sera  la  résultante  des 
deux  relations  F  et  F'.  Tout  point  du  plan  de  la  figuré  reçoit 
de  chacune  de  ces  rotations  un  déplacement  normal  à  ce  plan, 
et,  par  suite,  le  déplacement  dû  à  la  rotation  R  est  la  somme 
algébrique  des  déplacements  dus  à  F  et  à  F'.  L'équation  des 
moments  exprime  cette  égalité  (I,  §  169)* 
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II.  Supposons  toujours  qu'il  n'y  ait  que  deux  forces  don- 
nées F  et  F',  mais  qu'au  lieu  de  prendre  les  moments  par 
rapport  à  un  point  de  leur  plan,  on  prenne  les  moments  par 
rapport  à  une  droite  XY  quelconque.  La  proposition  sera  en- 
core vraie. 

Projetons  les  forces  données,  F  et  F',  et  leur  résultante  R 
sur  un  plan  normal  à  XY.  Nous  obtiendrons  sur  ce  plan  deux 
forces  fet  f\  et  une  troisième  force  r,  projection  de  R;  le  parallé- 
logramme construit  sur  F  et  F',  dont  R  est  la  diagonale,  a  pour 
projection  sur  ce  plan  un  parallélogramme,  quia  pour  côtés  f 
et  /*',  et  pour  diagonale  r.  Donc  r  est  la  résultante  de  f  et  /'. 
Ceci  suppose  les  forces  /*  et  f  concourantes.  Si  elles  sont  pa- 
rallèles, la  force  R  leur  sera  aussi  parallèle  et  sera  égale  à 
leur  somme,  et  elle  partagera  la  dislance  de  leurs  points 
d'application  en  deux  segments  qui  seront  entre  eux  dans  le 

F 
rapport  ^,.  Mais  la  projection  de  la  figure  sûr  le  plan  normal 

à  XY  donnera  trois  forces  f,  f ,  r,  proportionnelles  à  F,  F',  R: 
la  force  r  sera  la  somme  des  forces  f  et  /*';  comme  la  force  R  ^ 
est  la  somme  des  forces  F  et  F',  et  le  point  d'application  de  la 
force  divisera  la  droite  de  jonction  des  points  d'application  pro- 
jetés en  deux  segments,  qui  seront  entre  eux  dans  le  rapporl 

F  f 

dCpT,,  c'est-à-dire  de--.-,.  En  résumé,  r  est  dans  tous  les  cas 

la  résultante  de  fe\  f.  Le  théorème  des  moments  est  démontré- 
pour  ces  forces  /*,  f ,  r.  Or  les  moments  des  forces  f,  /'',  r, 
par  rapport  au  pied  de  Taxe  XY,  sonl,  par  définition,  les 
moments  des  forces  F,  F',  R,  par  rapport  à  cet  axe.  Donc 
enfin  le  théorème  des  moments  est  également  démontré 
pour  le  cas  où  l'on  prend  les  moments  par  rapport  à  un  axe, 
en  admettant  toujours  deux  forces,  soit  parallèles,  soit  con- 
courantes. 

III.  Il  est  aisé  d'étendre  le  théorème  à  autant  de  forces  don- 
nées qu'on  voudra,  pout'vu  qu'elles  soient  toutes  parallèles, 
ou  toutes  concourantes  en  un  même  point. 

Soient  F^,  F^,  F^, ...  F„,  n  forces  satisfaisant  à  l'une  ou  à 
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l'autre  de  ces  conditions.  Pour  trouver  leur  résultante,  on 
peut  composer  F^  et  F,,  ce  qui  donnera  une  résultante  Rj-, 
puis  composer  R^  avec  F,,  ce  qui  donnera  une  résullanle  R,  ; 
composer  ensuite  R,  avec  F^,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce 
qu'on  ait  composé  la  dernière  force  F»  avec  la  dernière  ré- 
sullante  partielle  R«_î,  ce  qui  fournira  la  résultante  générale 
R.  Dans  chaque  opération,  on  aura  à  composer  deux  forces, 
soit  parallèles,  soit  concourantes,  et,  par  suite,  on  pourra  ap- 
pliquer le  théorème  des  moments,  ce  qui  donne  une  équa- 
tion. Nous  aurons  donc  à  la  fois 

MxtfF5  +  Mx»Ri  =  MryR,, 
MxyF4  +  MxgRa=M:r»R5, 


MxyF„  +  MxtfU»-ï  =  M^„R. 


Ajoutons  ces  n  —  1  équations  membre  à  membre,  elsup 
primons  les  termes  communs,  il  viendra  en  déflnitivc 

MryFj-f  MxyFj-t-  MxyF34-. .  •  +Mr|fFg=Mj|R; 

le  moment  de  la  résultante  R  par  rapport  à  l'axe  xy  est 
donc  la  somme  (algébrique)  des  moments  des  composantes 
Fj,  Fj, ...  F„,  par  rapport  au  même  axe. 


APPLICATIONS    DU  THÉORÈME    DES   MOMENTS. 

48.  Proposons-nous  de  trouver  d'abord  les  coordonnées 
du  point  d'application  de  la  résultante  de  n  forces  parallèles, 
Fj,  F,, ...  F„,  appliquées  en  n  points  définis  par  leurs  coordon- 
nées rectangulaires,  x^  t/^  z^  pour  le  premier,  a?,,  t/,,  z^  pour 
le  second, .....  x^,  t/„,  Zn  pour  le  n'^•"^ 

On  sait  ce  qu'on  entend  par  le  point  d'application  de  la  ré- 
sultante cherchée  (§34).  C'est  le  point  unique  par  lequel  passe 
la  résultante  des  forces  données  lorsqu'on  les  fait  tourner  cha- 
cune autour  de  son   point  d'application,  sans  altérer  leur 

II.  —  XÉC.  GOLLIOKOX.  5 
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parallélisme,  et  en  conservant  les  rapports  de  leurs  gran- 
deurs. Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  de  ce  point.  Faisons 
tourner  toutes  les  forces  de  manière  à  les  rendre  parallèles  à 
Taxe  OY,  et  prenons  les  moments  par  rapport  à  Taxe  OX.  Les 
forces  se  projetteront  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  YOZ,  nor- 
mal à  Taxe  des  moments,  et  les  distances  des  forces  à  cet  axe 
seront  égales  respectivement  a  z^  pour  la  première,  à  z^^  pour 

la  seconde, à  z^  pour  la  ?l'^""^  La  somme  algébrique  des 

moments  est  donc  égale  à 

Fi2i-f-F,îs-f  F533+...+F„;„. 

On  sait  par  le  théorème  des  moments  qu'elle  est  égale  au 
moment  de  la  résultante,  c'est-à-dire  au  produit 

iF|  +  F,+  ...+F„)xZ. 

Donc 

. F<s^  +  Fa -,-f  ...-f  F„î« _ iVz 


Z=: 


Fi-f-Fa+...4-F»  2F 


équation  que  nous  avions  trouvée  (g  54)  par  une  méthode 
beaucoup  moins  rapide. 

Nous  obtiendrions  la  même  équation  en  rendant  les  forces 
parallèles  à  l'axe  OX,  et  en  prenant  les  moments  par  rapport 
à  l'axe  OY. 

L'analogie  conduit  à  poser  de  même  : 

^  Fig^-h  F^gj  4^  . . .  +  FnXn_lVx 
Fi  +  F2-|-...4-F„        ~2F  ' 

Y  _  Ftyt  -f  Fg^g  4-  . . .  H-  Ynyn  ^  SFy 
Fi4-F,+  ...+F„  SF' 

49.  L'js  forces  parallèles  F^,  Fj,...  F„,  peuvent  recevoir  des 
signes,  et  par  suite  leur  somme  algébrique  2F  peut  être 
nulle. 

Admettons  qu'on  ait  2F=0.  Si  l'on  a  en  même  temps 
2:Fa;=0,  2Fî/  =  0,  ZFz=0,  les  valeurs  de  X,  Y,  Z  seront  indé- 
terminées. Si,  au  contraire,  quelques-unes  des  sommes  2Fx, 
SFî/,  l¥z  ne  sont  pas  nulles,  quelques-unes  des  valeurs  de 
X,  Y,  Z  sont  infinies^ 
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Le  premier  cas  indique  que  les  forces  F^,  F,,....  F„,  se  font 
équilibre.  Le  second,  qu'elles  se  réduisent  à  un  couple,  lequel 
peut  d'ailleurs  être  nul  pour  certaines  orientations  des  forces 
F.  Ces  détails  seront  développés  plus  loin  (g  72). 

50.  Cherchons  en  second  lieu  les  moments  par  rapport 
aux  trois  axes  OX,  OY,  OZ,  d'une  force  donnée  F,  appliquée 
en  un  point  M,  qui  est  défini  par  ses  coordonnées  rectangu- 
laires x^  j/,  z. 

Décomposons  la  force  F  au  point  M  en  ses  trois  composantes 
MX,  MY,  MZ.  Le  moment  de  la  force  F  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  est  égal  à  la  somme  algébrique  des  moments 
de  ses  composantes. 

Occupons-nous  d'abord  des  moments  par  rapport  à  OZ.  Le 
moment  de  la  composante  Z,  qui  est  parallèle  à  l'axe,  est  égal 
à  zéro.  Les  deux  autres  composantes  se  projettent  en  vraie- 
grandeur  en  mX,  mY  sur  le  plan 
XOY,  normal  à  OZ.  La  distance  de 
la  composante  m\  à  l'axe  OZ, 
ou  au  point  0,  est  égale  à  O[ji.',ou 
à  m\j\  ou  enfin  k  x;  la  distance 
de  la  composante  mX  au  même 
point  est  m\i!  ou  y  ;  les  moments 
sont  donc  égaux,  aux  signes  près, 
à  Yx  et  à  Xî/  ;  quant  aux  signes, 
il  faut  observer  que,  si  X  et  t/  sont 
positifs,  comme  le  suppose  la 

figure,  X  tend  à  faire  tourner  son  point  d'application  m  autour 
du  point  0,  dans  le  sens  qui  amènerait  l'axe  OY  vers  l'axe  OX, 
c'est-à-dire  dans  le  sens  négatif;  le  moment  de  X  est  donc  égal 
à  —Xi/;  l'autre  moment  est  positif,  et  la  somme  algébrique 
des  moments  est  égale  à 

Y«— Xy.. 

On  démontrerait  de  même  que  la  somme  des  moments  par 
rapport  à  OX  est 
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et  par  rapport  à  OY, 

Xs  — Zo:. 

On  a  donc  les  trois  formules 

MwF=rZy  — Y«  =  L, 
M(,|fF  =  X3  — Z.T=M. 
MwF  =  \a:-Xy=N, 

en  appelant  L,  M,  N,  pour  abréger,  les  momerilsdela  force  F 
par  rapport  aux  trois  axes. 

Ces  expressions  portent  avec  elles  leurs  signes.  On  remar- 
quera que  le  moment  d'une  force  par  rapport  à  un  axe  s'ex- 
prime par  un  déterminant.  On  a  par  exemple 


M<,xF  =  Z2/— Yî= 

Les  trois  déterminants 
y 


y    5 
Y    z 


X    Y         |Y     z         |z     X 

représentent  donc  les  moments  de  la  force  F  autour  des  axes 

oz  OX  OY. 

51.  Si  l'on  déplace  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes, 
si  par  exemple  on  transporte  l'origine  au  point  dont  les  coor- 
données sont  Ç,  Y),  5,  on  aura,  en  appelant  x\  ?/',  z'  les  nou- 
velles coordonnées  du  point  d'application  de  la  force  F, 

y  =  ^  +  y'. 


Donc 


=  $  +  3'. 


Zy-Y5  =  Z(>,+2/')-Y(Ç  +  3-)  =  (Zfl-Y?)  +  (Z2/'-Yy). 


Le  déterminant  Zj/'— W  est  le  moment  de  la  force  F  par 
rapport  au  nouvel  axe  OT;  quant  au  déterminant  Zyj— YÇ, 
c'est  le  moment,  par  rapport  à  Tancicn  axe  OX,  de  la  force  F 
transportée  parallèlement  à  elle  même  à  la  nouvelle  origine  0'. 
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Pour  passer  des  momenis  autour  d'un  système  d'axes  rec- 
tangulaires aux  moments  autour  d'axes  parallèles,  il  suffit  de 
retrancher  des  premiers  moments^  les  momenis  par  rapport 
aux  anciens  axes,  des  forces  trans- 
portées parallèlement  à  elles-mêmes 
à  la  nouvelle  origine. 

52.  Soil  proposé,  en  troisième 
lieu,  de  chercher  le  moment  de  la 
force  F  par  rapport  à  une  droite  OP, 
passant  par  Torigine.  La  direction 
de  cette  droite  OP  est  définie  par  les 
angles  POX  =  a,  POY=p,  POZ=y,  ^'^'  ^* 

qu'elle  fait  avec  les  axes,  ou,  en  projetant  le  point  P  en  A,  B,  C 
sur  les  trois  axes,  par  les  cosinus  de  ces  angles,  savoir 

OA  ,    OB  oc 

cosa  =  ^jp.,       cos?  =  5p,        COSy  =  jj^. 

Les  cosinus  ont  les  signes  des  abscisses  OA,  OB,  OC,  et  ils  sont 
liés  entre  eux  par  la  relation 

COS«  a  +  COS'^  + COS*  V  =  1 . 

Deux  des  angles  étant  donnés,  le  troisième  cosinus  s'en 
déduit,  au  signe  près,  au  moyen  de  cette  équation. 

Concevons  un  plan  mené  par  le  point  0,  normalement  à  Taxe 
OP.  Nous  trouverons  le  moment  chQrché  (§45)  en  projetant  sur 
ce  plan  Taire  du  triangle  qui  a  pour  sommet  le  point  0,  et  pour 
base  la  force  F,  et  nous  avons  vu  (g  46)  qu'il  suffit  pour  cela 
de  projeter  sur  l'axe  OP  une  longueur  OH,  égale  au  moment  de 
la  force  F  par  rapport  au  point  0,  et  prise  sur  une  perpendi- 
culaire au  plan  OMF. 

Les  moments  L,  M,  N  de  la  force  F  par  rapport  aux  axes  ne 
sont  autre  chose  que  les  projections  sur  les  axes  de  cette  lon- 
gueur OH  ;  on  peut  donc  regarder  OH  comme  la  résultante 
géométrique  des  trois  composantes  L,  M,  N,  portées  respecti- 
vement sur  les  axes  à  partir  du  point  0.  La  projection  de  la 
résultante  OH  sur  la  direction  OP  est  la  somme  algébrique 
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des  projections  des  composantes  sur  la  môme  direction.  Pre- 
nons sur  Taxe  OX  une  longueur  OL  =  L,  et  projetons  le  point 
L  en  L'  sur  OP.  Nous  aurons  OL'  =  L  cos  a  ;  de  même  la  pro- 
jection sur  OP  du  moment  M,  autour  de  Taxe  OY,  sera  égale 
à  M  cos  3,  et  la  projection  sur  ON  du  moment  N  autour  de 
Taxe  OZ  sera  Ncosy- 
Donc  enfin 

MopF  =  Lcosa  -h  McosjS  -h  Ncosy. 

La  connaissance  des  moments  par  rapport  à  trois  axes  rec- 
tangulaires conduit  donc  immédiatement  à  la  détermination 
du  moment  autour  d'un  axe  quelconque  passant  par  l'o- 
rigine. 

THÉORIE    DES    COUPLES. 

55.  On  a  vu  (g  40)  qu'un  couple  est  le  système  formé 
F  par  deux  forces  (F,  —F)  égales,  paral- 
lèles et  dirigées  en  sens  contraires, 
appliquées  en  deux  points  liés  invaria- 
blement Tun  à  l'autre  ;  et  que  le  bras 
de  levier  du  couple  est  la  dislance  de 
^*^-  ^^-  ces  deux  forces»   Un  tel  système  ne 

peut  être  réduit  à  une  force  unique*. 

Prenons  les  moments  des  forces  F  et  — F  par  rapport  à  un 
point  quelconque,  0,  du  plan  des  deux  forces. 

Le  moment  de  la  force  AF  sera  égal  au  produit  Fx  OA,  et 

*  La  notion  du  couple,  considéré  comme  un  élément  irréductible  de  la  méca- 
nique, a  été  introduite  vers  iSOO  par  Poinsot;  elle  a  transformé  la  statique  et 
la  dynamique,  et  reste  Tune  des  créations  les  plus  fécondes  du  profond  géomètre  à 
qui  elle  est  due.  Une  réaction  peu  réfléchie  s'est  cependant  produite,  il  y  a  quelques 
années,  contre  celte  notion  à  la  fois  si  élégante  et  si  simple,  et  peu  s'en  est  fallu 
que  le  couple  ne  disparût  de  l'enseignement.  La  grande  objection  de^  ennemis  des 
méthodes  de  Poinsot,  de  ceux,  par  exemple,  qui  regardent  sa  statique  comme  un 
totir  de  force,  c'est  que  les  élèves  ne  peuvent  pas  comprendre  sur-le  champ 
Veffet  d'un  couple  sur  un  corps  solide.  Or  les  commençants  ne  se  font  pas 
une  idée  plus  juste  de  l'effet  d'une  force  unique  sur  un  corps  solide,  de 
sorleque  l'objeclion.  si  elle  avait  quelque  valeur,  conduirait  à  nier  la  légitimité 
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le  moment  de  la  force  —F,  égal  à  —  Fx  OB  ;  la  somme  algé- 
brique des  moments  est  donc  égale  à 

FxOA  — FxOB  =  Fx:OA  — 0B)=— FxAB, 

c'est-à-dire  que  la  somme  algébrique  des  moments  d'un  couple 
par  rapport  à  un  point  du  plan  de  ce  couple^  ou  par  rapport  à 
tout  axe  normal  à  ce  plan,  est  constante^  et  égale  en  valeur 
absolue  au  produit  de  la  valeur  commune  des  deux  forces  par  le 
bras  de  levier. 

Ce  produit  prend  le  nom  de  moment  du  couple.  Lorsque  plu- 
sieurs couples  sont  situés  dans  un  même  plan,  on  leur  donne 
les  signes  +  ou  — ,  en  suivant  la  convention  relative  aux  si- 
gnes des  moments  des  forces;  il  est  facile  de  reconnaître 
qu'appliquée  aux  couples,  celte  convention  revient  à  regarder 
comme  positifs  les  moments  des  couples  qui  fendent  à  faire 
tourner  leur  bras  de  levier  de  gauche  à  droite,  et  comme  né- 
gatifs, ceux  qui  tendent  à  faire  tourner  leur  bras  de  levier  de 
droite  à  gauche.  Il  est  bien  entendu  que  celte  tendance  du 
couple  à  faire  tourner  son  bras  de  levier  n'est 
qu'une  image  tout  à  fait  fictive,  et  qu'elle  ne  ^<^  . 

préjuge  en  rien  la  solulian  du  problème  de  ^/     | 

dynamique  qui  consisterait  à  déterminer  le       /^         ^*' 
mouvement  d'un  système  solide  sollicité  par  / 

cet  ensemble  de  forces.  1/^ 

Le  moment  d  un  couple  FxAB  peut  être     ^ 
représenté  par  Taire  d'un  parallélogramme 
ayant  F  pour  base  et  AB  pour  hauteur,  c'est-à-dire  par  Taire 
du  parallélogramme  AFA't'  qui  aurait  pour  bases  opposées 
les  deux  forces  F  et  F'. 

de  l'élude  de  la  statique  tout  entière.  U  n'y  a  rien  d'étonnant,  au  contraire,- 
à  œ  qu'une  notion  commence  par  être  incomplète,  el  gagne  en  précision  dans 
l'esprit  de  l'élève  à  mesure  qu'il  pousse  ses  études  plus  loin.  Pour  no'.is, 
nous  avons  voulu  maintenir  dans  ce  traité  la  théorie  même  de  Poinsot.  La 
comparaison  de  la  statique  avec  la  cinématique,  dans  laquelle  le  couple  s'assit 
^ile  à  la  translation  et  la  force  à  la  rotation,  nous  parait  suffire  pour  faire 
saisir  le  véritable  caractère  de  celte  théorie,  tout  en  ajournant  à  la  dynamique  la 
<ineslion  des  effets  de  mouvement  des  forces  ;  l'usage  des  couples  en  simplifiera 
du  resle  singulièrement  l'analyse. 
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54.  On  peut  transporter  un  couple  partout  oU  Von  voudra, 
dans  son  plan,  ou  dans  vn  plan  parallèle  y  et  r  orienter  comme  on 
voudra  dans  ces  plans,  enfin  on  peut  substituer  à  un  couple  un 
autre  couple  de  même  moment,  sans  troubler  l équilibre, 

La  démonstration  exige  que  l'on  considère  silkcessivement 
chacune  de  ces  altérations. 

V  On  peut,  sans  troubler  l'équilibre,  faire  tourner  le  cou- 
ple d'un  angle  quelconque  dans  son  plan  autour  du  milieu  I 
de  son  bras  de  levier. 

Soit  (F,  F')  le  couple  dans  sa  position  primitive;  AB  son 
bras  de  levier;  soit  (F^,  F'^)  le  couple  dans  sa  seconde  posi- 
^^  tion,  et  A^B^  son  bras  de  levier.  Il  suf- 

F  fira  de  démontrer  quele  couple  (Fj,F',), 

Pn^s     obtenu  en  changeant  le  sens  des  forces 
F,  A  /'  H^J  .     du  couple  (Fp  F\),  fait  équilibre  au 


^n 


H    n 


couple  (F,  F')  ;  car  s'il  en  est  ainsi,  on 
,  A>v  pourra  appliquer  au  système  les  quatre 

*^'       >  forces  F^,  F,,  F\,  V\  qui  se  font  équi- 

*  libre  deux  5  deux,  puis  supprimer  les 

^^  forces  F,,  F,  F',,  F'  qui  se  font  équi- 

libre, et  il  restera  le  couple  (F^,  ¥\). 

Or  les  forces  F',  et  F'  se  coupent  en  un  point  L,  où  l'on 
peut  les  supposer  appliquées  ;  elles  se  composent  en  ce  point 
en  une  seule  force  LS,  dirigée  suivant  la  bissectrice  de  leur 
angle;  la  résultante  LS  passe  donc  par  le  point  I.  De  même, 
les  forces  F  et  F,  se  composent  en  une  seule  KB,  dirigée 
aussi  suivant  la  bissecirice  de  leur  angle,  et  passant  par  le 
point  I.  Enfin  les  forces  LS  et  KR  sont  égales  et  de  sens  oppo- 
sés. Et  comme  elles  peuvent  êlre  supposées  appliquées  au 
môme  point  I,  elles  se  font  équilibre. 

Le  système  (F^,  ¥\)  est  donc  équivalent  au  système 
(F,  F). 

2°  On  peut,  sans  troubler  l'équilibre,  déplacer  un  couple 
parallèlement  à  lui-môme,  dans  son  plan  ou  dans  des  plans 
parallèles. 
Soit  F,  F'  le  couple  donné;  AB,  son  bras  de  levier.  Trans-. 
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.  portons  le  bras  de  levier  parallèlement  à  lui-même  en  une 
position  quelconque  A^B^,  et  en  chacun  des  points  A^,  Bj,  ap- 
pliquons deux  forces  coniraires,  F^  F,,  et  F',,  F',,  égales  et 
parallèles  aux  forces  F  et  F'.  Il  suffira  en- 
core de  prouver  que  le  couple  (F,,  F',)  fait  î  * 
équilibre  au  couple  (F,  F'),  pour  établir 
que  les  couples  (F,F')et(l\,  V\)  sont  équi- 
valents. 

Or  joignons  AA^  BB^  ;  la  figure  AA^B^B, 
dans  laquelle  AB  est  égal  et  parallèle  à 
A^Bj,  est  un  parallélogramme,  dont  les 
diagonales  AB^  A^B  se  coupent  au  point  0  ja 

en  deux  parties  égales.  Les  forces  F  et  F',^  pj,,  ^^ 

égales,  parallèles  et  de  même  sens,  se 
composent  en  une  force  unique  OR,  appliquée  au  point 0, 
parallèle  aux  forces  données,  et  égale  à  leur  somme  2F. 
De  même,  les  forces  F^  et  F',  égales,  parallèles  et  de  môme 
sens,  ont  pour  résultante  une  force  OR',  appliquée  aussi  au 
point  0,  dirigée  en  sens  contraire  de  OR,  et  égale  à  2F.  Les 
deux  forces  R  et  R',  appliquées  au  même  point,  sont  égales  et 
contraires,  et  se  font  équilibre.  Il  reste  donc  le  couple 
(^11  ^\)i  c'est-à-dire  le  couple  donné,  transporté  parallèlement 
à  lui-même. 

5"*  En  combinant  le  transport  parallèle  du  couple  et  la  ro- 
tation dans  son  plan  autour  du  milieu  de  son  bras  de  levier, 
on  amènera  le  couple  à  occuper  te  le  position  qu'on  voudra, 
dans  un  plan  parallèle  à  son  plan  primitif.  Il  reste  à  prouver 
que  Ton  peut  modifier  arbitrairement  la  force  potirvu  qu'on 
altère  en  conséquence  le  bras  de  levier;  et  que  deux  couples 
de  même  moment,  qui  agissent  dans  des  plans  parallèles,  sont 
équivalents  au  point  de  vue  de  Téquilibre.  Puisqu'on  peut 
les  déplacer,  on  peut  supposer  (ont  de  suile  qu'ils  sont  situés 
dans  le  même  plan,  et  que  leurs  bras  de  levier  appartiennent 
à  une  seule  et  même  droile. 

Soit  AB  le  bras  de  levier  du  premier  couple,  et  A^B^  le  bras 
de  levier  du  second;  F,  F'  les  forces  égales  du  premier,  et 
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R'i 


aF, 


/f: 


F^y  V\  les  forces  égales  du  second.  La  condition  d'équîva- 
valence  posée  dans  l'énoncé  est 

supposons  en  A^  et  B^  des  forces  F^,  F'^  égales  et  contraires  aux 

forces  Fj,  FV,  il  suffît  de 
démontrer  que  le  couple 
(F,.  F'î),  égal  et  con- 
traire au  couple  (F^,  F\), 
fait  équilibre  au  couple 
(F,  F). 

Or  les  forces  F  et  F'^, 
parallèles  et  de  môme 
sens,  se  composent  en 

une  force  unique  OR,  appliquée  en  un  point  0  de  la  droite  AB^, 

parallèle  aux  forces  données,  et  égale  à  la  somme  F  +  F'^.  Le 

point  0  est  défini  par  l'équation 

AO  _  ¥\  _  l\  ^  AB 
OBi~"  F  ~"  F  "AiB/ 

De  même,  les  forces  F'  et  Fj,  parallèles  et  de  même  sens,  se 
composent  en  une  seule,  R',  égale  à  F'+F^,  parallèle  aux  forces 
données,  et  appliquée  en  un  certain  point  0^  de  la  droite 
BAj.  Le  point  0'  est  déterminé  par  la  proportion 

AB 


Fig.  50. 


BO^FgF^ 
0'A,""F'""  F  ""A,Bi 


De  cette  proportion  on  tire 

B0'-4-ÀB 


AB 


OU  bien 


0'Aj-hA,B,~Aib/ 

ilji  — _^  — -A^ 
0'Bt"~AiBi"~OBi' 


Les  points  0  et  0',  divisant  la  distance  AB^  en  deux  segments 
qui  sont  entre  eux  dans  le  même  rapport,  coïncident,  et 
le  point  0'  se  confond  avec  le  point  0, 
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Les  forces  R'  et  R'  égales  et  contraires,  appliquées  en  ce 
même  point  0,  se  font  équilibre,  et  par  conséquent  le  couple 
(Fj,  t\)  est  équivalent  au  couple  (F,  F'),  si  les  moments 
FxAB,  F^xAjB^  de  ces  deux  couples  sont  égaux. 

55.  Les  théorèmes  que  Ton  vient  de  démontrer  nous  ap- 
prennent qu'au  point  de  vue  de  l'équilibre  un  couple  doit  être 
regardé  comme  complètement  défini,  au  sens  près,  dès  qu'on 
donne  son  moment  et  un  plan  parallèle  à  celui  dans  lequel 
il  agit.  Au  lieu  d'un  plan,  on  peut  donner  une  normale  à  ce 
plan,  et  prendre  sur  cette  normale  une  longueur  égale  au  mo- 
ment du  couple  :  ce  qui  suppose  le  choix  préalable  d'une 
échelle  des  moments.  La  longueur  et  la  direction  de  cette- 
droile  définiront  à  la  fois  le  moment  du  couple  et  le  plan  dans 
lequel  il  peut  être  censé  agir.  La  position  vraie  de  la  droite 
dans  l'espace  est  d'ailleurs  indifférente;  elle  peut  être  dépla- 
cée comme  on  voudra,  pourvu  qu'on  n'en  altère  pas  le  paral- 
lélisme. De  plus  le  s^n5  de  la  droite 
peut  servir  à  définir  le  sens  du 
couple;  pour  cela,  on  la  dirigera  du 
côtédu  plan  du  couple  où  un  obser- 
vateur, couché  le  long  de  la  droite, 
les  pieds  sur  le  plan ,  verrait  le 
couple  tendre  à  agir  dans  le  sens 
des  rotations  positives,  c  est-à-dire  p.„  .j 

de  gauche  à  droite.  Une  droite  ainsi 

construite,  définie  de  direction  mais  non  de  position,  définie  en 
outre  de  sens  et  de  grandeur,  est  ce  qu'on  appelle  Taxe  du 
couple.  Soit  donné  l'axe  OA  d'un  couple,  cet  axe  étant  dirigé 
dans  le  sens  OA;  on  trouvera  le  couple  correspondant,  ou  un 
couple  équivalent,  en  menant  par  le  point  0,  origine  de  Taxe, 
un  plan  P,  dans  lequel  on  supposera  appliquées  deux  forces 
égales,  parallèles  et  de  sens  contraires,  F  et  F'  ;  leur  distance 
BC  est  arbitraire,  mais  le  produit  FxBG  doit  elre  égal  à  la 
longueur  OA,  évaluée  à  l'échelle  des  moments.  Enfin  on  di- 
rigera les  forces  F  et  F'  de  telle  sorte,  que  la  tendance  à  la 

rotation  figurée  par  le  couple  ait  lieu  de  gauche  à  droite 
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par  rapport  à  un  observateur  placé  les  pieds  en  0  et  la  lêle 
en  A. 

50.  La  composition  des  couples  se  ramène  à  la  composition 
des  forces. 

Supposons  que  deux  couples  soient  situés  dans  le  même 
plan  ou  dans  des  plans  parallèles.  On  connaît  la  valeur  com- 
mune, F,  des  forces  du  premier  couple,  et  la  longueur  b  de 
son  bras  de  levier;  le  moment  sera  Fft,  avec  le  signe  -f-  ou 
avec  le  signe  —,  suivant  le  sens  dans  lequel  il  agit.  Nous 
pouvons  admettre  que  le  signe  du  moment  soit  attribué  au 
facteur  F,  l'autre  facteur  b  étant  toujours  pris  en  valeur  abso- 
lue. Pour  l'autre  couple,  il  a  de  môme  une  force  F'  qu'on 
prendra  avec  le  signe  convenable,  et  un  bras  de  levier  b'  qu'on 
regardera  comme  positif.  Nous  pouvons,  sans  rien  changer  à 
l'équilibre,  substituer  au  couple  F'ft'  un  couple  F"ft,  qui  aurait 
le  même  bras  de  levier  que  le  premier  couple,  avec  une  force 
F"  telle,  que  Ton  ait  l'égalité 

Les  deux  couples  Vb  et  ¥"b  ont  donc  des  bras  de  levier 
égaux,  et  on  peut  déplacer  le  second  couple  en  le  faisant 
tourner  dans  son  plan  ou  en  le  transportant  dans  un  plan  pa- 
rallèle, de  manière  à  faire  coïncider  les  points  d'application 
des  forces  F  et  F".  Ces  forces  agissent  alors  suivant  des  direc- 
tions idenliqurs  ;  elles  se  composent  aux  deux  extrémités  du 
bras  de  levier  en  deux  forces  égales  à  leur  somme  algébrique, 
F-hF";  le  résultat  de  cette  composition  est  un  couple  situé 
dans  le  même  plan  que  les  deux  premiers,  ou  dans  tout  autre 
plan  parallèle,  et  dont  le  moment  est  égal  à 

c'est-à-dire  à 

F^+F"6, 

OU  encore  à 
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Le  moment  du  couple  résultant  est  donc  égal  à  la  somme 
algébrique  des  moments  composants. 

Cette  proposition  s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  cou- 
ples, et  Pon  parvient  à  ce  théorème  : 

Le  couple  résultant  de  tarit  de  couples  donnés  quon  voudra^ 
situés  dans  des  plans  parallèles^  est  situé  dans  un  plan^parallèle 
aux  plans  des  couples  donnés^  et  son  moment  est  la  somme  al- 
gébrique des  moments  des  couples  composants. 

Vaxe  du  couple  résullant  est  donc  aussi  la  somme  algé- 
brique des  axes  des  couples  composants.;  de  sorte  qu'on  peut 
dire  que  Vaxe  du  couple  résultant  est  la  résultante  des  axes 
des  couples  donnés,  composés  comme  des  forces  à  partir  d'un 
même  point  de  l'espace.  On  verra  tout  à  l'iieure  que  cette  pro- 
position est  générale. 

La  composition  par  voie  d'addition  des  couples  parallèles 
montre  bien  que  le  moment  d'un  couple  est  la  vraie  mesure 
de  son  énergie.  On  peut  admettre  comme  un  axiome  que  si 
Ton  multiplie  par  un  même  nombre  n  les  forces  d'un  couple, 
sans  rien  changera  son  bras  de  levier,  Ténergie  du  couple 
est  multipliée  par  ce  nombre  n.  Or  cela  revient  à  addi- 
tionner n  couples  égaux  au  premier,  ou  encore  à  composer 
ensemble  n  couples  dont  les  moments  soient  tous  égaux  au 
moment  du  couple  donné.  Le  moment  du  couple  résultant 
sera  égal  à  îi  fois  le  moment  du  couple  primitif;  en  d'autres 
termes,  les  énergies  des  deux  couples  seront  enire  elles  dans 
le  même  rapport  que  leurs  moments. 

57.  Cherchons  à  composer  deux  couples  donnés  C,  C^  agis- 
sant dans  des  plans  qui  se  coupent. 

On  peut  déplacer  chacun  de  ces  deux  couples,  de  ma- 
nière a  leur  donner  des  bras  de  levier  situés  sur  la  droite 
d'intersection  des  deux  plans  qui  les  contiennent.  Puis  on 
peut  substituer  à  l'un  d'eux  un  couple  équivalent,  ayant  le 
même  bras  de  levier  que  l'autre. 

Soit  AB  ce  bras  de  levier  commun.  Au  point  A  nous  aurons 
une  force  AF,  dirigée  perpendiculairement  à  AB,  dans  le  plan 
PP' du  premier  couple  C;  au  point  B,  une  force  parallèle,  égale 
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Kig.  52. 


et  contraire,  BF';  et  de  même,  dans  le  plan  QQ'  du  second 
couple  Cp  deux  forces  AF^,  BF^,  également  perpendiculaires  à 

rinterseclion  des  plans  P  et  Q.  L'angle 
plan  FjAF  mesure  l'angle  dièdre  de 
ces  deux  plans. 

Pour  composer  les  couples  C  et  C^, 
nous  composerons  séparément  les 
forces  F  et  F^  en  une  force  AR,  et  les 
forces  F'  et  F'^  en  une  force  BR'.  Les 
deux  résullantes  AR  et  BR'  seront 
égales  et  parallèles,  et  formeront  le 
couple  résultant.  Nous  voyons  donc 
que  deux  couples  se  composent  tou- 
jours en  un  couple  unique. 
Construisons  les  axes  des  couples  C,  C^  et  du  couple  résul- 
tant. Pour  cela,  au  point  A,  élevons  une  perpendiculaire 
au  plan  PP',  et  prenons  sur  cette  droite  une  longueur  A9 
représentant  à  l'échelle  le  moment  du  couple  C,  ou  le  pro- 
duit F  xAB. 

Au  même  point  A,  élevons  une  perpendiculaire  au  plan  QQ', 
et  prenons  sur  cette  droite,  à  la  même  échelle,  une  longueur 
A(pj,  égale  au  moment  du  couple  Cp  ou  au  produit  F^  x  AB. 

Enfin  menons  perpendiculairement  au  plan  BAR  une  droite 
Ap^  que  nous  prendrons  égale  au  moment  RxAB  du  couple 
résultant. 

Les  droites  A9,  Ap,  A(^^  sont  toutes  trois  dans  un  plan 
normal  à  la  droite  AB,  c'est-à-dire  dans  le  plan  des  troi« 
forces  F,  R  et  F^  ;  de  plus,  les  angles  çAF,  pAR,  ©^AF^  sont 
droits  ;  les  trois  directions  A9,  Ap,  Aip^  peuvent  donc  être  obte- 
nues en  faisant  tourner  d'un  angle  droit  autour  du  point  A 
les  directions  AF,  AR,  AF^,  dans  le  plan  normal  à  AB.  De  plus, 
les  longueurs  Aç,  Ap,  A^^,  sont,  par  construction,  proportion- 
nelles à 

FxAB,      RxAB,      FjXAB, 

ou  bien  aux  forces 

F,      R,      Fj, 
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OU  enfin  aux  longueurs 

AF,      AR,      AFj. 

La  figure  Açpç^  est  donc  semblable  à  la  figure  AFRF^  et  par 
suite  Ap,  axe  du  couple  résultant,  est  la  résultante  géomé- 
trique des  axes  Aç,  A^^  des  couples  composanis. 

De  là  résulle  la  régie  suivante,  qui  est  tout  à  fait  générale,  et 
qui  s'applique  aux  couples  situés  dans  des  plans  parallèles  ou 
dans  des  plans  qui  se  coupent  : 

Pour  composer  des  couples  donnés,  on  construira  en  un  même 
point  de  V espace  les  axes  de  chacun  de  ces  couples  ;  puis  on  com- 
posera ces  axes  à  la  manière  des  forces,  La  résultante  sera  Vaxe 
du  couple  résultant. 

Inversement,  on  peut  décomposer  un  couple  donné  en  trois 
couples  situés  dons  trois  plans  quelconques,  non  parallèles 
deux  à  deux.  11  suffit  de  mener  par  un  même  point  de  l'es- 
pace  l'axe  du  couple  donné  et  des  normales  aux  trois  plans, 
puis  de  décomposer  raxe  suivant  les  arêtes  du  trièdre  formé 
par  ces  normales.  Les  composantes  seront  respectivement 
les  axes  des  couples  cherchés. 

58.  Remarquons  l'identité  des  règles  de  la  composition  des 
forces  et  des  couples  avec  les  règles  cinématiques  de  la  com- 
position des  rotations  et  des  translations XMe  identité  est  par- 
faite, pourvu  que  l'on  assimile  les  forces  aux  rotations,  d'une 
part,  les  couples  aux  translations,  de  l'autre.  Le  tableau  sui- 
vant fera  ressortir  celle  analogie. 


CINÉMATIQUE. 

Une  rotation  est  définie  quand  on 
connaît  la  position  de  Vaxe  autour 
duquel  elle  s'opère,  le  sens  dans  le- 
quel elle  a  lieu^  et  sa  intesse  angu- 
laire. 

On  la  représente  par  une  droite 
finie,  prise  sur  Taxe,  dans  un  cer- 
tain sens,  à  pattir  d'un  point  quel- 
conque.i 


STATIQUE. 

Une  force  est  définie  quand  on 
connaît  la  position  de  la  droite  sui- 
vant laquelle  elle  agit,  le  sens  dans 
lequel  elle  agit,  et  son  intensité. 

On  la  représente  par  une  droite 
finie,  prise  sur  sa  direction,  dans  le 
sens  où  elle  agit,  à  partir  d'un  point 
quelconque,  que  Von  considère  comme 
son  point  d' application k 
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ANALOGIE  K\'E<:  LA  CINÉMATIQUE. 


Deux  rotations  concourantes  se 
composent  en  une  seule  par  la  règle 
du  parallélogramme  des  rotations. 

Deux  rotations  parallèles  se  com- 
posent en  une  seule,  égale  à  leur 
somme  algébrique.  Le  centre  de  la 
rotation  résultante  partage  la  dis- 
lance des  centres  des  rotations  com- 
posantes en  segments  réciproque- 
ment proportionnels  aux  rotations 
donn  es. 

Deux  rotations  parallèles,  égalas 
cl  contraires  forment  un  couple  de 
rotation^  qui  équivaut  à  une  transla- 
tion. La  vitesse  de  la  translation  ré- 
sultante est  le  produit  de  la  vitesse 
angulaire  commune  aux  deux  rota- 
tions par  la  distance  des  axes. 

Une  translation  se  représente  par 
une  droite  finie,  parallèle  à  la  vi- 
tesse de  la  translation,  dirigée  dans  le 
même  sens,  et  qu'on  peut  transporter 
partout  où  Ton  voudra,  parallèlement 
à  elle-même. 

Deux  translations  se  composent 
en  une  seule  au  moyen  du  parallé- 
logramme des  translations,  construit 
en  un  pomt  quelconque  de  Tespace. 


Deux  forces  concourantes  se  com- 
posent en  une  seule  par  la  règle  du 
parallélogramme  des  forces. 

Deux  forces  parallèles  se  compo- 
sent en  une  seule,  égale  à  leur  somme 
algébrique.  Le  point  d'application 
de  la  résultante  partage  la  dis  lance 
des  points  d'application  des  compo- 
santes en  deux  segments  récipro- 
quement proportionnels  à  ces  com- 
posantes. 

Deux  forces  parallèles,  égales  et 
contraires,  forment  un  couple. 

Le  moment  du  coupîe  est  le  pro- 
duit de  la  valeur  commune  aux  deux 
forces  par  leur  distance,  ou  bras  de 
levier. 

Un  couple  peut  se  représenter 
par  son  axe,  droite  finie,  égale  à 
son  moment,  élevée  dans  un  certain 
sens  perpendiculairement  à  son 
plan,  et  qu'on  peut  déplacer  comme 
on  voudra  parallèlement  à  elle- 
même. 

Deux  couples  se  compos«'nt  en  un 
seul  au  moyen  du  parallélogramme 
des  aj;es,  construit  en  un  point 
quelconque  de  l'espace. 


La  composition  des  forces  et  des  couples  appliqués  à  un 
même  corps  solide  complétera  cetle  analogie,  et  fera  recon- 
naître en  statique  des  propriélés  correspondantes  à  celles  qui 
ont  élc  établies  en  cinématique,  pour  la  réduction  du  mouve- 
ment général  d'un  solide  à  deux  rolaiions,  ou  à  une  rolalion 
et  à  une  translation,  ou  enf:n  au  mouvement  hélicoïdal  le 
long  et  autour  de  Vaxe  mstantané  glmant. 
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CHAPITRE  III 

COMPOSITION   ET  RÉDUCTION    AU  MOINDRE   NOMBRE  DES  FORCES 
APPLIQUÉES  A  UN  CORPS  SOLIDE 


59.  Un  corps  solide,  libre  dans  l'espace,  est  sollicité  par 
un  nombre  quelconque  de  forces  ;  on  donne  pour  chacune  son 
point  d'application,  sa^direclion  et  son  inf ensilé.  On  demande 
de  substilucr  à  ces  forces  d'autres  forces  équivalentes  au 
point  do  vue  de  l'équilibre,  et  dont  le  nombre  soit  le  plus 
petit  possible.  Les  exemples  que  nous  avons  déjà  examinés 
peuvent  éclaircir  ce  problème.  Larsque  les  forces  sont  ou 
concourantes,  ou  parallèles,  on  peut  les  réduire  à  une  force 
unique,  leur  résultante,  sauf  le  cas  où  l'on  obtient  un  couple; 
les  forces  données  se  réduisent  à  deux  dans  ce  dernier  cas,  et 
Ton  ne  peut  pousser  plus  loin  la  réduction. 

Nous  ferons  voir  dans  ce  chapitre  que  l'on  peut  toujours 
réduire  à  deux  forces  un  système  quelconque  de  forces  appli- 
quées à  un  système  solide,  et  que  la  réduction  à  une  force 
unique  n'est  possible  que  dans  des  cas  particuliers. 

Le  problème  de  l'équilibre  des  systèmes  solides  sera  résolu 
dès  que  nous  aurons  trouvé  les  lois  de  cette  réduction.  Car  il 
paraît  évident  que  deux  forces  appliquées  à  un  même  système 
ne  peuvent  se  faire  équilibie  qu'à  la  condition  d'être  égales,  et 
appliquées  en  sens  contraires  en  deux  points  d'une  même  di- 
rection. On  saura  donc  qu'un  corps  solide  esl  en  équilibre,  en 
vérifiant  que  les  forces  qui  sollicitent  ce  corps  peuvent  se  ré- 
duire à  deux  forces  remplissant  ces  conditions. 

II.  —  uic.  coLUoxox.  6  . 
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RÉDUCTION    DES  FORCES  A   TROIS. 


60.  On  peut  toujours  réduire  les  forces  qui  soUicilenl  un 
corps  solide  à  trois  forces  dont  les  points  d'application  soient 
trois  points  A,  B,  C,  pris  arbitrairement  dans  le  solide. 

Soit  F  une  des  forces  données,  M  son  point  d'application. 
Nous  pouvons  supposer  celle  force  appliquée  en  un  poinl  0 
quelconque,  pris  sur  sa  direction.  Joignons  OA,  OB,  OC.  Gé- 
néralement ces  trois  droites  ne  seront 
pas  dans  un  même  plan.  On  peut  les 
considérer  comme   les  directions   des 
arêtes  d'un  parallélépipède  dont  la  dia- 
gonale aurait  pour  direction  la  droite  OF. 
On  pourra  donc  décomposer  au  point  0 
la  force  OF'=F  en  trois  composantes 
Fig.  55.  Qj^,^  Qg,^  Q^,^  dirigées  suivant  les  droites 

OA,OB,OC.  Ensuite  on  peut  transporter  les  forces  OR',  OS',  OT' 
aux  points  A,  B  et  C,  ce  qui  donnera  les  trois  forces  AR,  BS,  €T, 
qui  remplacent  la  force  donnée  MF. 

On  opérera  de  même  pour  chacune  des  forces  données;  et 
pour  chacune  on  obliendra  trois  composnnles,  appliquées  Tune 
au  point  A,  l'autre  au  point  B,  la  troisième  au  point  C. 

Toutes  les  forces  appliquées  en  A  se  composeront  en  une 
force  unique  par  la  règle  du  polygone  des  forces  ;  toutes  les 
forces  appliquées  en  B  se  composeront  aussi  en  une  seule; 
toutes  les  forces  appliquées  en  C  se  composeront  de  même. 
On  obliendra  donc,  par  cette  décomposilion  et  cette  recom- 
position, trois  forces  appliquées,  la  première  en  A,  la  deuxième 
en  B,  la  troisième  en  C,  et  qui  équivaudront  à  l'ensemble  des 
forces  données. 

La  décomposition  est  d'ailleurs  possible  d'une  infinité  de 
manières,  car  elle  dépend  de  la  position  arbitrairement  assi- 
gnée au  point  0  sur  la  direction  MF. 
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RÉDUCTION   DES   TROIS   FORCES   A   DEUX. 

61 .  Nous  venons  de  ramener  les  forces  données  à  trois  forces 
R,  S,  T,  appliquées  respectivement  aux  points  A,  B,  C  du  so- 
lide (fig.  54).  Nous  allons  réduire  ces  trois  forces  à  deux  seu- 
lement. Par  le  point  A,  arbi- 
trairement pris  sur  la  direction        ,^ — '  ^^^ 
de  l'une  des  forces  R,  et  la      ( .  ^         ^,     N^^^ 
force  BS,  nous  pouvons  faire      V /^^^  b^^    _0f^ 
passer  un  plan.  Ce  plan  cou-         l\\^       \        ^^nANt 
pera  généralement  la  droite  CT      \\i  \  i\  *       \  \   "n  ; 
en  un  point  M  où  l'on  peut  sup-        \//   U'      ^          '^''      .  ^« 
poser  la  force   T  transportée.        p^ 
Joignons  AM;  cette  droite  ren-                      Pig.54. 
contre  la  direction  BS  en  un 

point  B',  et  nous  pouvons  supposer  la  force  S  appliquée  en  ce 
point.  Dans  le  plan  ABSM,  menons  par  les  points  A  et  M  deux 
droites  AA',  MM',  parallèles  à  BS  ;  puis  décomposons  la  force  S 
en  deux  forces  parallèles ,  respectivement  appliquées  aux 
points  A  et  M  ;  la  règle  des  forces  parallèles  nous  donne  im- 
médiatement les  valeurs  des  composantes. 

Suivant  AA',  la  composante  AS^ =S  x  -^  »  et  suivant  MM', 

la  composante  MSj=Sx^' 

On  peut  donc  remplacer  la  force  S  par  ses  composantes  AS^ 
et  MS,  ;  ensuite  on  peut  composer  S^  avec  R,  S,  avec  T,  par 
la  règle  du  parallélogramme.  Ces  opérations  conduisent  à 
deux  forces  AP,  MQ,  équivalentes  aux  trois  forces  R,  S,  T,  et 
par  suite  équivalentes  aux  forces  primitivement  données. 

On  voit  de  plus  que  les  forces  se  réduiront  à  uïie  seule,  si 
les  deux  forces  AP,  MQ  sont  dans  un  même  plan* 

Notre  raisonnement  suppose  que  le  plan  conduit  par  le 
point  A  et  la  droite  BS  rencontre  quelque  part  la  droite  CI.  11 


Digitized  by 


Google     ^-^ 


84  COMPOSITION  DES  FORGES 

pourrait  arriver  qu'en  prenant  au  hasard  le  point  A  sur  la 
direction  de  AB,  le  plan  ABS  fût  parallèle  à  CT.  Dans  ce  cas, 
on  pourrait  changer  la  position  du  plan  et  Tamener  à  rencon- 
trer la  droite  CT,  en  prenant  un  autre  point  A  sur  la  droite  AR  ; 
ou  bien,  si  le  plan  ABS  ne  variait  pas  de  position  avec  le 
point  A,  ce  serait  l'indice  que  les  deux  forces  AR,  BS  sont 
dans  un  même  plan  ;  elles  auraient  donc  une  résultante 
unique,  et  la  réduction  des  trois  forces  à  deux  s'obtiendrait 
par  la  composition  de  deux  des  forces  données. 

Trois  forces,  non  situées  deux  à  deux  dans  le  même  plan, 
peuvent  avoir  une  résultante  unique  ;  c'est  ce  qui  a  lieu  en  gé- 
néral quand  les  deux  forces  auxquelles  on  peut  réduire  le 
système  des  trois,  sont  situées  dans  un  même  plan. 

Mais  deux  forces  non  situées  dans  un  même  plan  n  ont  pas 
de  résultante  unique.  Soient,  en  effet,  P  et  Q  deux  forces,  et 
R  leur  résultante.  11  y  aura  équilibre  entre  les  forces  P,  Q  et 
—  R.  L'équilibre  ne  sera  pas  troublé  si  l'on  fixe  un  point  A 
sur  la  direction  de  P,  et  un  point  B  sur  la  direction  de  Q  ; 
alors  le  solide  auquel  les  forces  sont  appliquées  est  libre  de 
tourner  autour  de  la  droite  AB,  et  cet  effet  tendra  à  se  produire 
sous  l'action  de  la  force  -— R,  à  moins  que  cette  force  ne  ren- 
contre Faxe  en  un  certain  point  C.  On  prouverait  de  même  que 
la  direction  de  R  rencontre  toute  autre  droite  AB,  qui  s'appuie- 
rait sur  les  directions  P  et  Q  :  chose  impossible,  à  moins  que 
les  forces  P,  Q  et  R  ne  soient  contenues  dans  un  même  plan. 

En  général  on  peut  s^arranger  de  manière  que  les  deux 
forces  P  et  Q,  auxquelles  on  ramène  un  système  de  forces 
quelconques,  soient  recl angulaires.  En  effet,  décomposons 
la  force  P  en  deux  forces,  P',  P",  Tune,  P',  contenue  dans 
le  plan  conduit  par  le  point  A  et  la  force  Q;  Taulre,  P",- 
perpendiculaire  à  ce  plan.  Les  deux  forces  P'  et  Q,  étant  situées 
dans  un  même  plan,  se  composent  en  une  force  L  contenue 
dans  ce  plan  (le  cas  où  ces  deux  forces  forment  un  couple 
étant  excepté),  et  le  système  proposé  est  alors  ramené  aux 
deux  forces  rectangulaires  P"  et  L. 
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RÉDUCTION  DES   FORCES   A  DEUX,    AU   MOYEN   DES   COUPLES, 

62.  L'emploi  des  couples  conduit  beaucoup  .plus  simple- 
ment à  la  réduction  demandée. 

Soit  une  force  F  appliquée  en  un  point  A  d'un  corps  solide. 
Prenons  arbitrairement  un  point  0  faisant  partie  du  corps  so- 
lide, ou  relié  invariablement  à  ce  corps,  s'il  n'en  fait  pas 
partie.  Nous  ne  changerons  rien  au  système  de  forces  en  ap- 
pliquant en  ce  point  deux  forces,  F  et  —  F,  égales  et  con- 
traires, que  nous  prendrons  égales  et  pa- 
rallèles à  la  force  AF.  Il  reste  donc  une 
force  F  appliquée  au  point  0,  et  deux 
forces  F  et  —  F,  appliqués  l'une  en  A,  Tau- 
Ire  en  0,  et  formant  un  couple  (F,  —F). 
A  loute  force  donnée  F  on  peut  substi- 
tuer ainsi  le  système  formé  par  cette  force 
transportée  en  un  point  0  quelconque,  parallèlement  à 
elle-même,  et  un  couple  (F,  —  F)  dont  le  bras  de  levier  OP 
est  la  distance  du  point  0  à  la  direction  AF  de  la  force 
donnée. 

Opérant  ainsi  pour  chacune  des  forces  données,  nous  trans- 
porterons toules  les  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  en 
un  point  0,  lié  invariablement  au  système  solide;  de  ce 
transport  résulte  la  formation  d'autant  de  couples  qu'il  y  a 
de  forces.  Nous  pourrons  ensuite  composer  ensemble  toutes 
les  forces  appliquées  au  point  0,  ce  qui  nous  donnera  une 
résultante  appliquée  en  ce  même  point;  puis  composer  ensem- 
ble tous  les  couples,  ce  qui  nous  donnera  un  couple  résultant. 
Un  système  de  forces  peut  donc  être  ramené  à  une  force  unique^ 
R,  et  à  un  couple  unique^  C. 

Le  couple  C  peut  êlre  transporté  où  Ton  voudra  dans  des 
plans  parallèles.  Nous  pouvons  donc  faire  en  sorte  que  Tune, 
P,  de  ses  forces  ait  un  point  commun,  A,  avec  la  résultante  R 
(fig.  56).  Composant  les  forces  R  et  P,  nous  aurons  ramené 
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RÉSULTANTE  DE  TRANSLATION. 


-P 


Fig.  56. 


—  R 


le  système  des  forces  à  deux  composantes  :  la  force  S  et  la 
force  —  P . 
On  peut  remarquer  que,  quel  que  soit  le  point  0  (fig.  55)  où 
l'on  transporte  les  forces  données,  leur 
résultante  R  aura  la  môme  grandeur  et  la 
même  orientation  dans  Tespace;  car  elle 
est  le  dernier  côté  du  polygone  des  forces, 
dont  les  côtés  ne  varient  ni  de  grandeur, 
ni  de  direction,  en  quelque  point  qu'on  le 
construise.   Cette  résultante  R  a  reçu  le 
nom  de  résultante  de  translalion  du  système 
de  forces  données.  On  verra  en  dynamique 
la  raison  de  cette  définition.  La  direction 
du  plan  du  couplé  résultant  C,  et  la  grandeur  de  ce  couple, 
varient,  au  contraire,  avec  la  position  assignée  au  point  0. 
63.  Cherchons  comment  s'opère  cette  variation.  Po\ir  cela, 
imaginons  qu'après  avoir  déterminé  la  résul- 
tante R  et  le  couple  C  en  nous  servant  du 
point  0,  nous  voulions  avoir  la  résultante  et 
le  couple  pour  un  point  0',  différent  du  pre- 
mier. Il  suffira  de  transporter  la  résultante  R 
en  ce  point,  ce  qui  donnera  naissance  à  un 
nouveau  couple  (R,  —  R),  qu'on  aura  à  com- 
poser avec  le  couple  C.  Le  couple  change  donc  seul,  comme 
nous  l'avions  déjà  reconnu. 

Le  plan  du  couple  résultant  variant  de  position  avec  le 
point  0,  où  l'on  transporte  toutes  les  forces  pour  obtenir  la 
résultante  R,  et  la  direction  de  la  force  R  étant  toujours  la 
même,  Tangle  de  la  force  R  avec  le  plan  du  couple  C  est 
variable.  Nous  allons  démontrer  que  le  couple  résultant  est 
le  plus  petit  possible  quand  cet  angle  est  droit,  c'est-à-dire 
quand  Taxe  du  couple  C  est  parallèle  à  la  résultante  R. 

Il  suffit  de  faire  voir  (fig.  58)  que,  si  cette  condition  est 
remplie,  tout  déplacement  du  point  0,  en  dehors  de  la  direc- 
tion de  la  force  OR,  entraîne  un  accroissement  du  couple  C. 
Soit  0'  le'nouveau  point  choisi  pour  y  transporter  les  forces. 


Vr 


Fig.  57. 
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Abaissons  O'O  perpendiculaire  sur  OR  ;  nous  pourrons  regar- 
der la  force  R  comme  appliquée  en  ce  point -0  pris  sur  sa 
direction,  et  le  couple  C  comme  représenlé  par  ^a 

son  axe  OC,  porté  sur  OR  à  partir  du  même  point. 
Au  point  0',  appliquons  deux  forces  égales  et  pa- 
rallèles à  R,  et  en  sens  contraire  Tune  de  l'autre  ; 
nous  substituons  ainsi  à  la  force  donnée  une  force  R, 
égale  et  parallèle,  appliquée  en  0',  et  un  couple  ^  \  " 
(R,  —  R),  dont  le  moment  est  R  x  00',  et  dont  on  j 

aura  l'axe  en  prenant  une  quantité,  OH,  égale  à  ce  7~" 

moment,  sur  la  perpendiculaire  élevée  en.O  au  ^'s-^' 
plan  ROO'.  Le  nouveau  couple  résultant  C  s'obtiendra  donc  en 
composant  au  point  0  Taxe  OC  du  couple  primitif  avec  l'axe 
OH  du  couple  (R,  —  R),  ce  qui  donne  un  axe  OC,  diagonale 
du  rectangle  OCC'H  ;  par  suite,  le  nouveau  couple  C  a  un 
moment  plus  grand  que  le  couple  C,  et  son  axe  fait  avec  la 
direction  de  la  résultante  un  angle  différent  de  zéro. 

De  quelque  côté  que  Ton  déplace  le  point  0  autour  de  la 
direction  OR,  on  obtient  donc  un  accroissement  dans  la  gran 
deur  du  couple  résultant  ;  cet  accroissejnent  est  lemême  pour 
un  même  écart  00',  pris  dans  le  plan  normal  à  OR  mené  par  le 
point  0. 

Il  n'existe  donc  qu'une  seule  droite  OR,  tout  le  long  de  la- 
quelle le  plan  du  couple  résultant  soit  normal  à- la  résul- 
tante, et  c'est  celle  pour  laquelle  le  couple  résultant  est  mi- 
nimum. 

L'analogie  que  nous  avons  déjà  fait  pressentir  entre  la  sta- 
tique et  la  cinématique  des  corps  solides  se  complète  ici.  En 
effet,  tout  déplacement  élémentaire  d'un  corps  solide  a  été 
ramené  a  la  coexistence  d'une  rotation  et  d'une  translation,  et 
nous  avons  reconnu  qu'on  peut  déterminer  un  axe  de  rotation 
unique,  parallèlement  auquel  la  translation  s'opère;  c'est 
l'axe  du  mouvement  hélicoïdal  du  corps  solide.  La  translation 
est  alors  minimum,  la  rotation  restant  toujours  constante 
(I,  §§  160  et  161).  De  môme,  nous  venons  de  ramener  les 
forces  sollicitant  le  corps  solide  à  une  résultante  R,  qui  cor- 
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respond  à  la  rotation,  et  à  un  couple  C,  qui  correspond  à  la 
translation;  puis  nous  avons  reconnu  l'existence  d'une  direc- 
tion unique,  qui  est  à  la  fois  la  direction  de  la  résultante,  la 
direction  de  Taxe  du  couple  résultant,  et  le  lieu  des  points 
pour  lesquels  le  couple  résultant  est  le  plus  pelit  possible. 
Cette  droite  a  élé  appelée  par  Poinsot  Vaxe  central  des  mo- 
mentso\xdes  cowples. 

Enfin ,  la  réduction  de  toutes  les  forces  données  à  deux 
forces  correspond  à  la  décompositio:i  du  déplacement  élé- 
mentaire d'un  corps  solide  en  deux  rotations  simultanées 
(F,  §157). 

64.  Proposons-nous  de  trouver  la  position  de  l'axe  central. 
Soit  OR  la  résultante  de  translation,  supposée  appliquée  au 
point  Oj  et  OC  l'axe  du  couple  correspondant,  qu'on  peut  me- 
ner aussi  par  le  point  0.  Décomposons  le 
^/    couple  OC  en  deux  couples   composants, 
"A^      l'un  OA,  suivant  la  direction  de  la  résul- 
I      tanle  R,   l'autre  OB,  perpendiculaire  à  la 
"B     résultante.  Par  le  point  0,  menons   une 
I  /  droile  OX,  perpendiculaire  au  plan  ROB,  et 

0'/  sur  celte  droite,  prenons,  dans   un   sens 

x/î  qu'on  définira  tout  à  l'heure,  un  point  Ô' 

j  tel,  que  R  X  00'  soit  égal  au  couple  OB. 

_;  Nous  pouvons  transporter  au  point  0' la  ré- 

Fig.59.  sultante  R,  en  appliquant  en  ce  point  deux 

forces  R  et  — R,  égales,  parallèles,  et  con- 
traires Tune  à  Tautre.  Par  là  nous  donnons  naissance  à  un 
couple  (R,  —  R)  dont  le  bras  de  levier  est  00',  et  dont  le 
moment,  R  X  00',  est  égal  au  moment  du  couple  composant 
OB.  Nous  pouvons  d'ailleurs  prendre  sur  la  droite  OX  la 
distance  00'  dans  un  sens  lel,  que  Taxe  OB'  du  couple 
(R, -^R)  soit  dirigé  en  sens  contraire  de  OB,  sur  la  droite 
perpendiculaire  au  plan  ROO'.  On  ramené  ainsi  le  système  de 
la  force  OR  et  du  couple  C  au  sysième  de  la  force  O'R  et  des 
trois  couples  OB,  OB',  OA;  les  deux  premiers  couples,  égaux 
et  contraires,  se  détruisent,  et  il  reste  la  résultante   R 
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appliquée  en  0',  et  le  couple  OA ,  dont  l'axe  est  parallèle  à 
la  résultante.  La  droite  O'R  est  donc  Taxe  central  des  forces 
données. 

L'axe  central  O'R  une  fois  déterminé,  si  Ton  transporte 
toutes  les  forces  en  un  point  quelconque  0,  éloigné  de  cet 
axe  d'une  quantité  00'  =  h,  la  résultante  de  translation 
correspondante  OR  reste  la  môme  en  grandeur  et  en  direction, 
mais  Taxe  du  couple  résultant  prend  la  direction  OC  dans  le  plan 
normal  à  00'.  Soit  H  =  OA  la  valeur  du  couple  résultant  mini- 
mum. La  valeur.  G,  du  nouveau  couple  OC  s'obtiendra  en  re- 
marquant que  le  couple  composant  AC  est  égal  à  R  xOO'=Rfc  ; 
donc 

La  direction  OC  est  d'ailleurs  définie  par  l'angle  COA  =  <p,  et 
Ion  a 

AC    .M 

L'angle  <p  étant  le  môme  pour  une  môme  distance  00',  prise 
dans  une  direction  quelconque  à  partir  du  point  0'  dans  le 
plan  perpendiculaire  à  O'R,  le  lieu  des  droites  OC,  pour  une 
même  distance  donnée  00',  est  Yhyperboloide  de  révolution  que 
l'on  obtient  en  faisant  tourner  la  droite  inclinée  OC  autour 
de  l'axe  O'R. 


DÉTERMINATION  ANALYTIQUE  DE  LA  RÉSULTANTE  ET  DU  COUPLE  RÉSUL- 
TANT d'un  SYSTÈMfc:  DONNÉ  DE  FORCES  APPLIQUÉES  A  UN  CORPS 
SOLIDE. 

65.  Nous  supposerons  que  l'on  connaisse  les  points  d'ap- 
plication des  forces  par  leurs  coordonnées,  et  les  forces  elles- 
mômes  par  leurs  composantes  parallèles  aux  axes.  Pour 
chaque  force  F,  appelons  X,  Y,  Z  les  composantes  parallèles 
aux  axes  OX,  OY,  OZ,  et  x^  j/,  z  les  coordonnées  du  point 
d'application,  prises  par  rapport  à  ces  mêmes  axes.  On  sup- 
pose les  axes  rectangulaires. 

Nous  distinguerons  par  des  indices  les  forces  appliquées 
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aux  divers  points  du  corps  solide.  S'il  y  a  n  forces,  les 
lellres  X,  Y,  Z,  Xy  t/,  z  recevront  en  indice  les  numéros  de  1 
jusqu'à  n. 
Nous  désignerons  par  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  la  résul- 
tante de  translation,  R,  de  ces  n 
forces,  et  par  L',  M',  N'  les  compo- 
santes du  couple  résultant,  décom- 
posé aussi  parallèlement  aux  axes. 
Considérons  en  particulier  une 
force  F,  appliquée  au  point  M  i  trans- 
portons-la à  l'origine,  0,  que  nous 
Fig.  60.  supposerons  invariablement  liée  au 

système  solide;  nous  aurons  de 
cette  manière  une  force  OF,  appliquée  en  ce  point,  et  un  couple 
(F,  —  F),  dont  le  moment  sera  le  moment  de  la  force  MF  par 
rapport  au  point  0  (§  53).  ' 

Décomposons  la  force  OF  en  ses  composantes  X,  Y,  Z,  paral- 
lèles aux  axes. 

Décomposons  de  même  le  couple  (F,  —  F)  en  ses  compo- 
santes, en  le  projetant  sur  les  trois  plans  XOY,  YOZ,  ZOX.  Les 
couples  composants  auront  pour  moments  (§  50)  : 

Dans  le  plan  XOY,  le  moment  de  la  force  MF  par  rapport 
à  l'axe  OZ,  ou  Ya;  —  Xy  ; 

Dans  le  plan  YOZ,  le  moment  de  la  même  force  par  rap- 
port à  l'axe  OX,  ou  Zy  —  ^z  ; 

Enfin,  dans  le  plan  ZOX,  le  moment  de  la  force  MF  par  rap- 
port à  l'axe  OY,  ou  \z  —  Ix, 

Les  expressions  \x  —  Xy,  Zy  —  Yis,  X^  —Ix  représentent 
donc  respectivement  les  axes  des  couples  composants  du  cou- 
ple (F, — F),  quantités  qui  doivent  être  portées  sur  les  axes 
coordonnés  OZ,OX,OY. 

Opérons  de  même  pour  les  n  —  1  autres  forces  ;  nous  aurons 
pour  chacune  trois  composantes  appliquées  au  point  0  suivant 
les  trois  axes,  et  trois  coupks  composants  dont  les  axes  coïn- 
cideront avec  les  mêmes  droites. 
Les  composantes  des  forces  appliquées  suivant  le  même 
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axe  se  composent  en  une  seule  force,  par  voie  d'addition  algé- 
brique. De  même,  les  axes  des  couples  composants  se  compo- 
sent à  la  manière  des  forces  (g  57).  On  obtiendra  ainsi  les  six 
inconnues,  savoir  :  les  trois  composantes,  X',  Y',  Z',  de  la 
force  R,  et  les  trois  couples  composants,  L',  M',  N\  du  couple  C, 
au  moyen  des  équations  : 

X'=X4-hXj4-X5-h  . . .  4-X„=2X, 
Y'  =  Yi-t-Yj-hY5-h...4-Y«=2Y, 
Z'  =  Zi-+-Za  +  Z5 -+-... +Z„  =  2Z, 

L'  =  lZiyi  -  Yi^i) -t- [Zst/j  -  Yjsj) -h  IZ52/5  -  Ys^) -t- . . . 

-+- (Znî^B  —  Y„  î„) = 2  (Zî/ —  Ys) , 

+  (X„;5„-Z„a:„)  =  2(X3-Za:), 
N'=(Yia:i-X,yi)  +  (Y,a:,-X8y8]  +  (Yja:,- X5t/5)+ . . . 

-h  (Y«a;«— Xn2/n)  =  2  (Yir— Xt/).. 

Pour  trouver  ensuite  la  force  R  et  le  couple  C,  on  compo- 
sera, par  la  règle  du  parallélépipède,  d'une  part  les  trois 
composantes  X',  Y',  Z',  et  de  l'autre  les  trois  couples  compo- 
sants L',  M',  N'. 

DÉTERMINATION   ANALYTIQUE   DE    l'aXE    CENTRAL. 


66.  Soit  O'R  la  direction  de  l'axe 
central  ;  OR  est  la  résultante  de  trans- 
lation, et  O'A  l'axe  du  couple  résul- 
tant. 

Soient  Ç,  y;,  Ç  les  coordonnées  du 
point  0',  et  X,  \l^  v  les  angles  que  la 
direction  O'R  fait  avec  les  axes. 

La  résultante  de  translation,  O'R, 
n  e  varie  ni  de  direction  ni  de  grandeur,  en  quelque  point  de 
l'espace  qu'on  transporte  les  forces.  On  a  donc 

j  X^  =  Rcosi, 
{{)  Y'  =  Rcos/i, 

l   Z'  =  I\C09V, 


Fig.  01. 
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et  par  suite  les  angles  X,  [a,  v,  qui  définissent  le  parallé- 
lisnne  de  Taxe  central,  sont  donnés  par  les  équations 


X'  Y'  V 

C0SA  =  -7=-====,         COSu=  -=====,         COSv==-^-  

V/X'«+Y'«  +  Z'*  v^X'«-|-Y'«4-Z'*  V^X'^+Y'2+Z'* 

Le  radical  doit  êlre  pris  positivement  dans  les  trois  for- 
mules, car  il  indique  la  valeur  absolue  de  la  résultante  R, 

On  connaît  donc  la  direction  O'R.  Reste  à  déterminer  les 
coordonnées  du  point  0'. 

Soit  H  le  couple  résultant  minimum  O'A;  décomposons  ce 
couple  suivant  les  plans  coordonnés,  ce  qui  se  fera  en  proje- 
tant la  droite  O'A  sur  les  axes.  Nous  avons 

suivant  l'axe  OX,  Hcos>, 
suivant  l'axe  OY,  Hcos/a, 
suivant  l'axe  OZ,     Hcosv. 

Les  moments  de  la  force  R  par  rapport  aux  mêmes  axes 
sont,  autour  de  OX, 


autour  de  OY, 
et  autour  de  OZ, 


Z'>ï-Y% 
X'Ç-Z'l, 


Ce  sont  les  moments  composants  du  couple  que  Ton  forme 
en  transportant  la  force  O'R  parallèlement  à  elle-même  au 
point  0.  Ces  couples  se  composent  avec  les  couples  compo- 
sants du  couple  O'A,  pour  donner  les  couples  L',  M',  N',  et 
Ton  a 


i'  L'  =  Hcos>H-Z'>j  — Y'Ç, 
M'=Hcosyui-t-X'ç— Z'I, 
N'=  Hcosv +  Y'|— XV 


Le  couple  H  est  encore  inconnu.  Pour  le  déterminer,  mul- 
tiplions la  première  équation  par  X',  la  seconde,  par  Y',  la 
troisième  par  Z',  et  ajoutons.  Les  coordonnées  Ç,  y),  Ç  dispa- 
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raissent  dans  la  somme,  et  il  vient,  pour  déterminer  H,  l'équa- 
tion 

fl(X'cosA  +  Y'cos/x  +  Z'cosv)  =  L'X'-hM'Y'+N'Z'. 

La  fonction  X'  cos  X  -H  Y'  cos  jx  +  U  cos  v  est  d  ailleurs  égale 
à  R,  en  vertu  des  équations  (1),  et  Ton  a,  en  définitive, 

R  y/X'a+Y'«-+-i'«  ' 

On  en  déduit 

"COS  A ____ , 

ncos/x—      x'«4-Y'*-|-Z'*     ' 

(L^X^4-M^V^+N^Z^)Z^ 
/icosv—       X'*+\'*4-Z'* 

Substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  on  obtient 
les  équations  de  Taxe  central,  projeté  sur  les  trois  plans  coor- 
donnés* : 

W^-fM'Y'X'-t-N'Z'X' 


Z'.,-Y'Ç  =  L' 


X'*4.Y'«+Z'* 


~  X'*+Y'*+Z'* 

*«     ^'î  X'î^+Y'^+Z'* 


COJNDiTIOiN  POUR  OUE  LES  FORCES  AIENT  UNE  RÉSULTANTE  UNIQUE. 

67.  Nous  savons  déjà  que,  pour  que  les  forces  aient  une 
résultante  unique  (laquelle  résultante  sera  égale  à  la  force  R, 
résultante  de  translation),  il  faut  et  il  sulfit  que  la  force  R 

*  Comparez  ces  formules  aux  équations  (3)  du  §  175  de  la  Cinématique  (Dé- 
termination de  Vaxe  instantané  glissant) . 
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soit  parallèle  au  plan  du  couple  C,  ou  bien  que  la  force  R 
soit  perpendiculaire  à  Taxe  du  couple. 

Construisons  la  force  R  appliquée  au  point  0  ;  pour  cela, 
il  suffira  de  prendre  sur  Taxe  OX  une  quantité  OS=X', 

puis  dans  le  plan  XOY,  perpen- 
diculairement à  OY,   la  quantité 
SP  =  Y',  enfin,  perpendiculaire- 
^1  ment  au  plan  XOY,  une  quantilé 

^     i  PR  =  II.  La  force  OR  sera  la  résul- 

"''  y  '     ""     tante  des  foixes  X',  Y',  Z',  appli- 
quées   au    point   0    suivant    les 
Fig.  62.  axes. 

Prenons  de  même  OK  =  L', 
KH=M',  HC  =  N';  la  résultante  OC  sera  l'axe  du  couple  résul- 
taut. 

Pour  que  les  forces  aient  une  résultante  unique,  il  faut  et 
il  suffit  que  l'angle  COR  soit  droit,  ou,  enjoignant  CR,  que  le 
triangle  COR  soit  rectangle,  et  qn'on  ait  l'égalité 

CR^  =  ÔC*  +  ÔÛ*. 

Mais  OC  est  la  diagonale  du  parallélépipède  rectangle  dont 
les  arêtes  sont  L',  M',  N'  ;  et  par  suite 

de  même 

ôR*=x'*-^Y'*+z'^ 

Enfin  CR  est  la  diagonale  d'un  parallélépipède  rectangle  dont 
les  arêtes  parallèles  aux  axes  sont  égales  en  valeur  absolue 
aux  différences  L'  —  X',  M'  —  Y',  N'  —  Z',  et  l'on  a  par  consé- 
quent 

GR*  =  (L'  — X')*  +  (M'  —  Yf  +  (N'  -  Z')'. 

La  condition  s'exprime  donc  par  l'équation 

Développant  les  carrés  dans  le  premier  membre,  effaçant 
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de  part  et  d'autre  les  termes  communs  et  supprimant  le  fac- 
teur 2,  on  arrive  à  l'équation  finale 

L'X'-hM'Y'4-N'Z'=0. 

C'est  la  condition  clierchée. 

On  y  parvient  plus  rapidement  en  observant  que  X',  Y',  Z' 
d'une  part,  L',  M',  N'  de  l'autre,  sont  proportionnels  aux  cosi- 
nus des  angles  que  les  directions  OR  et  OC  font  avec  les  axes, 
de  sorte  que  Tégalité  L'X'H-M'Y'-+-NT  =  0  indique  que 
l'angle  COR  est  droit. 

En  se  reportant  au  g  66,  on  verra  par  Téquation  (5)  que 
cette  condition  réduit  a  zéro  le  couple  minimum  H,  sauf  le 
cas  où  l'on  aurait  à  la  fois  X'  =  0,  ï'  =  0,  Z'=0,  cas  dont 
nous  allons  nous  occuper. 

CONDITION  POUR  QUE  LES  FORCES  SE  RÉDUISENT  A  UN  COUPLE. 

68:  La  résullante  de  translation  est  toujours  la  môme,  en 
quelque  point  qu'on  transporte  les  forces  pour  les  composer; 
pour  que  les  forces  soient  réduclibles  à  un  couple,  il  faut  et  il 
suffit  donc  que  la  résullante  R  soit  nulle,  ce  qui  suppose  à  la 
fois  X'  =  0,  Y'=0,  Z'  =  0. 

Dans  ce  cas,  l'équation 

L'X'+M'Y'-|-N'Z'=0 

est  satisfaite  d'elle-même,  de  sorte  qu'elle  exprime  à  la  fois 
la  condition  pour  que  les  forces  se  réduisent  à  une  force 
unique,  ou  à  un  couple  unique  ;  et  en  effet  le  couple  peut  être 
assimilç  à  une  force  unique,  d'intensité  nulle,  dont  le  point 
, d'application  serait  infiniment  éloigné. 

DÉFINITION    DE    L'ÉQUIVALENCE   DE   DEUX    SYSTÈMES   DE   FORCES. 

69.  Deux  systèmes  de  forces  (X,  Y,  Z)  et  (X^,  Y^,  ZJ,  appli- 
qués successivement  à  un  solide,  sont  d\[s  équivalents  lorsque 
les  forces  qui  composent  chaque  système  sont  réductibles  à 
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la  même  résultante  de  translation  et  au  même  couple  résul- 
tant. Le  caractère  analytique  de  l'équivalence  est  donc  défini 
par  les  six  équations  : 

2X=2Xi. 
2Y=2Yj, 
2Z  =  2Zj; 

2(Zy-Y3)=2(Z,yi-.Yi3,),: 
2(X2  — Za:)=2(Xi3,— ZjX,), 

Si  ces  équations  sont  satisfaites  pour  un  système  d'axes 
coordonnés  rectangulaires,  elles  sont  satisfaites  pour  tout 
autre  système. 

Si  Ton  applique  au  solide  le  premier  système  de  forces, 
cl  les  forces  du  second  système  changées  toutes  de  sens,  le 
«.yslème  de  forces  résultant  sera  réductible  à  une  résultante 
nulle  et  à  un  couple  résultant  nul;  de  sorte  que  le  solide  sera 
en  équilibre,  ainsi  que  nous  le  venons  plus  loin.  Récipro- 
quement, si  un  système  de  forces  appliqué  à  un  solide  est  eu 
équilibre,  il  y  a  équivalence  entre  le  système  formé  d'une 
pai  tie  des  forces  données  et  le  système  obtenu  en  changeant 
le  sens  de  toules  les  autres. 

Les  forces  entrent  fréquemment  dans  les  équations  de  la 
mécanique  par  les  sommes  de  leurs  projections  sur  des  axes 
fixes,  ou  par  les  somnaés  de  leurs  moitienls  par  rappoit  à  ces 
axes.  Tant  qu'il  en  est  ainsi,  on  peut  remplacer  les  forces 
réelles  par  des  forces  équivalentes,  lors  même  qu'elles  ne  sont 
pas  appliquées  à  un  système  solide.  L'équivalence  est  alors 
purement  algébrique,  cl  n'implique  en  rien  Téquilibre  effectil 
entre  le  premier  groupe  de  forces  et  le  second  groupe  changé 
de  sens. 

PROBLÈMES  DIVERS. 

70.  Étant  donné  un  polygone  ABCDEFA,  tracé  dans  un  plan, 
on  applique  au  sommet  A,  dans  la  direction  AB,  une  force  pro- 
portionnelle à  AB  ;  au  sommet  B,  suivant  BC,  une  force  pro- 
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portionnelle  à  BC  ;  au  sommet  C,  suivant  CD,  une  force  pro- 
portionnelle à  CD,  et  ainsi  de  suile,  jusqu'au  sommet  F, 
auquel  on  applique  suivant  FA  une 
force  proportionnelle  à  FA.  On  de- 
mande de  réduire  ces  forces  à  une 
résultante  et  à  un  couple. 

On  peut  choisir  l'échelle  qui  sert 
à  représenter  les  forces  par  des 
droites  finies,  de  telle  sorle  que 
AB,  BC, .. .,  FA  soient  les  longueurs 
représentatives   des    forces   appliquées   suivant  ces   côtés. 

La  résultante  de  translation  s'obtiendra  en  composant  les 
forces  données,  transportées  en  un  même  point,  parallèlement 
à  elles-mêmes.  Choisissons  pour  ce  point  le  point  A.  La  résul- 
lanle  sera  le  dernier  côté  du  polygone  des  forces  construit  à 
partir  du  point  A  ;  or  ce  polygone  n'est  autre  que  le  polygone 
donné,  lequel  se  ferme  de  lui-même.  La  résultante  de  trans- 
lation est  donc  nulle,  et  par  suite  les  forces  se  réduisent  à  un 
couple. 

Le  couple  résultant  est  situé  dans  le  plan  de  la  figure;  son 
axe  est  perpendiculaire  à  ce  plan.  Pour  avoir  son  moment, 
il  suffit  de  prendre  la  somme  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  un  point  0  quelconque  du  plan.  De  ce  point, 
abaissons  des  perpendiculaires  01,  01',  ...  sur  les  côtés.  Le 
moment  de  la  force  AB  par  rapport  au  point  0  est  le  pro- 
duit ABxOl,  ou  le  double  de  Taire  du  triangle  OAB.  11  en 
serait  de  même  pour  tous  les  autres  triangles  OBC,  OCD,  ..., 
OFA.  Faisant  la  somme  de  tous  ces  triangles,  on  obtient  l'aire 
du  polygone.  Le  moment  du  couple  résultant  est  donc  repré- 
senté par  le  double  de  la  surface  du  polygone  donné. 

On  parviendrait  au  même  résultat  en  prenant  le  point  0  en 
dehors  du  polygone  ;  les  triangles  extérieurs  au  polygone  de- 
vraient êlrepris  négativement,  et  correspondraient  à  des  mo- 
ments négatifs. 

Il  résulte  de  là  que  si  dans  le  même  plan,  ou  dan3  deux  plans 
parallèles  formant  un  système  solide,  on  applique ,  suivant 

II.  —  ll£c.   COLLIGNOK.  7 
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les  côtés  de  deux  polygones  tracé$^  respectivement  daia^  ces 
planSy  des  forces  proportionndles  aux  côtés  de  ces  polygones^ 
en  les  dirigeant  dans  un  sens  pour  l'un  des  périmètres,  eu  sens 
contraire  pour  l'autre,  le  système  ainsi  composé  sera  en  équi- 
libre, pourvu  que  les  aires  des  deux  polygones  soient  égales. 
En  effet,  les  forces  appliquées  à  l'un  des  deux  polygones 
se  réduisent  à  un  couple,  dont  le  moment  est  mesuré  par  le 
double  de  Taire  de  ce  polygone  ;  les  deux  couples  sont 
égaux  si  les  aires  sont  égales  ;  ils  sont  d  ailleurs  de  sens  con- 
traires, dans  le  même  plan  ou  dans  des  plans  parallèle?.  Ils  se 
composent  donc  en  un  couple  unique,  égal  à  zéro,  et  les 
forces  données  se  font  équilibre. 

71.  Étant  donné  dans  un  plan  un  contour  polygonal  ABCD, 
oa  applique  au  milieu  des  côtés  et  perpendiculairement  à  ces 

côtés,  des  forces  IH=  AB, 
KM  =  BC,  LN  =  GD;  ces 
forces  sont  dirigées  toutes 
à  droite  du  contour,  par 
rapport  à  un  observateur 
qui  marcherait  le  long  de 
la  ligne  brisée  ABCD  dans 
le  sens  indiqué  par  les 
lettres. 

On  demande  de  trouver 
la  résultante  des   forces 
ainsi  définies. 
Transportons  les  forces 
pig  ^  données  en  un  point  0  du 

plan  ;  nous  les  compose- 
rons en  menant  par  ce  point  une  droite  OP  égale  et  pa- 
rallèle à  m,  puis,  par  le  point  P,  une  droite  PQ  égale  et 
parallèle  a  KM,  enfin,  paï-  le  point  Q,  une  droite  PQ  égale 
et  parallèle  à  LN.  Joignant  OR,  nous  aurons  la  résultante  ohei:* 
chée.  Mais  OP=IH  =  AB,  PQ=KM=BC,  QR  =  LN=CP;  les 
directions  OP,  PQ,  QR,  sont  d'ailleurs  perpendiculaires  res- 
pectivement à.  AB,  BC,  CD  ;  le  polygone  des  forces  OPQRest  donc 
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identique  au  polygone  donné,  qu'on  aurait  fait  tourner  d'un 
angle  droit,  de  gauche  à  droite,  et  qu'on  aurait  ensuite  trans- 
porté  parallèlement  à  lui-même,  de  manière  à  faire  coïncider 
le  point  A  avec  le  point  0.  La  résultante  OR  est  donc  égale 
à  AD,  et  perpendiculaire  à  AD. 

Cherchons  le  couple  résultant  des  couples  produits  par  le 
transport  des  forces  au  point  0.  Pour  cela,  il  suffira  de  faire 
la  somme  des  moments  des  forces  IH,  KM,  LN,  par  rapport  à 
ce  point. 

Soit  0'  la  projection  du  point  0  sur  la  direction  AB  du  pre- 
mier côté.  La  distance  O'I  sera  le  bras  de  levier  du  premier 
couple,  et  le  moment  de  ce  couple  sera  le  produit 

IHxO'l, 

ou  bien 

ABXO'I. 

O'B  -4-  CKA 
Mais  on  peut  remplacer  AB  par  O'B — O'A ,  et  O'I  par ^ , 

puisque  I  est  le  milieu  de  AB.  Donc  le  moment  cherché  est 
égal  à 

iO'B  -C'A)  X  (^^5^f^)=  liô^*  -  cPS^ 

Joignons  OA  et  OB;  les  triangles  OO'A,  OO'B,  rectangles 
en  (y,  nous  donnent  : 

ôÂ*  =  œÂ*  +  oô^*. 
Retranchant,  il  vient  . 

et  le  moment  de  la  force  IH  par  rapport  au  point  0  est  re- 
présenté par  Texpression 

Par  la  même  raison,  si  Ton  joint  OC,  OÎ),  les  moments  des 
forces  KM  et  LN  seront  respectivement 
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La  somme  des  moments,  qui  ^st  le  moment  du  couple  rc- 
suHanf,  est  égale  à 

f  (ÔB*  —  ÔÂ^ +i(OC' —  5b*)  +  ^iÔD*  ~  Ô?)  =  4  (ÔD*  —  ÔÂ*). 

Au  milieu  S  du  côté  AD,  appliquons  perpendiculairement  à  AD 
une  force  ST  =  AD  ;  le  moment  de  cette  force  par  rapport  au 
point  0  sera,  d'après  ce  qui  précède,  égal  à  \  (ÔD*  —  OA*)  ;  la 
force  ST  est  d'ailleurs  égale  et  parallèle  à  la  résultante  OR. 
Donc  cette  force  ST  est  la  résultante  cherchée. 

Si  le  contour  polygonal  donné  était  fermé  de  lui-même,  la 
résultante  des  forces  données  serait  nulle,  et  la  somme  des 
moments  également  nulle.  Le  système  serait  donc  en  équi- 
libre, et  par  conséquent,  un  polygone  plan  est  en  équilibre 
sous  raction  de  forces  appliquées  dans  son  plan  perpendiculai- 
rement aux  milieux  des  côtés  du  polygone ,  proportionnelles  à 
ces  côtés j  et  dirigées  dans  un  môme  sens  (à  droite  ou  à  gauche) 
par  rapport  à  un  observateur  qui  ferait  le  tour  du  polygone  sans 
jamais  revenir  sur  ses  pas. 


DISCUSSION  DES  FORMULES  QUI  DONNENT  LES  COORDONNÉES  DU  CENTRE 
DES  FORGES  PARALLÈLES. 

72.  Nous  avons  posé  (§  48)  les  équations  générales 

^  ■"  2F  '     '^  ~"  2F  '     '  ""  2F  '  • 

Reprenons  Thypothèse  faite  dans  le  §  49,  2:F  =  0.  Dans  ce 
cas,  la  résultante  de  translation  des  forces  F  est  nulle,  quelle 
que  soit  la  direction  commune  qu'on  leur  attribue.  Toutes 
ces  forces  se  réduisent  donc  à  un  couple,  ou  bien  se  font 
équilibre. 

1°  Supposons  d'abord  qu'elles  se  réduisent  à  un  couple 
unique.  Soient  L,  M,  N  les  composantes  de  ce  couple  projeté 
sur  les  trois  plans  coordonnés.  Appelons  a,  p,  y  les  angles 
que  la  direction  des  forces  F  fait  avec  les  axes*  Les  produits 
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Fcosa,  Fcos  p,  F  cos  Y  seront  les  composanles  de  la  force  F, 
et  les  moments  s'obtiendront  au  moyen  des  formules 

L  =  2  (F  cos  y  X  y  —  F  cosp  X  a)  =  COSy  2Fi/ —  COS^  ïF», 

de  même 

M  =  cos  a  iFz  —  COS  y  iFx, 
N  =  cos  p  iFx  —  cos  a  iFy; 

les  cosinus  sortent  des  signes  S,  parce  qu'ils  sont  facteurs 
communs  à  tous  les  termes  compris  sous  ces  signes. 

Ces  formules  donnent  les  valeurs  de  L,  M,  N,  et  font  con- 
naître le  couple  résultant. 

On  voit  que  le  couple  résultant  est  nul  si  Ton  a  à  la  fois 
tPx=0,  tPy  =  0,  2F;5  =  0;  alors  Téquilibre  des  forces  est 
assuré. 

Si  deux  de  ces  sommes  sont  nulles,  par  exemple  les  deux 
premières,  on  en  déduit  N=0.  Le  couple  résultant,  ayant  un 
moment  nul  par  rapport  à  l'axe  OZ,  est  silué  dans  un  plan 
parallèle  à  cet  axe. 

Enfin,  si  une  seule  des  sommes,  lYx,  est  nulle,  les  expres- 
sions de  L,  M,  N  se  simplifient  ;  mais,  eii  général,  aucune  ne  se 
réduit  à  zéro. 

2*"  Nous  venons  d'observer  que  les  forces  F  se  font  équilibre 
siTon  a2Fir=SFî/  =  2:F;5  =  0,  avec  2F  =  0.  Mais  l'équilibre 
est  également  assuré  si  l'on  a  à  la  fois 

cos  y  SFy — cos  p  l?z  =  0, 
cos<y  lYz  —  cos  y  2Fa;=  0, 
cos  ^  iFx — cos  a  2Fy  =  0, 

ou  bien 

iFx  _  iFy  _  iFz 

cos  or  "~  cos  /î  ~  cos  y  ' 

double  équation  qui  définit  la  direction  commune  (a,  p,  y)  à 
attribuer  aux  forces  F  pour  qu'elles  se  fassent  équilibre.  On 
en  déduit  en  effet 

iFx 

COSa  = 


COS^: 


\J[l¥x]*-i-[lFy)*'^(lFz)*' 

m 

'v/(2Fa:)«4-(SFy)»-f  (2F2)«' 

SFa; 

COS  y  =   j  — - 

V^i2bi:)«4-{2Fy)«-f(2FV)* 
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Dans  ce  cas  particulier,  les  coordonnées  du  centre  des 
forces  parallèles  sont  infinies,  mais  le  couple  résultant  est 
nul,  dès  que  les  forces  F  reçoivent  la  direction  particulière 
définie  par  les  angles  a,  P  et  y- 

THÉOHÈBIES   DE   M.    CHASLES   ET    DE   M.    MÔBIUS. 

75.  De  quelque  manière  qu'on  réduise  à  deux  toutes  les 
forces  d'un  système^  le  tétraèdre  construit  sur  les  droites  qui 
représentent  ces  deux  forces  a  un  volume  constant^. 

Soient  A  et  Blés  points  d'application,  AP^  BQ  les  directions 
et  les  grandeurs  des  deux  forces  P  et  Q  auxquelles  on  a  réduit 
le  système  donné.  Menons  les  droites  AB,  PB,  AQ,  PQ,  qui 

achèvent  le  tétraèdre  APBQ.  Nous 
p.ouvons  considérer  ce  tétraèdre 
comme  ayant  pour  base  le  triangle 
PAB,  et  pour  hauteur  la  distance  du 
point  Q  au  plan  de  la  base.  Par  le 
point  B,  menons  BP',  parallèle  à  AP  ; 
cette  droite  sera  contenue  dans  le 
plan  du  triangle  PAB .  Soient  ©  l'angle  P'BQ  des  directions  des 
deux  forces,  6  l'angle  PAB,  et  ^  l'angle  que  fait  le  plan  P'BO 
avec  le  plan  PABP'.  Soit  AB  =  a  la  distance  des  points  d'ap- 
plication des  deux  forces.  La  surface  du  triangle  PAB  a  pour 
mesure  |  Px  a  sin  6.  Du  point  Q,  abaissons  QQ'  perpendiculaire 
sur  le  plan  des  parallèles  AP,  BP',  puis  QP'  perpendiculaire 
sur  BP'.  La  droite  Q'P'  est  aussi  perpendiculaire  à  BP',  et 
l'angle  QP'Q'  est  l'angle  ^  des  deux  plans  qui  se  coupent  sui- 
vant BP'.  La  perpendiculaire  QP'  est  égale  à  Q  sin<p;  donc  la 
distance  QQ'=Q  sin  ç  sin  ^};. 
Le  volume  du  tétraèdre  considéré  est  égal  au  produit 
11  1 

y  =  ^?asinO  X5Qsinysini/;=  gPQasinOsinipsiny. 

Or  a  sin  6  est  la  distance  des  parallèles  AP,  BP'  ;  a  sin  ô  sin  ^ 

*  Annales  de  mathématiques  de  Gergonne,  1827.  -^  Statique  de  MÔbids,  1837. 
—  Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées,  1847. 
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est  la  disteiîlce  du  poîftt  A  au  plan  P'BQ,  c'ést-à-dire  ia  plus 
courte  distance  des  farces  P  et  Q  ;  désignant  par  h  cette  plus 
courte  distance,  on  aura 

Le  volume  du  tétraèdre  construit  sur  les  deux  forces  est  le 
produit  des  deux  forces  par  leur  plus  courte  distance  et  par  le 
sinus  de  V angle  formé  par  leurs  directions.  Le  volume  du  té- 
traèdre ne  change  pas,  par  conséquent,  lorsqu'on  transporte 
les  forces  P  et  Q  en  des  points  quelconques  le  long  de  leurs 
directions. 

Observons  que  Q  sin  9,  ou  QP',  est  la  projection  de  la  force  Q 
sur  un  plan  normal  à  AP  ;  ft  est  la  distance  de  celte  projec- 
tion à  la  mêfme  droite.  Le  produit  Qfc  sin  ç  est  donc  le  moment 
de  la  force  Q  par  rapport  à  la  direction  de  la  force  P,  et  nous 
pouvons  poser 


On  aurait  de  même 


V  =  gPxM^(Q). 


Y  =  ^PxMq(P). 


Ces  relations   peuvent'  servir  à  attribuer  un  signe  au 
volume  V. 

Pour  démontrer  le  théorème,  nous  interpréterons  d'une 
autre  manière  le  produit  PQhsinç. 

Transportons  les  forces  P  et  Q  aux 
points  où  leurs  directions  sont  ren- 
contrées'par  leur  normale  commune. 
Prenons  la  direction  de  la  force  P 
pour  axe  des  2,  la  perpendiculaire 
commune  pour  axe  des  x^  et  menons 
Taxe  des  y  perpendiculairement  aux 
deux  premiers.  Soit  OB  =  fe  la  dis- 
tance des  deux  forces,  et  QBP' =  ç  Tangle  de  leurs  directions. 

Les  composantes  de  la  force  P  sont,  suivant 

Taxe  clés  x,      l'axe  des  y,  et  l'axe  des  s, 
OOP 


Fig.  66. 
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Les  composantes  de  Q  suivant  les  mêmes  axes  sont 

0  Qsiny  Qcosy. 

Désignons  par  X',  Y',  Z'  les  composantes  de  la  résultante  de 
t  ranslalion,  et  par  L',  M',  N'  les  composantes  du  couple  résul- 
tant. On  obtiendra  pour  ces  quantités  : 

v=o, 

ï'  =  Qsiny, 

Z'  =  P4-Qcosy, 

I/  =  0, 

M'=  — QcosçX/ii 

N'=4-QsinyX  A. 

On  en  déduit 

L'X'+M'Y'4-K'Z'=  PQAsiny.  . 

La  fonction  LT+  MT  -4-  N'Z'=PQ/i  sin^estdonc  égaleà  six 
fois  le  volume  du  tétraèdre  construit  sur  les  deux  forces  P  et  Q. 

D'un  aulre  côté,  soit  il  la  résultante  des  forces  X',  Y',  Z', 
H  le  couple  résultant.  La  fonction  LT  H-  M'Y'  -+-  N'Z',  divisée, 
par  le  produit  RH,  est  le  cosinus  dé  l'angle  a  de  R  avec  H  ;  et 
par  suile 

L'X' -f- M'Y' +  K'Z' =  RH  cos  a. 

Or  Hcosa  est  la  projection,  Kl,  du  couple  résultant  KII  sur  la 
résultante  de  translation  KR  ;  c'est  donc  la  va- 
leur du  couple  minimum  H'  (g  63)  ;  de  sorte 
qu'en  définitive  le  produit  VQh  sin  9  est  égal  au 
produit  de  la  résultante  de  translation  R  par 
ce  couple  H'.  Le  système  des  forces  données 
n'est  réductible  que  d'une  seule  manière  à  la 
force  R  et  au  couple  minimum  H';  mais  il  est 
rôdu  tiblc  d'une  infinité  de  manières  à  deux  forces  conju- 
guées P  et  Q  (§  01)  ;  quelle  que  soit  la  décomposition  adop- 
tée, on  aura 

PQ/tsinî)  =  RH', 

et  par  conséquent  le  volume  Y  du  tétraèdre  construit  sur  les 
deux  forces  P  et  Q  est  constant. 
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Ce  volume. est  nul  daus  deux  cas  :  quand  R  =  0,  et  quand 
H'  =0,  c'est-à-dire  quand  le  système  proposé  est  réductible  à 
une  force  unique  ou  à  un  couple  unique  (g§  67  et  68). 

Le  théorème  de  M.  Môbius  se  déduit  de  la  double  équation 

L'X'+M'Y'-*-  N'Z'  =  PQAsiny  =  RH'. 

Chacun  des  facteurs  L',  X\...  est  une  somme  de  composantes 
ou  de  couples  composants,  dans  laquelle  figurent  les  n  forces 
du  système  donné.  Soient,  par  exemple,  X^,  \\,  \  les  compo- 
santes, et  L^,  M^,  Nj  les  moments  par  rapport  aux  axes,  d  une 
force  Fj  ;  X„  Y„  Z,,  L„  M„  N„  les  quantités  analogues  pour 
une  autre  force  F,,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  force  F„;  le 
premier  membre  deviendra 

(L,-fL,-^...)(x,+x,+...)^-lM,-^-M,.f-...)(¥,^-y,-h...) 

+lNi-hN,4-...)(Zi  +  Zi  +  ...). 

En  effectuant  les  opérations,  on  trouvera  des  termes 

L,Xi4-M,Yi4-NiZ„ 
L,X,-fM,Y,  +  N,Z„ 

OÙ  les  indices  sont  les  mêmes  :  ces  termes  ainsi  réunis  trois  à 
trois  sont  séparément  nuls;  en  effet,  le  couple  (L^,  M^  N^) 
provient  du  transport  au  point  0,  parallèlement  à  elle-même, 
delà  force  (X^,  \\,  ZJ  ;  Tangle  de  la  force  avec  l'axe  du  couple 
est  droit,  et  par  suite  LjX^  -h  M J^  -h-  N^Z^  est  égal  à  zéro.  Les 
seuls  termes  qui  subsistent  dans  la  somme  indiquée  sont  donc 
ceux  où  les  deux  facteurs  n'ont  pas  le  même  indice,  savoir  : 

LiXt+LiXs+LiX4+ . . .  -fM J,+M,Y5-f . . .  +NA4. . . . 
4-l8X,4-ï«X5-fL,X4+...-hM,Y,  +  M,Y3-h...-+-N,Z,-*-... 
+  L3Xj-fL3X,-hL5X4+...-fM3Yi-fM5Y,4-.    .^-N5Z^^-... 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  la  fonction  L'X'-hM'Y'-i-N'Z' 
peut  se  former  par  voie  d'addition  algébrique,  on  combinant 
deux  à  deux  de  toutes  les  manières  possibles  toules  les  forces 
données.  Considérons  en  particulier  la  combinaison  des 
forces  F<,  F^,  à  laquelle  correspondent  les  six  termes 

(L,X^+ M,Y^.  +  N,Zj.)  4- (L;X^ -h  M^.Y, -h  WiZ,). 
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Si  le  systèmç  proposé  ne  contenait  que  les  deux  forces  F<  et  F^, 
celte  sommé  serait  égale  en  valeur  absolue  au  produit 

c'est-à-dire  au  sextuple  du  tétraèdre  construit  sur  les  deux 
forces.  Elle  a  d'ailleurs  un  signe  algébrique  qu'on  peut  fixer 
au  moyen  de  la  relation 

on  attribuera  au  produit  le  signe  du  moment  d'une  des  forces 
par  rapport  à  un  axe  qui  coïnciderait  en  direction  et  en  sens  avec 
l*aulre  force.  Soit  V^  le  volume  du  tétraèdre  construit  sur 
les  deux  forces  d'indices  i  et  j,  pris  avec  le  signe  ainsi 
défini.  La  somme  algébrique  de  toutes  les  valeurs  de  Vy  cor- 
respondante aux  diverses  combinaisons  admissibles  sera 
égale  au  sixième  de  la  somme  L'X' -h  M'Y' 4- N'Z'  prise  pour 
l'ensemble  du  système  donné,  et  l'on  pourra  poser  l'équation 

i=n      i—n 
L'X'-fM'Y'4-N'Z'=RH'=6  2[        ^        V 

Le  volume  V<j  étant  nul  toutes  les  fois  que  i  =  j,  c'est-à-dire 
pour  toutes  les  combinaisons  à  exclure,  il  n'y  a  pas  d'incon- 
vénient à  attribuer  à  chaque  indice  toutes  les  valeurs  entières 
de  1  à  n. 

La  double  somme  indiquée  est  nulle  si  R  =  0  ou  si  H'  =  0, 
de  sorte  qu'on  parvient  au  théorème  suivant,  dû  à  M.  Môbius  : 

Quand  un  système  de  forces  a  une  résultante  unique^  ou 
peut  se  réduire  à  un  couple  unique,  la  somme  algébrique  des 
tétraèdres  construits  sur  ces  forces^  prises  deux  à  deux  de  toutes 
les  manières  possibles,  est  égale  à  zéro. 
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LIVRE  III 

ÉQUILIBRE   DES   STSTAmES   MATÉRIELS 


CHAPITRE  PREMIER 

DCS  LIAISONS,    ET   DE   L'ÉQUILIBRE    DU    POINT   NON    LIBRE 


DÉFmiTlON .  DES   LIAISONS   EN   MÉGAISIQUE. 

74.  Un  point  matériel  est  libre  lorsqu'on  peut  lui  attribuer 
indifféremment  dansTespace  telle  position  qu'on  voudra,  et  le 
faire  passer  de  cette  position  à  une  autre  par  un  chemin  en- 
tièfemeiit  arbitraire,  le  long  duquel  il  ne  rencontre  aucune 
résistance.  Lorsqu'il  en  est  autrement,  le  point  matériel 
n'est  pas  libre,  et  on  dit  qu'il  est  assujetti  à  cer- 
taines iiatsons.  Par  exemple,  un  point  maté- 
riel M,  attaché  à  un  fil  inextensible  OM,  dont 
l'extrémité  est  fixée  en  un  point  0  donné,  n'est 
pas  libre,  puisqu'il  ne  peut  s'éloigner  du  point  0 
d  une  quantité  supérieure  à  la  longueur  OM.  11 
est  donc  assujetti,  par  la  liaison  ainsi  définie,  ^  gg 
à  rester  soit  dans  l'intérieur  de  la  sphère  décrite 
du  point  0  comme  centre  avec  la  distance  OM  pour  rayon, 
soit  à  la  surface  de  celte  sphère. 

Au  fil  OM  substituons  une  barre  rigide,  inextensible  et  in- 
compressible, articulée  au  point  0  ;  la  liberté  du  point  M  sera 
encore  plus  restreinte  que  tout  à  l'heure;  non-seulement  il  ne 
pourra  s'éloigner  du  point  0  à  une  dislance  plus  grande  que  OM, 
mais  encore  il  ne  pourra  se  rapprocher  du  point  0  à  une  dis* 
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tance  moindre,  Lp  liaison  a  donc  pour  effet  d'assujettir  le  point 
matériel  à  se  mouvoir  à  la  surface  de  la  sphère  qui  a  pour 
rayon  OM,  et  pour  centre  le  point  0. 

Imaginons  que  le  point  M  soit  placé  à  l'extrémité  commune 
de  deux  tiges  rigides  0\f,  O'M  articulées  aux  points  0  et  0'^ 
que  Ton  suppose  fixes.  Cette  double  liaison  maintiendra  à  la 
fois  le  point  mobile  à  des  distances  données  du  point  0  et 
du  point  0'.  Le  point  M  est  à  la  fois 
sur  la  sphère  décrite  de  0  comme  centre 
avec  OM  pour  rayon,  et  sur  la  sphère  dé- 
crite de  0'  comme  centre  avec  O'M  pour 
rayon  ;  il  est  donc  assujetti  par  la  liaison 
à  se  mouvoir  sur  la  courbe  d'intersection 
de  ces  deux  surfaces  sphériques,  c'est-a- 
dire  sur  la  circonférence  décrite  dans  un 
plan  normal  à  00',  du  pied,  A,  de  la  perpendiculaire  abaissée 
de  M  sur  cette  droite,  comme  centre,  et  avec  la  distance  AM  pour 
rayon.  Le  point  mobile  se  trouve  ainsi  lié  à  une  courbe  fixe. 

Si  nous  remplaçons  les  barres  rigides  OM,  O'M  par  deux 
fils  inextensibles,  le  point  M  ne  sera  plus  assujetti  par  ces 
liaisons  qu'à  demeurer  à  l'intérieur  ou  à  la  surface  des  sphères 
décrites  avec  OM  et  O'M  pour  rayons;  les  liaisons  le  forcent 
alors  à  demeurer  dans  la  partie  commune  aux  volumes  de  ces 
deux  sphères. 

Nous  venons  de  reconnaître  ainsi  trois  genres  principaux 
de  liaisons  pour  un  point  matériel  : 

Le  point  peut  être  renfermé  dans  une  portion  définie  de 
l'espace; 
11  peut  être  assujetti  à  glisser  sur  une  surface  ; 
11  peut  enfin  être  assujetti  à  glisser  sur  une  ligne. 
75.  Les  points  matériels  qui  composent  un  système  peu-, 
vent  être  aussi  soumis  à  diverses  liaisons.  Par  exemple,  deux 
points  particuliers  peuvent  être  assujettis  à  rester  à  une  dis- 
tance constante  l'un  de  Taulre.  Cela  revient  à  supposer  ces 
deux  points  réunis  par  une  barre  rigide.  Un  solide  invariable 
n'est  autre  chose  qu'un  système  dans  lequel  les  distances  mu- 
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tuelles  des-  points  matériels,  pris  deux  à  deux  de  toutes  les 
manières  possibles,  sont  constantes. 

Certains  points  du  système  peuvent  glisser  sur  des  surfaces 
ou  des  lignes  données,  ou  rester  dans  une  portion  définie  de 
Tespace,  ou  encore  conserver  des  positions  fixes.  Le  système 
matériel  peut  se  composer  de  deux  parties  dont  Tune  soit 
assujettie  à  rouler  ou  à  glisser  sur  l'autre  dans  leur  mouve- 
ment relatif,  etc. 

Si  le  système  est  solide,  on  peut  imaginer  qu'il  ait  un  point 
fixe  :  chaque  point  du  système  sera  alors  mobile  à  la  surface 
d'une  sphère  décrite  de  ce  point  comme  centre  ;  ou  bien  qu'il 
ait  deux  points  fixes  :  alors  le  corps  solide  pourra  seulement 
tourner  autour  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points;  ou 
encore,  qu'il  repose  sur  une  surface  fixe,  avec  laquelle  il  peut 
avoir  un  ou  plusieurs  points  communs. 

Ces  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  ce  qu'on 
appelle  liaison  dans  la  mécanique.  Le  caractère  commun  des 
liaisons  qu'on  impose  à  un  système  est  la  restriction  des 
mouvements  admissibles  pour  ce  système.  On  dit  que  les  liai- 
sons sont  complètes,  lorsqu'elles  suffisent  pour  définir  les  tra- 
jectoires de  cliaque  point,  et  les  rapports  des  vitesses  simulta- 
nées des  points  sur  ces  trajectoires.  Par  exemple,  un  corps 
solide,  assujetti  à  tourner  autour  d'un  axe  fixe,  est  un  système 
à  liaisons  complètes;  car  chaque  point  est  forcé  par  les  liai- 
sons de  décrire  autour  de  l'axe  fixe  une  circonférence  par- 
ticulière, et  à  un  instant  quelconque,  les  vitesses  des  diffé- 
rents points  sont  enire  elles  comme  leurs  distances  à  l'axe. 
Une  seule  équation  suffit  dans  ce  cas  pour  définir  le  mouve- 
ment dn  système. 

11  ne  faut  pas  oublier  d'aillçursque  les  liaisons  peuvent  èlre 
entièrement  fictives  ;  nous  verrons  même  qu'il  en  est  toujours 
ainsi,  et  qu'il  n'y  a  en  réalité  dans  la  nature  que  des  points 
libres  sollicités  par  des  forces. 

76.  Les  liaisons  d'un  système  tiennent  lieu  de  forces, 
et  l'on  peut  toujours  supprimer  la  liaison  en  y  substi- 
tuant les  forces  convenables.  Supposons  un  système  à  liaisons 
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en  équilibre.  Les  forces  données  qui  sollicitent  ce  système 
peuvent  ne  pas  être  en  équilibre  par  elles-mêmes,  c'est-à-dire 
sur  le  système  supposé  libre;  pour  les  tenir  en  équilibre,  ri 
faudrait  introduire  de  nouvelles  forces  ;  les  liaisons  qui  com- 
plètent l'équilibre  équivalent  à  ces  forces  additionnelles. 
Par  exemple,  supposons  qu'un  point  matériel  unique  M 
_  p  glisse  sur  une  surface  fixe  S.  Ce  point  est  sol- 

licité par  une  force  MF,  donnée  de  grandeur 
et  de  position.  S'il  y  a  équilibre  dans  la  posi- 
tion particulière  où  se  trouve  le  point  M,  on 
en  conclura  que  la  surface  S  exerce  sur  le 
point  M  une  action  égale  et  contraire  à  MF. 
Cette  force  —  F  sera  la  réaction  de  la  surface, 
ou  la  force  tenant  lieu  de  la  liaison  due  à  cette  surface. 

Si  un  système  solide  en  équilibre  a  un  point  fixe,  on  pourra 
remplacer  de  même  la  fixité  du  point  par  une  force  convenable 
appliquée  en  ce  point  et  tenant  toutes  les  autres  en  équilibre. 
Outre  les  forces  extérieures  et  les  forces  intérieures j  que  nous 
avons  déjà  distinguées  (§  7),  il  y  a  donc  encore  à  considérer 
les  forces  tenant  lieu  des  liaisons^  si  le  système  matériel  dont 
on  étudie  l'équilibre  n'est  pas  composé  de  points  libres.  Les 
forces  dues  aux  liaisons  peuvent  être  intérieures  ou  exté- 
rieures. Par  exemple,  si,  dans  un  système  matériel,  deux 
points  sont  réunis  par  une  tige  rigide  de  longueur  constante, 
les  forces  tenant  lieu  de  cette  liaison  seront  la  tension  ou  pres- 
sion de  cette  tige,  appliquée  à  la  fois  aux  deux  points  qu'elle 
réunit;  ce  sont  dans  ce  cas  des  forces  intérieures  mutuelles. 
Au  contraire,  lorsqu'un  corps  solide  a  deux  points  fixes^  les 
forces  tenant  lieu  de  ces  liaisons  sont  les  réactions  des  points 
fixes;  ce  sont  des  forces  extérieures,  au  même  titre  que  les 
forces  appliquées  aux  autres  points. 

.  77.  La  force  qui  tient  lieu  d'un  point  fixe  est  une  force  appli- 
quée en  ce  point  ;  sa  direction  et  son  intensité  sont  inconnues. 
Lorsqu'un  point  matériel  M   est  assujetti  à  glisser  sur 
une  surface  matérielle  fixe  S,  la  force  F  qui  peut  rem- 
placer cette  liaison,  est  une  force  appliquée  à  ce  point  maté- 


Digitized  by 


Google 


I»£S  LIAISONS.  ill 

rie)  ;  elle  peut  se  décomposer  en  deux  :  Tune,  N,  normale  à 
la  surface,  et  Tautre,  T,  dans  le  plan  taàgent.  La  composante 
MN  s'appelle  la  réaction  normale.  La  composante  MT  est 
le  frottement  :  nous  aurons  plus  tard  à 
en  exposer  les  lois. 

On  a  reconnu  par  l'expérience  que,  lors- 
qu'on fait  glisser  un  corps  sur  une  surface     / 
matérielle,  la  composante  MT  de  la  réaction    /      "        *    /* 
totale  est  d'autant  moindre  qu'on  a  donné    U-^^'     ^~~~^^ 
aux  surfaces  en  contact  un   plus  grand  Fîg.  71. 

degré  de  poli.  Si  d'ailleurs  la  surface  S  est  une  surface 
géométrique,  idéale,  on  doit  admettre  que  cette  compo- 
sante MT  est  rigoureusement-  nulle,  ou  que  la  réaction 
totale  MF  coïncide  avec  la  réaction  normale  MN.  Une  sur- 
face géométrique  directrice  restreint  la  liberté  du  point  qui 
la  parcourt,  en  ce  qu'il  ne  peut  s'écarter  de  la  surface 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  mais  elle  lui  laisse  Une  en- 
tière liberté  pour  le  glissement  tangentiel,  au  moyen  duquel 
il  passe  d'une  position  à  une  autre;  cela  revient  à  dire 
qu'elle  ne  développe  aucune  résistance  capable  de  nuire  à  un 
tel  glissement,  en  d'autres  termes,  aucun  frottement.  Dans 
cette  hypothèse,  que  l'on  fait  généralement  dans  la  méca- 
nique rationnelle,  la  réaction  d'une  surface  sur  un  point  assu- 
jetti à  la  parcourir  est  normale  à  la  surface.  Elle  est  donc 
connue  d*avance  en  direction ,  mais  il  reste  à  déterminer 
sa  grandeur  et  son  sens.  Observons  en  outre  que  si  le 
point  est  simplement  posé  d'un  côté  de  la  surface,  au  lieu 
d'y  être  complètement  lié,  c'est-à-dire  si  la  surface  n'est 
qu'une  limite  de  la  région  de  l'espace  dans  laquelle  il  peut  se 
mouvoir,  la  réaction  de  la  surface  est  ou  nulle,  ou  dirigée 
vers  celte  région  ;  car,  en  vertu  du  principe  de  l'action  et  de 
la  réaction,  les  forces  qui  agissent  sur  le  point  matériel  sup- 
posé en  équilibre  ont  une  résultante  égale  et  contraire  à  la 
réaction  de  la  surface  ;  si  celle-ci  pouvait  être  dirigée  vers  la 
région  où  le  point  ne  peut  pénétrer,  la  résultante  des  forces 
serait  dirigée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  dans  le  sens 
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OÙ  la  surface  ne  fait  pas  obstacle  à  Fentrainement  du  point. 

On  traiterait  de  la  même  manière  le  cas  où  le  point  matériel 
est  assujetti  à  glisser  sur  une  ligne.  Si  Ton  admet  qu'il  n'y  ait 
aucun  frottement,  et  c'est  ce  qu'on  doit  faire  lorsqu'il  s'agit 
d'une  courbe  géométrique  idéale,  la  réaction  d'une  ligne  sur 
le  point  qui  la  parcourt  est  normale  à  celle  ligne;  elle 
n'est  donc  connue  immédiatement  ni  en  intensité,  ni  en  direc- 
tion, car  il  y  a  en  un  même  point  d'une  ligne  une  infinité 
de  normales,  toutes  contenues  dans  le  plan  normal  ;  on  sait 
seulement  que  la  direction  cherchée  est  comprise  dans  ce 
plan. 

78.  On  applique  souvent  en  statique  la  proposition  sui- 
vante, qu'on  peut  regarder  comme  un  axiome  : 

Quaîid  un  système  matériel  est  en  équilibre,  on  peut,  satis 
troublei'  V équilibre,  y  introduire  telles  liaisons  nouvelles  qu'on 
voudra. 

L'introduction  de  nouvelles  liaisons  n'a  d'autre  effet  que 
d'empêcher  les  mouvements  que  pourrait  prendre  le  système  ; 
or  il  est  en  équilibre  par  hypothèse ,  et  ne  tend  pas  à  se  dé- 
placer. Son  équilibre  est  donc  assuré  a  fortiori. 


ÉQUILIBRE    d'un   POINT  MATÉRIEL  ASSUJETTI  A  GLISSER  SANS  FROTTEMENT 
SUR  UNE  SURFACE  FIXE. 

79.  Un  point  matériel. M  est  assujetti  à  glisser  sans  frotte- 
ment sur  une  surface  fixe  S.  Ce  point  est  sollicité  par  une 
force  F,  connue  en  grandeur  et  en  direction  pour  chaque  posi- 
lion  que  le  point  M  peut  prendre.  On  demande  quelle  position 
il  faul  donner  au  point  mobile  pour  qu'il  soit  en  équilibre. 

Dans  la  position  cherchée,  il  y  aura  équilibre  entre  la  force  F 
et  la  réaction  R  de  la  surface;  la  réaction  R  est  par  hypothèse 
normale  à  la  surface,  et  il  faut  pour  l'équilibre  qu'elle  soit 
directement  opposée  à  la  force  F;  donc  la  posilion  cherchée 
est  celle  pour  laquelle  la  force  F  a  une  direction  normale  à  lu 
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surface  S.  La  réaction  R  est  alors  égale  à  F,  mais  dirigée  en 
sens  contraire. 

Supposons,  par  exemple,  que  la  force  F  soit  constante  en 
grandeur  et  en  direction,  et  qu'elle  agisse  sur  le  point  M  paral- 
lèlement à  un  axe  fixe  OZ.  Il  fau- 
dra pour  Téquilibre  que  le  point 
M  soit  placé  en  un  point  tel,  que 
la  normale  en  ce  point  soit  paral- 
lèle à  Taxe  OZ,  ou  tel,  que  le  plan 
tangent  en  ce'  point  soit  normal 
à  Taxe.  Si  la  surface  donnée  est 
une  sphère  (fig.  72),  les  poinls 
cherchés  seront  à  l'interseclipn  de 
la  sphère  avec  une  droite  menée 
par  son  centre  C,  parallèlement 
à  OZ  :  ce  qui  fournit  deux  points  A  et  A',  où  il  peut  y  avoir 
équilibFe. 

Supposons  que  la  force  F  soit  dirigée  de  haut  en  Las,  ou  dans 
le  sens  ZO.  Dans  la  position  A,  le  point  mobile  sera  sollicité 
par  la  force  F  et  par  la  réaction  R  de  la  surface,  égale  à  F, 
et  dirigée  de  bas  en  haut,  c'est-à-dire  vers  le  centre  C  de  la 
surface. 

Dans  la  position  A',  le  point  M  est  en  équilibre  sous  Taction 
des  mêmes  forces  F  et  R,  mais  la  réaction  R,  toujours  dirigée 
de  bas  en  haut,  s'exerce  vers  Textérieur  de  la  sphère,  c'est-à- 
dire  de  dedans  en  dehors.  De  ces  deux  positions,  Tune,  la 
position  A,  correspond  à  Véquilibre  stable,  parce  que  si  Ton 
déplace  infiniment  peu  le  point  M  de  sa  position  d'équilibre, 
il  tend  à  y  être  ramené  par  la  force  F  ;  l'autre,  la  position  A', 
correspond  à  l'équilibre  instable,  parce  que  la  force  F  ne  tend 
pas  à  y  ramener  le  point  M  lorsqu'on  Ten  écarte  infiniment  peu. 

Si,  au  lieu  d'une  sphère,  le  point  M  était  assujetti  à  glisser 
à  la  surface  d'un  cylindre  droit  ayant  pour  base,  dans  le  plan 
ZOX,  le  cercle  G,  et  pour  arêtes  des  droites  parallèles  à 
Taxe  OY,  la  force  F  étant  toujours  parallèle  à  Taxe  OZ,  on 
trouverait  une  infinité  de  positions  d'équilibre  pour  le  pointM, 
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savoir  :  Tous  les  points  de  Tarête  inférieure  passant  par  le 
poinl  A,  et  tous  les  points  de  Tarête  supérieure  passant  par  le 
point  A'  ;  la  première  arête  correspond  à  l'équilibre  stable,  la 
seconde  à  l'équilibre  instable. 

Enfin,  il  n'y  aurait  aucune  solution  au  problème  si  l'on 
donnait  pour  surface  S  une  surface  n'ayant  en  aucun  de  ses 
points  un  plan  tangent  normal  à  la  direction  correspondante 
de  laforce.  C'est  ce^jui  aurait  lieu,  par  exemple,  si  la  surface  S 
était  un  cône  droit  dont  Taxe  fût  parallèle  à  OY,  la  force  F 
étant  toujours  parallèle  à  OZ;  car  aucun  plan  tangent  de  la 
surface  conique  ne  serait  parallèle  au  plan  XOY.  L'équilibre 
du  point  iM  serait  donc  impossible. 

80.  En  général,  soit 

Véqualion  en  coordonnées  rectangles  de  la  surface  S  6ur  la- 
quelle le  point  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement.  ^ 

Représentons  par  X,  Y,  Zlos  composantes  de  la  forcée  sui- 
vant les  axes;  nous  supposerons  que  ces  composantes  soient 
données  en  fonction  des  coordonnées  x,  y  et  2,  de  telle  sorte 
'que,  en  quelque  position  que  l'on  place  le  point  matériel,  la 
direction  et  la  grandeur  de  la  force  F  soient 
complètement  déterminées. 

Les  conditions  d'équilibre  s'exprimeront 
en  écrivant  que  la  direction  définie  par  les 
composantes  X,  Y,  Z  est  normale  à  la  surface 
au  point  {x,  y,  z). 
Si  on  prend  à  partir  de  ce  point  sur  là  sur- 
^^'    '  face  S  un  élément  infiniment  petit,  MM',  et 

qu'on  le  projette  sur  les  trois  axes,  (te,  dy,  dz  étant  les  projec- 
tions, Téquilibre  s'exprime  par  l'équation 

Xda;-+-Ycfy-fZd2  =  0. 

Mais  Tèlément  MM'  appartenant  à  la  surface,  on  a  aussi,  eil 
différentiant  Téquation  ?  =  0, 
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Ces  deux  équations  doivent  avoir  lieu  pour  tous  les  élé- 
ments MM'  qu'on  peut  tracer  sur  la  surface  autour  du  point  M. 
Éliminons  enlre  elles  Tune  des  différentielles,  dx  ;  Téquation 
finale 


eu,  quel  que  soit  le  ra 
donc  en  deux  équations  distinctes^ 


(lii 
doit  avoir  lieu,  quel  que  soit  le  rapport  --^  ;  elle  se  décomposé 


ou  bien  encore 

• 

4:-4:=0': 

X         ï          z 

/d^\  (dj\   fdf\ 

Les  composantes  de  la  force  doivent  donc  être  proportion- 
nelles aux  dérivées  partielles  de  la  fonction  9.  On  a  ainsi 
deux  équations  à  joindre  a  Téquation  de  la  surface,  ce  qui 
détermine  en  général  les  coordonnées  du  point  cherché. 

Soit,  par  exemple,  X=0,  Y  =  0,  et 

La  surface  S  est  un  ellipsoïde. 

Puisque  X=0  et  Y=0,  les  dérivées  ^,  ^  doivent  être 
nulles.  Et  comme  on  a 

df      2y 

il  en  résulte  x  =  0,  î/  =  0  ;  les  positions  d'équilibre  du  point 
$ont  les  sommets  de  l'ellipsoïde  situés  sur  Taxe  OZ. 

La  réaction  de  la  surface  dans  la  position  d'équilibre  est 
égale  et  opposée  à  la  force  F. 
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81.  Jusqu*îci  nous  avons  supposé  que  le  point  mobile  M 
était  assujetti  à  glisser  sur  la  surface  S  sans  pouvoir  s'en 
détacher  d'un  côté  ni  de  Tautre. 

Si  le  point  M  était  seulement  posé  d'un  côté  de  celte  sur- 
face, de  manière  à  pouvoir  s'en  écarter  dans  un  seul  sens, 
réquilibre  ne  serait  assuré  que  si  la  force  agissait  sur 
lui  de  manière  à  l'appliquer  contre  la  surface.  Supposons,  par 
exemple  (tig.  72),  que  le  point  M  soit  attaché  au  point  fixéC 
par  un  lil  de  longueur  CA  constante.  La  force  F  agissant  de 
haut  en  bas,  parallèlement  à  OZ^  le  point  M  sera  en  équilibre 
si  on  le  place  en  A,  car  alors  la  force  F  tend  à  l'éloigner 
du  centre  C,  et  la  réaction  R,  qui  fait  équilibre  à  la  force  F, 
est  égale  à  la  tension  du  fil.  Il  n'en  serait  pas  de  même 
au  point  A';'  car  en  ce  point  la  réaction  R'  est  dirigée  en  pro- 
longement du  fil  :  or  elle  est  égale  et  contraire  à  Teffort 
exercé  par  le  point  M  sur  le  fil;  le  fil  serait  donc  comprimé, 
ee  qui' est  impossible,  puisqu'un  fil  cède  sans  résistance  à 
tout  effort  qui  tend  à  le  raccourcir.  La  position  A'  n'est  donc 
pas  dans  ce  cas  une  position  d'équilibre. 

équilibra:  d'un  point  matériel  assujetti  a  glisser  sans  krottemejst 

SUR  UNE  courbe  FIXE. 

82.  Lorsqu'un  point  est  assujetti  à  glisser  sans  frottement 
le  long  d'une  ligne  fixe,  la  réaction  de  la  ligne  étant  en  chaque 
point  une  force  normale  à  sa  direc- 
tion, il  faut  et  il  suffit  pour  l'équi- 
libre que  le  point  soit  dans  une  po- 
sition telle,  que  la  force  soit  normale 
à  la  ligne.  La  réaction  de  la  ligne  est 
__     alors  égale  à  la  force,  et  est  dirigée 
"     ^.  ^    en  sens  contraire. 

Fig.  74, 

Soit,  par  exemple,  une  circonfé- 
rence AB,  située  dans  le  plan  ZOX;  soit  C  son  centre,  CA  son 
rayon.  On  suppose  que  la  force  est  constante,  et  dirigée  de 
haut  en  bas,  parallèlement  à  l'axe  OZ.  Par  le  centre  C,  me- 
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nons  une  droite  ED,  parallèle  à  OZ,  et  rencontrant  la  circon- 
férence en  deux  poinis  E  et  D.  Ces  points  seront  des  positions 
d*équilibre  pour  le  point  M,  et  il  est  facile  de  reconnaître  que 
]a  position  D  assure  la  stabilité  de  l'équilibre,  tandis  que  la 
position  E  correspond  à  un  équilibre  instable. 

Si  le  point  M  était  lié  a  la  fois  à  deux  surfaces,  S,  S',  on 
en  conclurait  qu'il  glisse  sur  la  ligne  L  d'intersection  de 
ces  deux  surfaces.  Après  avoir  trouvé  une  position  d'équi- 
libre, A,  sur  la  ligne  L,  et  la  réaction 
normale  N  de  cette  ligne ,  il  suffira  de 
décomposer,  par  la  règle  du  parallélo- 
gramme, la  réaction  N  en  deux  forces, 
l'une  AR,  normale  à  la  surface  S,  l'autre 
AR',  normale  à  la  surface  S',  pour  avoir 
les  réactions  de  ces  deux  surfaces.  La 
décomposîlion  sera  toujours  possible,  car 
en  tout  point  A  de  l'intersection  L  des 
deux  surfaces,  la  normale  AR  à  la  sur- 
face S,  et  la  normale  AR'  à  la  surface  S',  déterminent  en  géné- 
ral un  plan  qui  est  normal  à  l'intersection  L,  et  qui  contient 
par  suite  la. réaction  AN. 

83.  Soient 


(i) 


f{x,y,  2)  =  o, 


les  équations  de  la  ligne  L  ; 

X,  Y,  Z,  les  composantes  de  la  force  suivant  les  axes. 
La  condition  d'équilibre  sera  exprimée  par  l'équation 


(2) 


X</a;H-Ycfi/  +  Z£/a;  — 0. 


On  a  d'ailleurs,  en  différentiant  les  deux  équations  de  la 
ligne  L, 


(3) 
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Entre  ces  trois  équations,  éliminons  les  rapports  j^  »  j-  i 

l'équation  finale  sera  la  condition  cherchée. 

Cette  équation  finale  s'obtient  en  égalant  à  zéro  le  détermi- 
nant du  groupe 

X        Y         z 

d^  df  df 

"dx  dy  dz 

</(p  d^  d^ 

3Sb  dy  dz  . 

Car,  si  ce  déterminant  n'était  pas  nul,  les  quantités  dx^  Jy,  dz 
devraient  être  toutes  les  trois  égales  à  zéro  pour  satisfaire  à 
la  fois  aux  trois  équations  :  ce  qui  est  impossible,  puisque 
l'une  d'elles  doit  rester  arbitraire. 

La  condition  d'équilibre  est  donc,  en  développant  le  déter- 
minant, 

^'        \dydz      dzdy)  \dxdz       dzdxj  "^  "{dzdy      dydx)"''' 

Cette  équation  doit  être  jointe  aux  équations  (1)  de  la  ligne 
donnée,  ce  qui  achève  en  jgénéral  de  déterminer  la  position 
d'équilibre  du  point. 

On  pourrait  procéder  autrement.  Multiplions  la  première 
des  équations  (3)  par  une  indéterminée  X,  la  seconde  par  une 
autre  indéterminée  X',  et  ajoutons  l'équation  (2)  aux  équations 
(3)  ainsi  préparées;  nous  pourrons  disposer  des  coefficients 
indéterminés  X  et  X'  de  manière  à  égaler  séparément  à  zéro  les 
coefficients  des  différentielles  dx^  dj/,  d%y  et  nous  obtiendrons 
ainsi  les  trois  équations 


^+^t+-t-'' 


(5) 


h^v^l- 


ï  +  i3£+^' 


dy^    dy' 


0, 


dz         dz 


La  condition  d'équilibre  résulte  de  l'élimination  de  X  et  de  X' 
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entre  les  trois  équations  (5).  On  retombe  ainsi  sur  Téqua- 
tion  (4)  déjà  obtenue.  De  plus,  les  trois  équations  (5)  expri- 
ment Tèquilibre  d'un  point  libre  sollicité  par  trois  forces, 
savoir  : 

La  force  donnée  (X,  Y,  Z)  ; 

Une  force  dont  les  composantes  suivant  les  axes  sont  X^» 

ax 

X  ^,   X  ^,  et  qui  est  normale  à  la  surface  ç  =  0  ; 

Une  force  dont  les  composantes  sont  X'-^,  X'-J^,  X'-p» 

et  qui  est  normale  à  la  surface  <p  =  0. 

La  seconde  méthode  fait  donc  connaître  à  la  fois  la  condi- 
tion d'équilibre  et  les  réactions  des  deux  surfaces  S  et  S'  dont 
rintérsection  constitue  la  ligne  L.  Ces  réactions,  composées 
ensemble,  donnent  la  réaction  de  la  ligne  sur  le  point. 

84.  Problème.  —  Équilibre  d'un  point  pesant ,  assujetti  à 
glisser  sans  frottement  sur  une  hélice  dont  Vaxe  est  incliné  à 
Vhorizon. 

Soit  O'Çf  (fig.  76)  la  projection  de  Taxe  de  Thélice  donnée 
sur  un  plan  vertical  parallèle  à  cet  axe.  Menons  dans  ce  plan 
une  horizontale  ZZ'.  L'angle  de  O'O''  avec  ZZ'  sera  Tinclinaison 
sur  l'horizon  de  l'axe  de  riiélice,  ou  de  toutes  les  génératrices 
du  cylindre  à  la  surface  duquel  elle  est  tracée.  L'hélice  se 
projette  sur  le  plan  vertical  suivant  une  courbe  sinueuse, 
ATB'l^  A"FB". . . ,  qui  n'est  autre  qu'une  sinusoïde. 

Un  plan  A'G  mené  normalement  à  Taxe  de  l'hélice  coupe  le 
cylindre  suivant  une  circonférence.  Rabattons  ce  plan  sur  le 
plan  vertical,  en  le  faisant  tourner  autour  de  son  intersec- 
tion avec  ce  plan.  Nous  obtiendrons  le  rabattement  du  cercle 
de  base  du  cylindre  ;  son  centre  sera  en  0,  projection  de 
Taxe  0'(y,  et  la  circonférence  AHKBH^A  sera  la  projection 
commune,  sur  ce  plan  auxiliaire,  de  toutes  les  spires  succes- 
sives de  rhélice.  * 

La  force  qui  sollicite  le  point  mobile  M  est  la  pesanteur; 
elte  agit  parallèlement  au  plan  vertical,  et  perpendiculaire- 
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ment  à  la  droite  ZZ'.  Les  positions  d'équilibre  sont  celles  où 
là  direction  de  la  force  €st  normale  à  la  courbe,  c'esl-à-diro 
où  la  force  fait  un  angle  droit  avec  la  tangente  à  la  courbe.  La 
tangente  à  l'hélice  aux  points  cherchés  doit  donc  être  perpen- 
diculaire à  la  verticale,  c'est-à-dire  horizontale,  et  le  pro- 
blème est  ramené  à  chercher  les  points  de  l'hélice  où  la  tan- 
gente est  parallèle  à  l'horizon. 


Fig.  76. 

Les  tangentes  à  Phélice  font  toutes  un  m$me  angle  avec 
l'axe  O'O",  et  cet  angle  est  donné  en  vraie  grandeur  sur  la- 
figure  ;  c'est  Tangle  que  fait  avec  O'O"  la  tangente  l'T  menée 
au  point  (Tinflexion  V  de  la  sinusoïde.  Transportons  toutes  les 
tangentes  parallèlement  à  elles-mêmes  en  un  même  point  de 
l'espace.  Elles  y  formeront  un  cône  droit  à  base  circulaire;  un 
plan  horizontal  mené  par  le  sommet  de  ce  cône  coupera  la 
surface  suivant  deux  génératrices,  qui  seront  parallèles  aux 
tangentes  horizontales  cherchées.  Il  suffira  donc  de  trans- 
porter ces  génératrices  du  cône  à  l'hélice  pour  obtenir  les 
points  demandés. 

Par  le  point  A',  menons  parallèlement  à  l'T  une  droite  A'S, 
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qui  coupe  en  S  Taxe  O'O",  et  prenons  le  point  S  pour  sommet 
du  cône  des  tangentes.  Les  génératrices  extrêmes  de  ce  cône 
seront  SA',  SC,  et  il  aura  pour  base  dans  le  plan  A'G  la  base 
même  du  Cylindre.  Par  le  point  S,  menons  une  parallèle 
SH'  a  ZZ';  ce  sera  la  trace  d'un  plan  horizontal  qui  coupe 
le  cône  suivant  deux  génératrices,  projetées  toutes  deux  en 
SH'  sur  le  plan  vertical,  et  en  OH  et  OH^  sur  le  plan  de  la  sec- 
tion droite. 

n  reste  à  ramener,  par  un  déplacement  parallèle,  ces  deux 
droites  (OH,  SH')  et  (OH,,  SH')  à  être  tangentes  à  Thélice.  Or 
observons  que  h  tangente  l'T  au  point  (F,  T),  transportée  sur  le 
cône,  y  donne  la  génératrice,  (OA,  SA')  ;  le  point  I,  dans  le 
cercle  de  base,  se  trouve  éloigné  d'un  quadrant,  AI,  en  avant 
du  pied  A  de  la  génératrice  du  cône.  Pour  ramener  la  généra- 
trice OH  à  être  tangente  à  l'hélice,  il  suffit  de  même  d'élever  OK 
perpendiculairement  à  OH;  le  point  K  sera  la  projection,  sur 
le  plan  de  section  droite  j  des  points  de  l'hélice  qui  ont  des  taur 
gentes  parallèles  à  (OH,  SH').  De  même  on  aura,.en  élevant  OK, 
perpendiculaire  sur  OH,,  la  projection  K,  de  tous  les  points 
qui  ont  des  tangentes  parallèles  à  (OH,,  SH'). 

Au  point  K  correspondent  une  infinité  de  points  K',  K"... 
en  projection  verticale  ;  au  point  K,  correspondent  d'autres 
points  K/,  K/...  en  nombre  infini. 

Les  points  K',  K",...  sont  des  positions  d'équilibre  du  point 
mobile,  ainsi  que  les  points  K/,  K,"....  Mais  les  premières  po- 
sitions correspondent  à  un  équilibre  stable,  tandis  que  les 
secondes  correspondent  à  un  équilibre  instable. 

Si  l'axe  O'O"  faisait  avec  ZZ'  un  angle  0'SH'=^  suffisam- 
ment grand,  la- droite  horizontale  SH'  pourrait  passer  au-des- 
sus de  la  génératrice  la  plus  haute  du  cône  ;  alors  Thélice 
n'aurait  pas  de  tangente  horizontale,  et  l'équilibre  du  point 
pesant  serait  impossible, 

Soit  p  l'angle  O'SA'  des  tangentes  à  l'hélice  avec  Taxe  O'O". 

H  n'y  aura  pas  de  solution  si  p<a; 

Si  p>a,  il  y  aura  des  solutions  :  les  unes,  situées  toutes 
sur  la  généralrice  K'K",  correspondront  à  un  équilibre  stable; 
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les  autres,  situées  sur  la  génératrice  K'K",  correspondront  à 
un  équilibre  instable  ; 

Enfin,  dans  le  cas  limite  3=^9  lo  plan  SH'  est  tangent  au 
cône;  les  deux  génératrices  K'K"  et  K^K^^  se  confondent  en 
une  seule  et  coïncident  avec  la  génératrice  moyenne  IT'  ;  les 
positions  cherchées  sont  situées  aux  points  d'inflexion  F,  F..., 
et  réquilibre  est  conditionnel;  c'est-à  dire  qu'il  est  stable  par 
rapport  à  tout  déplacement  qui  amènerait  le  point  mobile  à 
droite  du  point  T,  et  instable  par  rapport  à  tout  déplacement 
qui  ramènerait  à  gauche  du  même  point. 

En  définitive,  Téquilibre  serait  instable  dans  ce  cas  parti- 
culier. Car  le  point  mobile  amené  à  droite  du  point  V  re- 
tournerait d'abord,  il  est  vrai,  au  point  1',  mais  il  y  arriverait 
avec  une  certaine  vitesse  qui  lui  ferait  franchir  celte  position 
et  l'amènerait  du  côté  où  la  stabilité  n'est  pas  assurée. 

La  slabihté  serait  complète  au  contraire  si  Ton  plaçjiit  en 
r  un  arrêt  empêchant  le  point  mobile  de  passer  à  gauche 
de  ce  point. 
Pour  traiter  la  môme  question  par  le  calcul,  prenons  pour 
axe  des  z  l'axe  de  Thélice,  et  suppo- 
sons que  la  direction  de  la  pesanteur 
soit  contenue  dans  le  plan  ZOX  et 
donnée  par  ses  deux  composantes  X 
l'ii  et  Z.  Les  équations  de  Thélice  seront 

9?  =  3  —  KHarclang-  =  0, 
^  =  a:*-fy*  — R«  =  0.    ' 

On  aura  Y  =  0, 


/ 
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dx' 


K?/ 
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ai 
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Kz. 
R' 


=  2». 


az 


Hg.  77. 


L'équation  (4)  deviendra 

2X2,  +  2zÇld+ii£!  =  0, 
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OU  bien 

R-       ^X' 

A  celte  valeur  de  y  correspondent  une  infinité  de  points  sur 
les  diverses  spires  de  Phélice,  situés  tous  dans  un  plan  pa- 
rallèle, à  ZOX;  ces  points  sont  réels  si  y  est  moindre  que  R  en 
valeur  absolue. 
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CHAPITRE  II 

ÉQUILIBRE  D'UN   SOLIDE  INVARIABLE. 


ÉQUILIflRi:  d'un   soude   INVABTABLE   LIBRE   DANS   l'eSPACE. 

85.  Nous  avons  vu,  dans  le  chapitre  précédent,  que  les 
forces  qui  agissent  sur  un  solide  peuvent  être  toujours  rem- . 
placées  soit  par* deux  forces,  soit  par  une  force  et  un  couple. 
Si  l'oif  adopte  le  premier  mode  de  réduction,  il  faut  et  il 
suffit  pour  l'équilibre  que  les  deux  forces  soient  égales,  et 
qu'elles  agissent  en  sens  contraire  suivant  une  seule  et  même, 
direction;  et  si  l'on  adopte  la  seconde,  il  faut  et  il  suffit  que 
la  résultante  de  translation  et  le  couple  résultant  soient  nuls 
séparément. 

Soient  AF,  BF',  les  deux  forces  auxquelles  on  ramène 
le  système  des  forces  données.  Si  elles  sont  égales,  et  si 
elles  agissent  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  suivant  la 
direction  AB  qui  joint  leurs  points  d'application,  ces  deux 
forces  se  font  équilibre,  et  par  suite  la  condition  indiquée  est 
suffisante.  Elle  est  de  plus  nécessaire. 
Supposons  en  effet  (fig.  79)  que  l'équi- 
libre ait  lieu  sans  que  la  direction  de 
la  force  BF'  passe  par  le  point  A.  L'équi- 
libre du  solide  ne  sera  pas  troublé  par 
l'introduction  d'une  nouvelle  liaison, 
quelle  qu'elle  soit  (§  78).  Rendons  fixe  le  point  A.  Le  corps 
solide  cessera  d'être  entièrement  libre,  mais  il  pourra  pivoter 
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autour  du  point  A  d'une  manière  quelconque.  Or  la  force  F' 
agit  par  hypothèse  en  dehors  de  ce  point;  eHfi  tend  donc  à 
entraîner  le  corps  et  à  le  faire  tourner 
autour  du  point  A  ;  par  suite  l'équilibre 
est  impossible,  à  moins  que  la  force  BF' 
n'agisse  dans  la  direction  AB.  On  prou- 
verait de  même,  en  fixant  le  point  B,  que 
la  force  AF  agit  suivant  la  même  droite. 
Les  deux  forces  F  et  F',  appliquées  suivant  la  même  direction, 
se  composenten  une  seule  force  égale  à  leur  somme  algébrique. 
Le  corps  redevenu  libre  serait  sollicité  par  cette  résultante  et 
céderait  à  son  action  ;  l'éguilibre  serait  donc  encore  impossible, 
à  moins  que  cette  force  ne  soit  nulle,  ce  qui  exige  que  les 
forces  F  et  F'  soient  égales  et  dirigées  en  sens  contraire  Tune 
de  Tautre  :  les  conditions  indiquées  sont  donc  à  la  fois  suffi- 
santes et  nécessaires. 

86.  Supposons  en  second  lieu  qu'on  ait  ramené  les  forces 
données  à  une  force  et  un  couple.  Soit  R  la  résultante  de 
translation,  (F, —  F)  lé  couple  résultant,  et  AB  le  bras  de 
levier  du  couple  ;  nous  pouvons  transporter  le  couple  parallè- 
lement à  lui-même,  de  manière  que  le  point  A  soit  situé  sur 
la  direction  de  la  force  R,  Cela  posé,  si  l'équilibre  a  lieu,  on  ne 
le  troublera  pas  en  rendant  fixe  le  point  A. 
La  force  —  F,  perpendiculaire  à  AB,  passe 
en  dehors  du.  point  fixe,  et  tend  à  entraî- 
ner le  solide  autour  de  ce  point;  Féqui- 
libre  n'est  donc  possible  que  si  l'on  a 
F  =i_0,  ce  qui  réduit  à  zéro  le  couple  ré- 
sultant. Les  forces  qui  sollicitent  le  solide  ""  p.^^  ^ 
se  réduisent  alors  à  une  force  unique  R, 
et  le  solide  libre  céderait  à  Tactiôn  de  cette  force,  et  ne  serait 
pas  en  équilibre,  à  moins  qu'elle  ne  soit  nulle  aussi.  On  a 
donc  R=0.  Ces  conditions  nécessaires  sont  suffisantes,  car 
si  le  couple  est  nul  et  que  la  résultante  de  translation  le  soit 
aussi,  tout  se  passe  comme  si  le  corps  solide  n'était  sollicité 
par  aucune  force,  et  son  équilibre  est  assuré. 
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87.  Exprimons  analytiqaemeDt  ces  diverses  conditions.  On 
donne  pour  chacune  des  n  forces  qui  sollicitent  le  corps  solide, 
les  coordonnées  x,  f,«,  de  son  point  d'application,  «t  ses  com- 
posantes X,  Y,  Z,  parallèles  aux  axes  coordonnés,  que  pour 
plus  de  simplicité  Ton  supposera  rectangulaires.  Nous  attri- 
buerons à  ces  lettres  les  indices  1,  2,.-.  w,  pour  distinguer 
les  forces  données.  Les  trois  composantes  X',  Y',  Z'  de  la  ré- 
sultante de  translation  R  sont  données  (g  65)  par  les  équa- 
.  tions 

X'  =  X4-fX,+X5+...+X«, 
Y' =  Y,  4- Y, +  1,4-...  4- T., 
Z'=Zi  +  Zt  +  Z3  +  ...4-Z«. 

Pour  que  la  résultante  R  soit  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que 
X'  =  0,  Y'=0,  Z'=0. 

Le  couple  résultant  a  de  même  pour  couples  composants 
dans  les  plans  coordonnés  : 

I' = (Zo^i  -  Ti»i) + i^iyt  -  Y  A)  +  •  - + [^y»  -  Y»3,) . 

N'=(Yi«i  — XjyO-flYja:,— Xjy,)  +  . ..  -f(Y,x,— Xn»/»), 

et  pour  que  le  couple  résultant  soit  nul,  il  faut  et  il  suffit  que 
Ton  ait  à  la  fois 

L'équilibre  du  corps  solide  s'exprime  donc  par  six  équa- 
tions, qui  ne  sont  autres  que  les  six  équations  du  g  65,  dans 
lesquelles  on  aurait  remplacé  par  zéro  les  composantes  X',  Y', 
Z',  L\  W,  N',  de  la  résullanle  et  du  couple  résultant  : 

jX,4-Xi  +  Xs-^-...+1[n=:0,       ' 
(i)  Yj  +  Y,  +  Y5+...-hY«=0, 

.  I  Zi"+-Z4-t-Z5H-...H-Z>i=0. 

j  (Zi^i  -  ïi«i)  -i-  [làV*  -  Y»«2)  +  . . .  +  [Intjn  -  Y„5n)  =  0, 
(4)        (X.s»-Z,(C,)+(X»*«~Z*«2)4-...-|-(X«î»-Z«r„)  =  0, 
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OU,  SOUS  une  forme  plus  abrégée,- 

(i)  2X  =  0,      2Y  =  0,      2Z  =  0. 

(2)  .      2(Zy-Y*)=0,  '   2(X;!-Z«)  =  0, 

.Les  trois  équations  (1)  sont  appelées  équations  des  compo^ 
santés  parallèles  aux  axes;  les  trois  équations  (2),  équa- 
tions des  moments  par  rapport  aux  axes.  Le  premier  groupe  ex- 
prime que,  lorsqu'un  solide  libre  est  en  équilibre  sous  Taction 
de  forces  données,  la  somme  algébrique  des  projections  des 
forces  sur  trois  axes  rectangulaires  est  nulle;  le  second  groupe 
exprime  que  la  somme  des  moments  des  forces  par  rapport  à 
trois  axes  rectangulaires  est  également  nulle.  Ces  conditions  sont 
nécessaires  et  suffisantes.  Une  fois  qu'elles  sont  remplies,  on 
est  certain  que  la  somme  des  projections  des  forces  sur  un  axe 
quelconque  est  nulle,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  cet  axe. 

11  est  facile  de  reconnaître  que  les  équations  d'équilibre  se 
réduisent  : 

1®  Aux  trois  équations  (1)  si  les  forces  passent  toutes  par 
le  point  0  ; 

2**  Aux  trois  équations  (2),  si  les  forces  données  prises  deux 
par  deux  forment  un  système  de  couples  ; 

3*»  A  deux  des  équations  (1)  et  à  une  des  équations  (2),  si 
les  forc'és  sont  toutes  situées  dans  l'un  des  plans  coordonnés  ; 

4"*  A  une  des  équations  (i)  et  à  deux  des  équations  (2),  si 
les  forces  sont  toutes  parallèles  à  Tun  des  axes  coordonnés. 

'ÉQUILIBRE   h  m  SOLIDE   QUI   A  UN   P0I»T  FIXE. 

88.  Soit  0  le  point  fixe. 

Nous  pouvons  supprimer  la  liaison  qui  rend  fixe  le  point  0, 
en  introduisant  une  force  F,  égale  à  la  réaction  de  ce  point.  Le 
corps  solide,  redevenu  libre,  est  en  équilibre  sous  l'action  des 
forces  données  et  de  la  force  F* 
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Par  le  point  0  faisons  passer  trois  axes  reclangulaires  OX, 
OY,  OZ,  et  exprimons  que  les  conditions  d'équilibre  sont  rem- 
plies à  1  égard  des  forces  données  et 
de  la  réaction  F.  La  somme  des  pro- 
jections de  toutes  ces  forces  sur  cha- 
cun des  trois  axes  sera  nulle,  et 
la  somme  des  moments  par  rapport 
aux  trois  axes  sera  également  nulle. 
Or  la  force  F  passe  par  un  point  0 
qui  appartient  à  chacun  des  trois 
axes,  et  son  moment  par  rapport  à  chacun  des  axes  est  égal 
à  2éro;  par  suite  les  sommes  des  moments  des  forces  par 
rapport  aux  trois  axes  doivent  être  nulles  d'elles-mêmes. 

La  force  F  aura  au  contraire  suivant  les  axes  des  conapo- 
sanles,  que  les  équations  des  projections  feront  connaître. 

Soient  X',  Y',  Z'  les  sommes  algébriques  des  projections 
des  forces  données  sur  les  axes,  et  L',  M'vN'  les  sommes  algé- 
briques des  moments  autour  des  mêmes  axes. 

Enfin  appelons  X",  Y",  V  les  composantes  de  la  force  F 
parallèles  aux  axes  :  les  équations  d'équilibre  seront 

X'+X''  =  0, 

Z'  +  Z''  =  0, 
L'  =  0, 

1S'  =  0. 

Les  trois  dernières,  ne  renfermant  que  les  forces  données, 
sont  les  trois  conditions  d'équilibre.  Les  trois  premières  font 
connaître  les  composantes  de  la  réaction  du  point  fixe. 

En  résumé,  '^ouv  qu'un  corps  solide  qui  a  un  point  fixe  soit 
en  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  moments  des 
forces  données  par  rapport  à  trois  axes  menés  par  ce  point  soit 
égale  à  zéro;  s'il  en  est  ainsi,  la  somme  des  moments  sera 
nulle  par  rapport  à  tout  axe  mené  par  le  même  point.  Cette 
condition  revient  à  exprimer  que  les  forces  ont  une  résultante 
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unique  passant  par  le  point  fixe;  les  sommes  X',  Y',  Z'  senties 
composantes  suivant  les  axes  de  celte  résultante,  c'est-à-dire 
de  l'effort  exercé  par  les  forces  sur  le  point  ;  la  réaction 
du  point  sur  le  corps  est  une  force  égale  et-  contraire,  dont 
les  composantes  sont  —  X',  —Y',  —  Z',  ainsi  que  l'indiquent 
les  trois  premières  équations. 


ÉQUILIBRE   d'un    SOUDE   QUI  A    DEIJX  POINTS   FIXES. 

89.  Soient  0  et  A  les  deux  points  fixes;  la  fixité  de  ces 
deux  points  assure  la  fixité  de  la  droite  OA  tout  entière.  Pre- 
nons cette  droite  OZ  pour  l'un  des  axes 
^coordonnés  ;  plaçons  l'origine  au  point  ' 

0,  l'un  des  points  fixes,  et  menons 
deux  laulres  axes,  OX,  OY,  rectangu- 
laires et  perpendiculaires  au  premier. 

Nous  pouvons  supprimer  la  fixité 
des  points  0  et  A,  en  introduisant  des 
forces  convenables  OF,  AF',  qui  repré- 
senteront les  réactions  de  ces  points.  p.  ^ 
Pour  définir  ces  forces ,  que  nous 
ne  connaissons  pas  encore,  décomposons-les  parallèlement 
aux  axes  :  la  force  F  aura  pour  composantes  X^  Y^,  Z^,  la 
force  F'  aura  pour  composantes  X^,  Y„  Z,.  Soit  0A  =  a,  quan- 
tité donnée.  Le  corps  est  en  équilibre  sous  l'action  des-forces 
données,  et  dès  deux  forces  inconnues  F  et  F'  ;  exprimons 
que  l'ensemble  de  toutes  ces  forces  satisfait  aux  six  équa- 
tions d'équilibre.  Appelons  encore  X',  Y',  Z',  L',  M',  N' 
les  sommes  algébriques  des  composantes  et  des  moments 
des  forces  données.  La  force  F,  passant  par  un  point  0 
qui  appartient  aux  trois  axes,  a  des  moments  nuls  par 
rapport  à  chacun  d'eux  ;  la  force  F'  a  un  moment  nul  par 
rapport  à  l'axe  OZ,  qu'elle  rencontre;  mais  elle  a  des  mo- 
ments différents  de  zéro  par  rapport  aux  axes  OX  et  OY. 
Pour  déterminer  ces  moments,  nous  appliquerons  le  théorème 

II.  •—  Mic.  GOLUQNON.  9 


Digitized  by 


Google       ^^^ 


130  ÉQUILIBRE  D'UN  SOLIDE 

du  g  47  :  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  la  somme  des 
moments  des  composantes.  Les  moments  par  rapport  à  OX 
des  forces  X,  et  Z,  sont  nuls,  puisque  ces  deux  composantes 
sont  dans  un  même  plan  avec  Taxe- (g  42);  donc  le  moment 
de  F  par  rapport  à  OX  est  égal  au  moment  de  Y,  par  rap- 
port au  même  axe,,  c'est-à-dire  enfin  à  —  Y^a.  On  recon- 
naîtra de  même  que  le  moment  de  F'  par  rapport  à  OY  est  égal 

Nous  pouvons  donc  écrire  comme  il  suit  les  six  équations 
d'équilibre  : 


(1) 

X'+X,+  X,  =  0, 

(2) 

Y'+Yj  +  Y,  =  0, 

(3) 

Z'+Z,  +  Z»  =  0, 

W 

L'  — YïO  =  0* 

(5) 

BI'+X,a  =  0, 

(6) 

H'  =  0. 

L'équation  (6),  ne  renfermant  que  les  forces  données,  est 
la  condition  d'équilibre.  Pour  que  le  corps,  solide  soit  en  équi- 
libre^ il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  moments  des  forces 
par  rapport  à  Vaxe  fixe  soit  nulle.  On  remarquera  que  cette 
condition  est  tout  à  fait  indépendante  de  la  position  sur  Taxe 
des  points  fixes  0  et  A. 

Les  cinq  premières  équations  définissent  les  réactions  de 
Taxe. 

Les  équations  (4)  et  (5)  font  connaître  Y^  et  X^. 

Ces  valeurs  de  Y,"  et  X^,  substituées  dans,  les  équations  (1) 
et  (2),  font  connaître  X^  et  Y^.  Enfin  l'équation  (3)  donne  la 
somme,  \  -h  Z^,  des  deux  composantes  qui  agissent  suivant 
Taxe  OZ,  et  qui  demeurent  ainsi  indéterminées. 

La  statique  ne  sépare  pas  ces  deux  composantes  Tune  de 
l'autre  ;  l'indétermination  tient  à  l'hypothèse  faite  sur  Tin- 
variabilité  des  corps  solides  ;  de  celte  invariabilité  résulte  en 
.effet  qu'une  force  peut  être  transportée  en  un  point  quel- 
conque de  sa  direction,  et  que  tout  point  du  système  solide 
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pris  sur  la  direction  d'une  force  peut  être  considéré  comme 
son  point  d'application.  Les  deux  forces  \  et  Z,^  appliquées 
suivant  la  même  direction  en  deux  points  d'un  système 
solide,  se  composent  donc  en  une  seule  force  égale  à  leur 
somme  algébrique ,  et  la  statique  des  solides  invariables 
ne  permet  pas  de  déterminer  autre  chose  que  leur  résul- 
tante. 

Si,  au  lieu  d'un  solide  géométrique,  on  avait  en  vue  l'équi- 
libre d'un  solide  naturel,  ayant  deux  points  fixes  0  et  A,  les 
réactions  de  ces  points  seraient  parfaitement  déterminées; 
elles  satisferaient  encore,  comme  nous  le  verrons,  aux  six 
équaliojis  d'équilibre  :  mais  outre  ces  équations,  qui  as- 
surent y  équilibre  extérieur  du  corps,  il  y  en  aurait  d'autres 
à  poser  pour  tenir  compte  des  lois  de  Télasticité  qui  assu- 
rent son  équilibre  intérieur,  et  qui,  si  elles  étaient  complè- 
tement connues,  achèveraient  de  déterminer. le  problème. 
On  ne  doit  pas  oublier  que  les  pressions  dans  la  nature  sont 
parfaitement  définies;  et  qu^il  n'y  reste  rien  d'arbitraire.  Si 
nous  ne  parvenons  à  poser  qu'un  nombre  d'équations  insuf- 
fisant pour  les  déterminer,  c'est  que  nous  ignorons  les  lois 
suivant  lesquelles  elles  se  répartissent  entre  les  différentes 
molécules. 

90.  Remarques.  —  L'équation  d'équilibre  N'=0  indique 
que  le  couple  résultant  des  forces  données  est  situé  dans  un 
plan  parallèle  à  l'axe  fixe.  Nous  avons  vu  en  effet  que  l'on 
pouvait  ramener  le  système  des  forces  à  une  résultante  pas- 
sant par  le  point  0,  et  à  un  couple  dont  les  composantes 
dans  les  plans  coordonnés  sont  L',  M',  N'.  La  résultante  est 
équilibrée  par  la  fixité  du  point  0.  Quant  au  couple  résultant, 
il  peut  être  tenu  en  équilibre  par  un  autre  couple,  dont  les 
forces  soient  appliquées  respectivement  aux  deux  points 
fixes  0  et  A  ;  un  tel  Couple  projeté  sur  le  plan  XOY  a  une 
projection  nulle.  Les  équations  (4),  (5)  et  (6)  expriment 
l'égalité  entre  les  composantes  du  couple  des  forces  données 
et  les  composantes  du  couple  provenant  des  réactions  des 
points  0  et  A. 
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L'écartement  plus  ou  moins. grand  des  points  fixes  0  et  A 
change  la  portion  de  la  charge  de  ces  points  qui  provient  du 
couple  résultant,  puisque,  le  bras  de  levier  OA  variant,  la 
force  varie  en  raison  inverse. 

Le  corps  solide  tend  à  être  entraîné  le  long  de  Taxe  par  une 
force  égale  à  Z'.Si  donc  on  supposait  qu'il  eût  la  liberté  de 
glisser  le  loi^  de  Taxe  OA,  il  y  aurait  une  seconde  conditipn 
d'équilibre,  qui  serait  Z':=0.  Les  composantes  Z^  et  Z,  seraient 
alors  nulles  toutes  deux. 

Remarquons  enfin  qu'au  lieu  de  ramener  les  forcés  don- 
nées à  une  force  et  à  un  couple,  nous  pouvons  les  ramener  à 
deux  forces.  Les  équations  d'équilibre  expriment  que  ces  deux 
forces  peuvent  être  appliquées  l'une  en  0  et  Tautre  en  A;  elles 
sont  alors  détruites  par  la  fixité  de  ces  points.  L'indétermina- 
tion sur  les  véritables  valeurs  des  composantes  Z^  et  Z,  tient 
à  ce  que  cette  réduction  à  deux  forces  peut  se  faire  d'une  infi- 
nité de  manières. 


ÉQUILIBRE    d'un  SOUDE    ASSUJETTI    A   GLISSER   SANS   FROTTEMENT 
SUR   UN   PLAN   FIXE. 

.91.  Nous  avons  étudié  {§  79)  l'équilibre  d'un  point  assu- 
jetti à  glisser  surune  surface  fixe  qui  n'exerce  sur  lui  aucun 
frottement.  Proposons-nous  de  résoudre 
un  problème  analogue  pour  un  sysiènie 
matériel  invariable.  Nous  simplifierons 
la  question  en  supposant  que  la  sur- 
face fixe  soit  un  plan;  dans  ce  cas 
particulier,  les  réactions  des  divers 
Fig.  83.  points  de  contact  du  corps  et  de  la  sur- 

face, étant  toutes  normales  au  plan,  sont  parallèles  entre  elles. 
Le  contact  du  corps  et  du  plan  peut  être  établi  par  un  point 
géométrique  unique,  ou  par  2,  3, ...  n  points;  il  peut  aussi 
s'étendre  à  une  surface  tout  entière,  comme  cela  a  lieu  lors- 
qu'un polyèdre  repose  sur  une  table  par  une  de  ses  faces; 
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dans  ce  cas,  le  nombre  des  points  de  contact  doit  être  consi- 
déré comme  infini* 

Soit  PP  le  plan  fixe,  et  A,  B,  C,  ...  les  points  de  contact  du 
corps  avec  ce  plan.  Les  réactions  du  plan  sur  le  corps  seront 
des  forces  AR,  BR',  CR"j ...  perpendiculaires  à  PP.  Nous  pren- 
drons le  plan  fixe  pour  plan  XOY  ;  nous  y  mènerons  deux  axes 
rectangulaires  OX,  OY,  et  par  le  point  0  nous  élèverons  le 
troisième  axe  OZ,  normal  aux  deux  premiers. 

Appelons  a?,  y  les  coordonnées  du  point  A,  x\  y'  celles  du 
point  B,  sf\  t/",  celles  du  point  C,  etc.  Soient  toujours  X', 
¥',  Z',  L\  M',  N',  les  composantes  suivant  les  axes  de  la  résul- 
tante de  translation  et  du  couple  résultant  des  forces  données 
qui  sollicitent  le  corps  ;  nous  écrirons  de  la  manière  suivante 
les  six  équations  d'équilibre  : 


(1) . 

X'=0, 

(2) 

Y'=0, 

15) 

Z'  +  R  +  R'  +  R»+...  =  0, 

W 

I/  +  Rj/  -1-  R'i/'  +  Ry  + . . .  =  0, 

(5) 

M'— Ra;  —  R'*»  —  RV  — . . .  =  0, 

(6) 

N'=0. 

Les  équations  (1),  (2)  et  (6)  ne  contenant  pas  les  réactions 
inconnues R,  R',  R",'...,  sont  des  conditions  d'équilibre.  Elles 
expriment  que  les  forces  données  ont  une  résultante  unique 
normale  au  plan  PP;  en  effet,  les  équations  X'=0,  Y'=0, 
N"=0,  satisfont  à  l'équation  générale 

L'X'+M'Y'-fN'Z'=0, 

laquelle  nous  montre  (g  67)  que  les  forces  données  ont  une 
résultante  unique.  Cette  résultante  est  normale  au  plan 
XOY,  puisque  ses  composantes  X',  Y',  parallèles  aux  axes 
OX,  OY,  sont  toutes  deux  nulles.  Elle  est  parallèle  à  Taxe 
des  Z,  ce  qui  annule  le  moment  N'  par  rapport  à  cet  axe.  La 
résultante  se  réduit  par  conséquent  à  Z'.  Les  équations 
(3),  (4),  (5).  renferment  tout  ce  que  la  statique  nous  apprend 
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au  sujet  des  réactions  R^R',  R",  ....  Mais  ici  plusieurs  cas  sont 
à  distinguer,  suivant  le  nombre  des  points  «d'appui. 

1**  Supposons  qu'il  n  y  ait  qu'un  point  d'appui,  A  (fig.  84). 
Dans  ce  cas,  les  forces  données  doivent  être  équilibrées  par 
la  réaction  R  de  cet  appui.  Pour  cela,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  résultante  des 
forces  données,  normale  au  plan  PP  en 
^ 7     vertu  des  conditions  générales  expri- 


0 


'y     y.      mées  par  les  équations  (1),  (2)  et  (6), 
passe  au  point  A.  Les  équations  (3),  (4) 


Fig.  84.  gj  ^gj  j^Qyg  j^  montrent.  Elles  prennent 

en  effet  dans  ce  cas  parjiculier  la  forme  suivante  : 


Z'  +  R  =  0, 
L'+Ry=T), 
M'— Ra:  =  0. 


La  première  détermine  la  valeur  de  la  réaction  R,  qui  est 
égale  et  contraire  à  la  résultante  V. 

R  élant  déterminée^  les  deux  équations  suivantes  sont  des 
équations  de  condition  qui  doivent  être  vérifiées  d'elles-mêmes. 
Remplaçant  R  par  —  Z',  il  vient 


M'+Z'a:  =  0. 


Or  L'  est  le  moment  de  la  résultante  Z'  par  rapport  à 
Taxe  OX;  ce  moment  étant  égal  à  Z'y,  la  résultante  perce 
le  plan.PP  à  une  distance  de  Taxe  OX  égale  à  t/;  Téquation 
M'  -4-  Z'a;  =  0  montre  de  même  qu'elle  perce  le  plan  à  la  dis- 
tance X  de  l'axe  OY.  Le  point  A  est  donc  le  point  de  passage  de 
la  résultante  des  forces  extérieures. 

Lorsqu'il  y  a  un  seul  point  de  contact,  les  conditions  d'équi- 
libre sont  ainsi  au  nombre  de  cinq  ;  elles  expriment  que  les 
forces  extérieures  peuvent  se  ramener  à  une  force  unique, 
normale  au  plan,  et  passant  parle  point  donné;  la  réaction 
du  plan  est  alors  complètement  déterminée. 

2*^  Supposons  qu'il  y  ait  deux  points  de  contact,  A  et  B 
(fig.  85). 
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Les  équations  (3),  (4)  et  (5)  deviendront,  en  ne  conservant 
que  deux  réactions, 

Z'  +  Rh-R'=0, 
L'+Ry-i-Ry  =  0, 
M'— Ua:— RV=0. 

Pour  interpréter  facilement  ces  équations,  supposons  qu'on 
ait  pris  pour,  axe  OX  la  droite  AB;  on  aura  alors  j/  =  0, 
V'  =  0,  et  la  seconde  équation  deviendra  z 


L'  =  0. 


B      X 


Les  deux  autres  équations  serviront  à 
déterminer  les  réactions  R  et  R'*  V  / 

Dans  le. cas  où  les  points  d'appui  sont     y^- ^ 

au  nombre  de  deux,  il  faut  pour  Véqui-  ^'e:-  85. 

Kfrre,  outre  les  conditions  générales,  que  la  somme  des  moments 
des  forces  soit  nulle  par  rapport  à  la  droite  passant  par  les  deux 
pomts  d^ appui.  11  faut,  en  d'autres  termes,  que  les  forces  don- 
nées aient  une  résultante  unique^  normale  au  plan  PP,  et  ren- 
contrant la  droite  AB,  qui  joint  les  points  d^appui.  Les  réac- 
tions des  deux  points  A  et  B  sont  encore  déterminées  par  la 
statique. 

5**  Supposons  qu'il  y  ait  trois  points  d'appui.  A,  B,  C. 

Les  trois  équations  (3),  (4)  et  (5)  deviendront 

Z'  +  Rh-R'H-R''  =  0, 
L'H-R2/  +  RyH-Ry  =  0. 
M'  — Ra;  — RV  — R''a:^  =  0. 

Elles  sont  en  nombre  égal  au  nombre  des  inconnues  R, 
R%  R''  ;  elles  suffisent  donc  en  général  à  les  déterminer  ;  il  y  a 
cependant  un  cas  d^exception  :  c'est  le  cas  où  les  trois  points 
A,  B,  C  sont  sur  une  même  ligne  droite  ;  car,  si  Ton  prend 
cette  droite  pour  axe  OX,  les  coordonnées  y,  y\  y"  étant  nulles 
ensemble,  l'équation  (4)  se  réduit  à  L'  =  0,  ce  qui  donne  une 
nouvelle  condition  d'équilibre  ;  alors  les  deux  équations  (5) 
et  (5)  ne  suffisent  plus  pour  déterminer  les  trois  inconnues 
R,  R'  et  R". 
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Le  cas  de  trois  points  d'appui  se  décompose  donc  en  deux  : 

Si  les  trois  pointa  d'appui  sont  en  ligne  droite,  il  faut,  pour 
qu*il  y  ait  équilibre,  que  la  résultante  des  forces  données  coupe 
en  un  certain  point  la  ligne  droite  passant  par  les  points  d'ap- 
pui; les  réactions  de  ces  appuis  ne  sont  pas  déterminées  par 
les  équations  de  la  statique. 

Si  les  trois  points  d'appui  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  il  n'y 
a  pas  d'autres  condilions  d'équilibre  que  les  condilions  géné- 
rales (1),  (2)  et  (6);  et  les  réactions  des  appuis  sont  dèfermi* 
nées  parles  équations  (3),  (4)  et  (5). 

4**  S'il  y  a  plus  de  trois  points  d'appui,  et  s'ils  ne  sont  pas 
en  ligne  droite,  il  n'y  a  pas  de  nouvelles  conditions  d'équi- 
libre, mais  les  trois  équations  (3),  (4)  et  (5)  sont  insuffisantes 
pour  déterminer  les  réactions  inconnues. 

Si  tous  les  points  d'appui  sont  en  ligne  droite,  il  faut  ajouter 
une  nouvelle  condition  d'équilibre,  exprimant  que  la  résul- 
tante des  forces  données  rencontre  la  droite  contenant  tous  les 
points  d'appui. 

92.  Lorsque  le  corps  solide,  au  lieu  d'être  assujetti  à  glis- 
ser sur  le  plan  sans  pouvoir  s'en  détacher  d'un  côte  ni  de 
l'autre,  est  simplement  posé  sur  le  plan,  il  y  a  de  nouvelles 
conditions  à  ajouter  à  celles  que  nous  avons  trouvées.  On 
doit  exprimer  en  effet  que  les  réactions  R,  R',  R", ...  sont  diri- 
gées du  côté  du  plan  vers  lequel  le  corps  peut  s'en  détacher;  car, 
par  hypothèse,  le  plan  n'exerce  aucune  action  pour  retenir  le 
corps,  lorsqu'on  cherche  à  Ten  détacher  de  ce  côté  (cf.  g  77). 
Supposons  que  l'axe  OZ  ait  été  dirigé  de  ce  côté  particulier  du 
plan  :  il  faudra  que  les  réactions  R,  R',  R",  ...  soient  toutes 
positives.  Or  leur  somme  est  égale  à  —T\  en  vertu  de  l'équa- 
tion (3);  donc  il  faut  que  —  Z'  soit  positif,  ou  que  Z'  soit  né- 
gatif, ou  qu'enfin  la  résultante  des  forces  extérieures  tende  à 
appuyer  le  corps  sur  le  plan,  et  non  à  l'en  détacher.  Cette 
nouvelle  condition  est  suffisante  pour  compléter  l'équilibre 
lorsqu'il  n'y  a  qu'un  point  d'appui. 

S'il  y  en  a  deux,  A  et  R,  il  faut,  pour  que  les  réactions  R 
et  R'  soient  toutes  deux  positives,  que  la  résultante  des  forces 
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extérieures  coupe  la  droi(e  AB  entre  les  deux  points  A  el  B.  La 
force  Tl  est  alors  décomposable  en  deux  forces  parallèles  el  de 
même  sens,  appliquées  en  A  et  B,  et  qui  seront  égales  et  con- 
traires aux  réactions  cherchées  (fig.  86). 


2» 
Fig.  86. 


Fig.  87. 


S'il  y  a  trois  points,  non  en  ligne  droite,  A,  B,  C,  la  résul- 
tante des  forces  extérieures  devra,  pour  l'équilibre,  passer  dans 
l'intérieur  du  triangle  ABC.  Supposons,  en  effet,  qu'elle  passe 
par  un  point  I,  extérieur  à  ce  triangle  (fig.  87).  L'un  des 
côtés  CB  du  triangle,  prolongé  indéfiniment,  laissera  le  point  I 
et  le  sommet  A  de  différents  côtés  de  sa  direction.  Or  la 
résultante  appliquée  en  I  est  dirigée  de  haut  en  bas  ;  la  réac- 
tion du  plan  sur  le  point  A  ne  peut  être  dirigée  que  de  bas 
en  haut.  Ces  deux  forces  tendraient  toutes  deux  à  faire  tour- 
ner le  corps  dans  un  même  sens  autour  de  CB.  L'équilibre 
ne  serait  donc  pas  possible,  et  le  corps  chavirerait  autour  du 
côté  CB. 

Il  faut  donc,  pour  l'équilibre;  que  le  point  de  passage  de  la 
résultante,  I,  soit  compris  à  l'intérieur  du  triangle  ABC.  Celle 
condition  remplie  (fig.  88),  il  sera  facile 
de  déterminer  les  réactions  positives  des 
points  A,  B,  C.  Prenons  les  moments  des 
forces  par  rapport  à  un  côté  quelcon- 
que, BC.  Abaissons  des  points  A  et  I, 
sur  ce  côté  BC,  des  perpendiculaires 
AA',  la.  Appelons,  comme  tout  à  l'heure, 
Z'  la  résultante  des  forces  extérieures,  laquelle  est  négative 
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par  hypothèse;  son  moment  par  rapport  à  l'axe  BC  sera  égal 
kl'xla;  le  moment  de  la  réaction  R  du  point  A  sera  égal 
à  RxAA';  les  moments  des  autres  réactions  sont  nuls,  de 
sorte  qu'on  a  Téquation 

Z'xla  +  RXAA'=0, 

ou  bien 

Mais  la  et  AA'  sont  les  hauteurs  des  triangles  IBC,  ABC,  les- 
quels ont  une  base  commune  BC,  et  sont  entre  eux  comme 
leurs  hauteurs;  la  réaction  du  point  A  est  donc  à  la  résul- 
tante des  forces  extérieures,  prise  en  valeur  absolue,  comme 
le  triangle  IBC  est  au  triangle  ABC.  De  même,  la  réaction  R' 
du  point  B  est  à  la  même  résultante  comme  le  triangle  lAC 
est  au  triangle  ABC,  et  la  réaction  R"  du  point  C  est  à  la  résul- 
tante comme  le  triangle  lAB  est  au  triangle  ABC.  La  résultante 
des  forces  extérieures  est  d'ailleurs  la  sommé  des  trois  réac- 
tions R,  R',  R",  et  le  triangle  ABC  est  la  somme  des  trois 
triangles  IBG,  lAC,  lAB;  on  peut  donc  dire  que  la  résultante 
des  forces  extérieures  se  partage  entre  les  trois  points  d'ap- 
pui A,  B,  C,  proportionnellement  aux  aires  des  triangles  IBG, 
lAC,  lAB,  qui  ont  pour  sommet  commun  le  point  I,  et  pour 
bases  les  côtés  du  triangle  opposés  aux  points  d'appui. 

Si  les  trois  points  A,  B,  C  sont  en  ligne  droite,  les  triangles 
lAC,  IBC  deviennent  nuls,  et  la  répartition  des  réactions  reste, 
comme  nous  l'avons  vu,  indéterminéie.  Mais  il  faut  toujours, 
pour  que  les  réactions  soient  positives,  que  la  résultante  des 
forces  extérieures  coupe  la  droite  des  appuis  entre  les  appuis 
extrêmes;  autrement  elle  tendrait  à  faire  basculer  le  corps 
autour  de  l'appui  le  plus  voisin. 

Enfin,  s'il  y  a  plus  de  trois  appuis,  et  s'ils  ne  sont  pas  en 
ligne  droite,  on  prouverait,  comme,  nous  l'avons  fait  pour  le 
cas  de  trois  appuis,  qu'il  faut,  pour  qu'il  y  ait  équilibre,  que 
la  résultante  des  forces  extérieures  passe  au  dedans  du  poly- 
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gone  convexe  que  l*on  peut  former  en  joignant  tous  les  points 
d'appui  ;  autrement,  elle  tendrait  à  renverser  le  corps  autour 
de  1  un  des  côtés  de  ce  polygone. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  à  un  nombre  d'appuis 
aussi  grand  qu'on  voudra,  et  par  suite  à  une  surface  (T appui 
comprenant  un  nombre  infini  de  points  de  contact;  si,  par 
exemple,  le  corps  solide  repose  sur  le 
plan  fixe  par  une  surface  terminée  au 
contour  ABCDEFGHA,  que  cette  surface 
soit  d'ailleurs  pleine  ou  évidée,  il  faut  et 
il  suffit,  pour  l'équilibré,  que  les  forces 
extérieures  aient  une  résultante  unique, 
normale  au  plan,  et  que  le  point  d'ap- 
plication de  cette  résultante  soit  compris  dans  le  polygone  formé 
par  les  directions  des  droites  autour  desquelles  le  corps  peut 
basculer^  c'est-à-dire  dans  V intérieur  du  contour  convexe 
ABDEFKHA,  qu'on  obtient  en  supprimant  les  parties  rentrantes 
BCD,  FGE,  du  contour  effectif. 


Fig.  89. 
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CHAPITRE  III 

ÉQUILIBRE  DES  SYSTÈMES  MATÉRIELS.  -  SOLIQES  NATURELS. 
FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT. 


APPLICATION   DES   SIX  ÉQUATIONS   d'ÉQUILÏBRE   AUX    SYSTÈMES 
MATÉRIELS  QUELCONQUES. 

93.  Les  six  équations  que  nous  avons  obtenues,  équations 
nécessaires  et  suffisantes  pour  assurer  Téquilibrc  d'un  solide 
invariable,  s'appliquent  à  l'équilibre  dé  tout  système  maté- 
riel ;  elles  sont  encore  nécessaires,  mais  elles  jie  sont  plus 
suffisantes.  Le  théorème  auquel  on  parvient  en  étendant  ces 
équations  aux  systèmes  non  solides,  peut  se  formuler  comme 
il  suit  : 

Dans  tout  j^ystème  matériel  en  équilibre^  la  somme  algébrique 
des  composantes  des  forces  extérieures  estimées  parallèlement 
à  un  même  axe  quelconque  est  égale  à  zéro,  et  la  somme  des 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  un  axe  quelconque 
est  aussi  égale  à  zéro.  L'application  de  ce  théorème  donne  six 
équations  distinctes,  et  pas  plus  de  six. 

Le  système  éfant  par  hypothèse  en  équilibre,  on  ne  trou- 
blera pas  son  état  d'équilibre  en  y  ajoutant  de  nouvelles  liai- 
sons {§  78).  Choisissons  ces  liaisons  nouvelles  de  manière  à 
solidifier  Je  système,  c'est-à-dire  à  fixer  les  diverses  parties 
qui  le  composent  dans  des  positions  invariables  les  unes  par 
rapport  aux  autres.  Nous  obtiendrons  ainsi  un  système  solide 
qui  aura  même  forme  que  le  système  donné,  qui  sera  sollicité 
par  les  mêmes  forces  extérieures,  et  qui  enfin  sera  en  équi- 
libre comme  lui.  Le  théorème  sera  donc  vérifié,  et  par  suite 
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les  six  équations  d'équilibre  qui  en  sont  la  traduction  algé- 
brique, s^applîquerontaux  forces  sollicitant  le  système  donné, 
comme  si  ce  système  élait  un  solide  invariable. 

Mais  ces  six  équations,  qui  suffisent  pour  l'équilibre  d'un 
solide  géométrique,  ne  suffiront  généralement  pas  pour  l'équi- 
libre du  système  donné  ;  le  système  solidifié  par  TintroduCtion 
des  liaisons  que  nous  avons  ajoutées  est,  il  est  vrai,  en  équi- 
libre en  vertu  des  six  équations,  mais  la  suppression  des 
liaisons  altère  les  conditions  d'équilibre,  en  donnant  aux  di- 
verses parties  du  système  une  liberté  qu'elles  ne  possédaient 
pas  dans  le  système  solidifié. 

Pour  être  certain  de  Téquilibre  d'un  système  matériel  non 
invariable,  il  faut  donc  véritier  les  six  équations  non-seule- 
ment sur  le  système  entier,  mais  encore  sur  ses  diverses  par- 
ties, de  quelque  manière  qu'on  le  décompose,  par  exemple, 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  à  opérer  sur  des  corps  solides,  l'équi- 
libre de  tels  corps  étant  assuré  par  ces  six  équations.  On  ne 
fera  entrer  dans  les  équations  d'équilibre  d'une  portion  quel- 
conque que  les  forces  extérieures  à  celte  portion.  Parmi  ces 
forces  extérieures  figurent  certaines  forces  intérieures  au 
système  entier,  à  savoir  les  réactions  des  portions  voisines. 
L*équilibre  sera  assuré  si  les  six  équations  sont  vérifiées  non- 
seulement  pour  l'ensemble  du  système,  mais  encore  pour  une 
quelconque  de  ses  parties,  si  petite  qu'elle  soit  ;  cette  condition 
est  suffisante,  car  si  l'équilibre  des  points  matériels  constituant 
le  système  est  assuré  pour  chacund'eux  pris  individuellement, 
il  est  évident  que  l'équilibre  du  système  entier  en  est  une  con- 
séquence nécessaire. 

Cette  méthode  s'applique  particulièrement  aux  solides  natu- 
rels, qui,  au  lieu  d'être  invariables  comme  les  solides  géomé- 
triques, sont  doués  d'une  certaine  élasticité,  se  déforment  sous 
l'action  de  toute  force  qu'on  y  applique,  et  tendent  à  revenir 
à  leur  forme  primitive  lorsque  la  force  est  supprimée.  La 
force  extérieure  qu'on  applique  à  un  solide  naturel,  a  pour 
effet  d'altérer  les  distances  mutuelles  des  molécules  du 
corps.  Celle  alléralion  des  distances  entraîne  une  altération 
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choix  légitime  dans  une  science  abstraite.  La  mécanique  ap- 
pliquée ne  confère  pas  le  même  droit,  et  si  elle  est  souvent 
forcée  de  recourir  à  des  hypothèses,  il  reste  à  vérifier  en- 
suite, au  moyen  de  l'expérience,  Taccord  de  ces  hypothèses 
avec  les  faits  observés. 

95.  Les  exemples  que  nous  avons  donnés  dans  ce  livre 
montrent  que  les  équations  de  la  statique  ne  suffisent  pas  tou- 
jours pour,  déterminer  entièrement  les  réactions  des  liens 
qui  restreignent  la  liberté  d'un  système  solide.  Lorsque  les 
équations  sont  en  nombre  suffisant,  les  réactions  deviennent 
connues,  et  on  peut  voir  si  elles  excèdent  ou  non  la  limite 
de  la  charge  qui  compromet  la  résistance  des  liens  ;  on  peut 
aussi  s'en  servir  pour  déterminer  les  déformations  subies  par 
le  système.  Lorsque,  au  contraire,  les  équations  de  la  statique 
sont  en  nombre  insuffisant,  la  distribution  des  réactions  in- 
connues dépend  de  la  déformation  du  système,  et  le  problème 
devient  beaucoup  plus  difficile  à  traiter. 

Par  exemple,  si  un  point  matériel  pesant  est  suspendu  à 
un  fil  attaché  à  un  point  fixe,  la  statique  montre  (§  79)  que 
Téquilibre  a  lieu  lorsque  ce  fil  est  vertical,  et  que  la  tension 
du  fil  est  égale  au  poids  du  point  matériel.  On  pourra  donc 
calculer  rallongement  pris  par  le  fil  sous  l'action  de  ce 
poids,  et  reconnaître  si  la  tension  du  fil  met  sa  résistance  en 
danger. 

Mais  si  l'on  cherche  les  pressions  exercées  par  nno  poutre 
posée  sur  trois  appuis  en  ligne  droite,  et  chargée  de  poids 
appliqués  en  divers  points  de  sa  longueur,  la  statique 
(g  91,  3^)  ne  donne  que  deux  relations  entre  les  trois  réactions 
inconnues,  et  la  distribution  du  poids  total  entre  les  trois 
appuis  dépend  des  lois  de  la  flexion  des  poutres  élastiques. 
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PRESSIONS  EXERCÉES  SUR  LE  SOL  PAR  LES  QUATRE  PIEDS  D'ONE  TABLE. 

96.  Une  table  reclangulaire  ABCD,  soutenue  à  ses  quatre 
angles  par  des  pieds  verticaux,  qui  se  projettent  en  MN,  PQ, 
Sur  le  plan  vertical,  repose  sur  un  terrain  horizontal  XY.  Elle 
est  soumise  à  Faction  d'une  force  verticale  F,  appliquée  en 
un'  point  (0,  0')  de  sa  surface  su- 
périeure. On  demande  les  pressions 
développées  dans  les  pieds  de  la 
table,  ou  dans  les  régions  du  sol  sur 
lesquelles  ces  pieds  s'appuient. 

Le  nombre  des  appuis  étant  supé- 
rieur à  3,  le  problème  ne  peut  être 
entièrement  résolu  par  les  équations 
de  la  statique  (g  91,  4^),  et  la  solu- 
tion dépend  de  la  loi  physique  sui-  ^^«'  ^• 
vont  laquelle  s'opère  la  déformation  des  parties  en  contact 
aux  points  A,  B,  C,  D. 

Nous  supposerons  que  la  déformation  porte  exclusivement 
sur  le  sol,  ce  qui  revient  à  attribuer  aux  pieds  de  la  table  une 
très-grande  rigidité  comparativement  à  la  raideur  du  terrain; 
nous  admettrons,  en  outre,  que  les  pieds  de  la  table  s'enfon- 
cent chacun  dans  le  sol  d'une  quantité  proportionnelle  à  la 
pression  qu'il  exerce,  de  sorte  que,  si  on  appelle  w  la  section 
droite  du  pied,  x  la  quantité  dont  il  pénètre  dans  le  terrain, 
et  K  un  coefficient  déterminé  par  expérience,  la  pression  P 
exercée  par  le  pied  soit  donnée  par  l'équation 

p  =  Kwx. 

On  supposera  enfin  que  les  tassements  soient  assez  petits 
pour  qu'on  paisse  encore  considérer  les  pieds  comme  verti- 
caux après  la  déformation  du  sol.  Les  réactions  seront  aussi 
verticales,  et  parallèles  à  la  force  F. 

Appelons  a,  &  les  dimensions  horizontales  de  la  table; 

n.  —  Mise.  CCLUOKON.  iO 
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w,  n  les  distances  du  point  0  aux  côtés  AB,  AD  ;  et  P,  P',  P",  P'" 
les  réactions  inconnues  des  appuis  A,  B,  C,  D. 
.  Nous  aurons  d'abord  entre  ces  quatre  inconnues  les  trois 
équations  que  fournit  la  statique,  savoir  :  Téqualion  des  forces 
projetées  sur  une  verticale,  et  les  équations  des  moments  par 
rapport  aux  deux  axes  AB,  AD  : 

(1)  P  +  P'+P''-|-P"'  =  F. 

(2)  (P'-+-P'')fl  =  Fm. 

(3)  (P^+P'^lftrziFn. 

Il  faut  une  qualrième  équation  pour  achever  de  déterminer 

les  quatre  inconnues.  Cette  quatrième  équation  se  déduira  de 

notre  hypothèse  sur  la  déformation  du  sol  aux  quatre  points 

d'appui.  Les  enfoncements  respectifs  des  points  A,  B,  C,  D, 

P     P'    P"   P'" 
seront  exprimés  par  les  rapports  |t-,  ^i  |^,  ^,  les  quatre 

pieds  ayant  la  même  section  b).  Ces  tassements  sont  tous  sen- 
siblement verticaux  ;  d^ailleurs  les  extrémités  inférieures  des 
pieds  doivent  être  dans  un  même  plan,  après  comme  avant  la 
déformation,  et  comme  ils  sont  les  sommets  d'un  parallélo- 
gramme, il  existe  entre  le  nouveau  point  B  et  le  nouveau 
point  A  la  même  différence  de  hauteur  qu'entre  le  nouveau 
point  C  et  le  nouveau  point  D,  c'est-à-dire  qu'on  a  entre  les 
quatre  tassements  la  relation 


p/         p         ytt      ^f/f 
Rw       Kû)       Kw       Kw 

ou  bien 

{*) 

P'-.P  =  P''—P//', 

équation  qui  ne  contient  plus  le  coefficient  K. 

Les  quatre  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4)  déterminent  entiè* 
rement  les  forces  cherchées. 

De  la  dernière  on  tire 

p  4-  p"  =  p'  -|-  P"'. 

Comparant  à  Téquation  (1),  on  en  déduit 
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el 

Des  équations  (2)  et  (3)  on  tire,  en  les  retranchant,  après 
avoir  divisé  la  première  par  a  et  la  seconde  par  b, 


Donc 


et  par  suite 


2\2       a      b)' 


Ces  équations  donneront  pour  P,  P',  P',  P'"  les  valeurs 
cherchées,  mais  pour  être  admissibles,  il  faut  qu'elles 
soient  toutes  positives  ;  car,  pour  que  l'une  fût  négative,  il 
faudrait  que  le  pied  exerçât  sur  le  sol  une  traction  au  lieu 
d'une  pression,  ce  qui  est  impossible,  puisque  la  table  est 
seulement  posée  sur  le  sol,  sans  y  être  attachée  à  demeure. 

Il  faut  donc,  pour  que  la  solution  soit  admissible,  que  Ton 
ait  à  la  fois  : 

m      n  1 

a^b^^V 

m      ^  ^^ 

H'^b^V 

m      n       1 

m      w       3 
â'^6^2* 

Ces  conditions  sont  toutes  salisfailes  quand  le  point  0 
se  trouve  à  l'intérieur  du  losange  ILRS  obtenu  en  joignant 
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les  milieux  des  côtés  du  rectangle  ABCD  formé  par  les  appuis. 
Si,  au  contraire,  la  force  F  était  appliquée  en  dehors  de  ce  lo- 
sange ,  par  exemple  en  0'  dans   le  triangle  LCR ,   Tune 

des  quatre  conditions,  la  condition- -h  t  <ô>  "^  sérail  plus 

remplie,  et,  par  suite,  le  calcul  assignerait  à  la  pression  P  du 
pied  opposé,  A,  une  valeur  négative  inad- 
missible. Ceci  indique  qu'en  réalité  le 
pied  A  ne  porte  pas  sur  le  sol  ;  le  calcul, 
établi  d'après  l'hypothèse  que  le  sol  exerce 
sur  la  table  une  réaction  appliquée  en  ce 
point  A,  est  donc  à  recommencer  en  sup- 
posant nulle  la  réaction  P.  Mais  alors  le  nombre  des  appuis  est 
réduit  à  trois,  et  la  statique  suffit  pour  déterminer  les  trois 
pressions  inconnues.  Appliquant  aux  trois  appuis  B,  C,  D,  la 
règle  donnée  §  92,  on  trouvera  la  véritable  solution  au  moyen 
des  équations  : 

p  =  o, 

!>._  L^ ..  sui^f-  Q^DG  _  r. ..  surf.  O^DC 
"^  ""'^surf.  BDC~^^  (axb\  '  . 

D/>-  p  ..  surf'  Q^PB  _  ^  _  surf.  O^DB 
^     ^  surf.  BDG  ■"     ^  /ax6\  ' 


"     ^  surf.  BDC  ~  '  ^  /i>i?\  ' 

Dans  tous  les  cas,  on  connaîtra  les  pressions  développées 
dans  les  pieds  de  la  table  ;  on  pourra  donc  calculer,  par  la 
formule  P=Kwa;,  les  tassements  correspondants  du  sol. 

97.  Revenons  au  premier  cas.  L'équation  (4)  nous  apprend 
que  les  sommes  P  +  P%  P'  +  P'",  sont  égales;  Pcquation  (1) 
nous  montre  d'ailleurs  que  la  somme  des  quatre  réactions 
est  égale  à  la  force  F  ;  d'où  résulte  que  les  sommes.  P  -f-  P"  et 

P'-fP'"  sont  égales  à  ^.  Cela  posé,  on  peut  achever  géoraé- 
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triquement  la  solution  du  problème  ainsi  qu'il  suil  (fig.  92). 

Les  deux  réactions  P  et  P*,  appliquées  I  une  en  A,  Taulre 

en  C,  sont  parallèles,  et  se  composent  en  une  seule  force  égale 

F 
à  leur  somme  P-f-P",  ou  à  ^  ;  la  résultante  est  appliquée  en 

un  point  E  de  la  diagonale  AC. 

De  même,  les  réactions  P'  et  F"  des  points  |B  et  P  ont  une 
F 
résuManteégaleà^,  appliquée  en  un  point  G  de  la  diago- 
nale BD. 

F 

Les  deux  forces  parallèles,  égales  à  ^,  appliquées  Tune 

en  E,  l'autre  en  G,  se  composent  en  une  seule,  égale  à  leur 

somme,  ou  égale  à  F,  et  appliquée  au  milieu  de  la  droite  EG  ; 

il  faut  et  il  suffît,  pour  Téquilibre,  que 

celte  force  soit  égale  et  contraire  à  la 

force  donnée  F,  appliquée  au  point  0  :  le 

point  0  est  donc  le  milieu  de  la  droite  EG, 

el, par  conséquent,  on  trouvera  les  points 

E  et  G  en  menant  par  le  point  donné  0  F'&-  ^• 

une  droite  telle,  que  le  point  0  soit  le  milieu  de  la  portion  de 

celte  droite  inscrite  dans  Tangle  CHB  formé  par  les  diagonales 

du  rectangle. 

Par  le  point  0  menons  OT  parallèle  à  HC;  puis  prenons 
sur  l'autre  diagonale  HB,  à  partir  du  point  T,  une  longueur  TG 
égale  à  TH.  La  droite  GO  sera  la  droite  demandée. 

Nous    substituerons   à   la   force   F   deux  forces   égales 

F 
à  Si  appliquées  l'une  en  E,  l'autre  en  G. 

Nous  décomposerons  ensuite  la  première  en  deux  farces  ap- 
pliquées Tune  en  A,  Tautre  en  C  ;  elles  seront  déterminées  par 
les  équations 

*  "~2^AC' 

^  ""2^Ar* 
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Nous  décomposerons  de  même  la  seconde  en  deux  forces  P' 
etP'",  appliquées  l'une  en  B,i'autre  en  D  :    , 

F      DG 
S'^^DB' 

et  le  problème  sera  résolu. 

Pour  que  les  forces  P,  P',  P",  P'"  soient  toutes  quatre  posi- 
tives, il  faut  que  les  points  G  et  E  soient  situés  tous  deux  sur 
les  diagonales  du  rectangle,  et  non  sur  leurs  prolongements. 
Cette  condition  sera  toujours  remplie  si  le  point  0  est  dans  le 
losange  ILRS. 

On  exprime  en  effet  ces  conditions  en  posant  les  inégalités 


Mais 
Donc 


HE<HC, 
HG  <  IIB. 

HE=T0x2    et    HG  =  HTx2. 


T0<î^       et       HT<i^. 


Prenons  le  milieu  y  de  la  demi -diagonale  HG,  le  mi- 
lieu p  de  la  demi-diagonale  HB,  et  menons  par  ces  points  des 
parallèles  ^L,  pL  aux  diagonales  ;  ces  deux  parallèles  se  cou- 
peront en  L  au  milieu  du  côté  BC,  et  les  quatre  pressions 
seront  positives,  le  point  0  étant  toujours  supposé  dans  l'angle 
CIIB,  s'il  est  situé  dans  le  parallélogramme  Ur{L^.  La  même 
condition  est  applicable  aux  trois  autres  angles  formés  par 
les  demi- diagonales;  et  Ton  retrouve  le  losange  ILRS  pour  la 
limite  en  dedans  de  laquelle  il  faut  appliquer  la  force  F,  si 
l'on  veut  que  les  quatre  pied  s  ^e  la  table  soient  chargés. 

On  peut  remarquer  que,  lorsque  la  force  F  est  appliquée 
au  centre  H  de  la  table,  les  quatre  pieds  supportent  des  pres- 
sions égales;  le  point  H  est  le  seul  qui  assure  cette  égalité  des 
pressions. 
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DU  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT. 


98.  Dans  les  exemples  donnés  plus  haut,  nous  avonâ 
admis  que,  lorsqu'un  point  est  assujetti  à  glisser  sur  une 
surface  ou  sur  une  courbe  fixe,  la  réaction  de  la  surface  ou 
de  la  courbe  est  normale.  L'expérience  dément  celte  hypo- 
thèse. Quand  on  fait  glisser  un  corps  sur  une  surface  ma- 
térielle^  la  réaction  de  la  surface  sur  le  corps  n'est  pas  nor- 
male à  la  surface  :  elle  peut  se  décomposer  en  doux  forces, 
l'une  normale  etTautre  tangentielle,  et  cette  dernière  compor 
santé  prend  le  nom  de  frottement  de  glissement. 

L'étude  expérimentale  du  frottement  a  été  faite  par 
Coulomb,  en  1781,  et  l'on  se  sert  encore  aujourd'hui  des  lois 
suivantes  qu'il  a  le  premier  formulées. 

Quand  un  corps  mobile  glisse  sur  une  surface  fixe^  le  frotte- 
ment quHl  subit  est  une  force  tangentielle  à  la  surface^  et  dirigée 
en  sens  contraire  du  mouvement  ;  cette  force  dépend  de  la  nature 
des  surfaces  en  contact;  elle  est  indépendante  de  leur  étendue  et 
de  la  vitesse  de  glissement;  enfin  elle  est  proportionnelle  à  la 
pression  mutuelle  qui  s  exerce  normalement  à  ces  surfaces.  En 
vertu  du  principe  de  Taclion  et  de  la  réaction,  un  frottement 
égal  et  contraire  est  subi  par  la 
surface  fixe  sur  laquelle  le  glisse- 
ment a  lieu. 

•  Soit  RR'  un  plan  fixe,  sur  lequel 
glisse  le  corps  ABCD  dans  le  sens 
de  la  flèche  a  ;  le  contact  a  lieu 
sur  toute  retendue  de  la  face  CD. 
La  force  P  est  la  pression  normale 
exercée  par  le  corps  sur  le  plan  RR'  ;  une  force  égale  et  contraire, 
P',  sera  la  réaction  de  la  surface  sur  le  corps*  Les  lois  du  frot- 
tement nous  apprennent  qu'en  outre  de  cette  force  normale  P', 
la  surface  exerce  sur  le  corps  une  réaction  tangentielle  F, 
dirigée  en  sens  contraire  du  mouvement,  et  que  le  corps  exerce 


Fig.  93. 
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sur  la  surface,  dans  le  sons  du  mouvement,  une  force  égale 
et  contraire  F'.  Les  forces  F  et  F',  égales  et  contraires,  sont 
en  réalité  les  résultantes  de  forces  mutuelles  réparties  sur  les 
divers  éléments  en  contact  dans  la  surface  de  glissement  CD. 
De  même  P  et  P'  sont  les  résultantes  des  actions  normales  des 
mômes  éléments. 

Le  frottement  est  proportionnel  à  la  pression  :  en  d'autres 
termes,  les  forces  F  et  P  ont  entre  elles  un  rapport  qui  ne  dé- 
pend qiie  de  la  nature  des  surfaces  en  contact.  Il  est  facile  de 
s'expliquer  comment  ce  rapport  est  indépendant  de  retendue 
des  surfaces.  Décomposons  la  surface  CD  en  éléments  infini- 
ment petits  d'une  superficie  constante.  Imaginons  ensuite  que, 
sans  rien  changer  à  la  force  P,  nous  augmentions  la  surface  CD 
dans  le  rapport  de  1  à  2i  ce  qui  doublera  le  nombre  des  élé- 
ments; les  pressions  élémentaires  dont  la  force  P  est  la  résul- 
tante seront  toutes  réduites  dans  le  rapport  de  2  à  d.  Les 
frottements  élémentaires  seront  donc  aussi  réduits  dans  le 
même  rapport  ;  mais  cette  réduction'  sera  sans  influence  sur 
la  résultante  F,  puisqu'on  a  doublé  en  même  temps  le  nombre 
des  forces  qui  s'ajoutent  pour  la  former. 

La  résultante  S  des  forces  P'  et  F  est  la  réaction  totale  de 
la  surface  RR'  sur  le  corps  glissant.  La  force  égale  et  con- 
traire S';  résultante  des  forces  P  et  F',  est  Taction  totale  du 
corps  glissant  sur  la  surface  RR'. 

F 

Le  rapport  p  étant  constant  pour  les  mêmes  substances 

en  contact,  le  triangle  IFS,  rectangle  en  F,  est  sem- 
blable à  un  triangle  qu'on  peut  construire  a  'priori,  et 
les  angles  ISF,  FIS  sont  constants.  Le  premier  de  ces 
angles,  ISF=SIP',  est  l'angle  que  fait  la  réaction  totale  Y 
avec  la  normale  P'  à  la  surface  directrice;  on  l'appelle  angle 

F 

du  frottement.  Le  coefficient  du  frottement  est  le  rapport  /*=  =5 

de  la  force  tangentielle  à  la  réaction  normale.  C'est  la  tangeijte 
trigonomélrique  de  l'angle  du  frottement.  On  a  déterminé  au 
moyen  d'une  série  d'expériences  la  valeur  de  ce  rapport  pour 
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les  diverses  substances  qu'on  fait  glisser  les  unes  sur  les 
autres  dans  les  machines. 

le  frottement  est  le  résultat  de  la  déformation  subie  à  la 
fois  par  le  corps  glissant  ABCD,  et  par  la  surface  RR',  sous 
raclion  de  la  pression  mutuelle,  P,  qui  s'exerce  de  l'un  à 
l'autre  :  les  surfaces  en  contact  ne  conservent  plus  leurs 
formes  géométriques,  et  la  résultante  des  actions  moléculaires 
développées  dans  le  contact,  au  lieu  de  prendre  la  direction 
normale,  IP',  qu  elle  aurait  si  les  corps  étaient  parfaitement 
polis  et  complètement  invariables  de  forme,  prend  une  direc- 
tion déviée,  IS. 

Le  frotiement  est  indépendant  de  la  vitesse  du  glissement. 
Cette  loi  ne  doit  être  regardée  que  comme  approximative. 
Des  observations  récentes  ont  montré  que  dans  les  très- 

F 

grandes  vitesses,  le  rapport  |^  est  sensiblement  réduit  ;  on  sait 

d'ailleurs  depuis  longtemps  que  ce  rapport  est  plus  grand  au 
départ  du  corps,  c'est-à-dire  quand  le  glissement  commence 
et  que  la  vitesse  est  sensiblement  nulle,  que  quand  le  mou- 
vement est  une  fois  établi.  On  doit  donc  admettre  que  le  rap- 

F 
port  ^=/'est  une  fonction  de  la  vitesse  v  du  corps  mobile,  et 

que  celte  fonction  diminue  à  mesure, que  v  augmente.  Mais 
la  diminution  est  peu  sensible  pour  de  grandes  variations  de 
la  vitesse  v;  on  s'est  donc  contenlé  jusqu'ici  de  déterminer 
pour  deux  cas  principaux  les  valeurs  du  coefficient  f:  Tune 
correspond  au  départ,  l'autre  au  glissement  effectif,  sans  ac- 
ception de  vitesse. 

99.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici 'que  le  corps  ABCD 
glissait  sur  la  surface  RR'.  Il  nous  reste  à  étudier  ce  qui 
se  passe  lorsque  le  corps  mobile  reste  en  repos  sur  cette 
surface. 

Soit  ABCD  (ûg.  94)  un  corps  en  équilibre,  posé  sur  un  plan 
fixe.  Nous  supposerons  ce  corps  sollicité  par  une  force  S,  que 
nous  pouvons  décomposer  en  deux  :  l'une  IP,  normale, 
Tautre  IT,  parallèle  au  plan.  La  réaction  S'  du  plan  est  égale 
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et  contraire  à  la  force  S  ;  elle  se  décompose  de  même  en  deux 
forces,  égales  et  contraires  à  Pet  à T,  savoir  la  force  P%  réaction 

normale,  et  la  force  F,  qui  est  le 
frottement.  Nous  avons  donc  à  la 
fois  les  équations 

T  =  F. 

Laissons  la  force  P  constante, 
et  faisons  varier  la  force  T.  Si 
on  fait  d'abord  T  =  0,  c'est-à- 
dire  si  l'on  applique  au  corps 
ABCD  une  force  normale  P,  le  mouvement  de  glissement 
du  corps  ne  tend  pas  à  se  produire,  et  le  frottement 
est  nul.  Faisons  croître  ensuite  graduellement  la  force 
T.  Le  glissement  tendra  sans  doute  à  se  produire",  mais- 
l'expérience  montre  qu'il  n'aura  pas  lieu  quelque  petite  que 
soit  la  valeur  de  T,  et  que,  pour  faire  effectivement  glisser 
le  corps  sur  le  plan  RRT,  il  faut  y  appliquer  une  force  tangen- 
tielle  égale  ou  supérieure  à  une  certaine  limite;  or  cette 
limite  n'est  autre  que  le  produit  Pf  de  la  pression  normale  P 
par  le  coefficient /*  du  frottemeiil  relatif  au  départ.  Tant  que 
la  force  T  est  moindre  que  P/*,  la  surface  RR'  développe 
un  frottement  F,  égal  à  T,  et  qui  tient  cette  force  T 
en  équilibre.  Lorsque  au  contraire  T  est  supérieur  à  Pf,  te 
surface  RR'  ne  peut  développer  en  sens  contraire  qu'un  frot- 
tement égal  à  Pf,  et  par  suite  le  corps  est  sollicité  à  se  mou- 
voir parallèlement  au  plan  par  une  force  égale  à  T  —  Pf. 

Pour  l'équilibre,  il  faut  donc  que  la  force  T  soit  au  plus 
égale  au  produit  Pf,  ou  qu'on  àil  l'inégalité  T  <Pf. 

Sur  la  normale  au  plan, prenons  une  longueur  IP  pour  repré- 
senter la  force  P,  puis  élevons  sur  cette  droite,  au  point  J,  une 
perpendiculaire  PH,  que  nous  prendrons  égale  au  produit 
Pxf.  L'angle  HIP  sera  V angle  du  frottement.  Il  faudra  pour 
l'équilibre  que  la  force  IS,  appliquée  au  corps,  soit  diri- 
gée dans  l'angle  HIP.  La  droite  IH,  en  tournant  autour  de  IP, 
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engendre  un  cône  de  révolution  dont  le  demi-angle  au  centre 
est  égal  à  l'angle  du  frottement.  Appelons  ce  cône  le  cône  du 
frottement.  Nous  pourrons  exprimer  comme  il  suit  la  condi- 
tion d'équilibre  :  il  faut  et  il  suffit,  pour  l'équilibre ,  que  la 
force  extérieure  qui  applique  le  corps  contre  le  plan  soit  comprise 
au  dedans  du  cône  du  frottement. 

On  ne  doit  pas  oublier  que  le  frottement  effectif  subi  par  un 
corps  en  équilibre  sur  une  surface  est  égal  et  contraire  à  la 
composante  tangentielle  T  qui  tend  à  faire  glisser  le  corps,  et 
qu'il  devient  égal  à  sa  limite  Vf  à  l'instant  seulement  où  le 
glissement  va  commencer  ;  lorsque  le  mouvement  est  établi,  il 
reste  égal  à  chaque  instant  au  produit  Vf,  mais  le  nombre  f 
est  alors  le  coefficient  du  fr-oltement  des  corps  en  mouve- 
ment, et  non  le  coefficient  du  frottement  au  départ. 

100.  Nous  avons  supposé  que  le  plan,  sur  lequel  le  corps 
était  assujetti  à  glisser,  restait  fixe.  S'il  élait  mobile,  on  le 
ramènerait  à  êlre  fixe  en  considérant  le  mouvement  relatif 
du  corps  par  rapport  au  plan. 

Si,  au  lieu  d'un  plan,  le  corps  glissait  sur  une  surface,  on 
substituerait  à  chaque  instant  à  cette  surface  le  plan  langent 
mené  en  son  point  de  contact  avec  le  corps. 

101.  Le  frottement  est  utile  dans  certains  cas,  et  nuisible 
dans  d'autres.  Il  est  utile  pour  donner  de  la  stabilité  aux 
constructions  ;  pour  fournir  aux  animaux  les  points  d'appui 
qui  leur  permettent  de  marcher  à  la  surface  de  la  terre  ;  pour 
donner  à  la  roue  de  la  locomotive  un  point  d'appui  analogue 
sur  le  rail  ;  pour  opérer  Tarrét  des  machines  au  moyen  des 
freins  ;  pour  réaliser  certains  embrayages  ou  certaines  trans- 
missions de  mouvement,  etc. 

Le  frottement  est  généralement  nuisible  dans  les  machines, 
parce  qu'il  absorbe  inutilement,  comme  nous  le  verrons  plus 
tard,  une  portion  du  travail  moteur. 

Dans  le  premier  cas,  on  cherche  à  l'augmenter  ;  dans  le 
second,  on  cherche  à  le  réduire. 

L'étude  des  valeurs  du  coefficient  f  fournit  sur  cette  matière 
de  précieux  renseignements.  Elle  montre,  par  exemple,  la 
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grande  influence  des  enduits  interposés  entre  les  surfaces  frot- 
tantes. C'est  pour  diminuer  le  frottement  développé  dans  les 
machines  qu'on  doit  se  ménager  des  moyens  de  graisser  les  pa- 
liers des  arbres  tournants,  et  de  verser  de  Thuile  dans  les  di- 
verses articulations  des  pièces  mobiles  (I,  g§  206  et  207) .  Un  en- 
duit naturel  remplit  le  même  rôle  dans  les  jointures  des  mem- 
bres des  animaux.  Des  expériences  toutes  récentes,  dues  à 
M.  Girard,  ont  montré  qu'on  obtient  une  réduction  considérable 
du  coefficient  du  frottement,  en  interposant  entre  les  parties 
frottantes  des  organes  de  machines,  une  couche  d'eau  injectée 
sous  une  pression  suffisamment  grande,  et  on  pense  que  la 
réduction  serait  beaucoup  plus  grande  encore  si  Ton  pouvait 
remplacer  cette  eau  par  un  matelas  d'air.  Mais  ces  perfection- 
nements sont  jusqu'ici  peu  répandus  dans  l'industrie  ;  on  re- 
proche au  matelas  d'eau  d'user  très-rapidement  les  surfaces 
métalliques  frottantes,  et  on  se  contente  de  procédés  plus  gros- 
siers. Les  graisses,  dont  on  se  sert  habituellement,  ont  l'avan- 
tage de  demeurer  assez  longtemps  entre  les  deux  corps  en 
contact,  malgré  la  tendance  des  fluides  à  s'échapper  latérale-  * 
ment  sous  l'action  des  pressions  qu'on  leur  fait  subir  ;  mais 
elles  s'allèrent  vite,  et  doivent  être  fréquemment  renouvelées. 

TABLEAU   DU   C0EFFICI3NT  f  ET   DE    l'aNGLE    y   DU   FROTTEMENT. 


NATURE 

DES  SDKFAGES   FROTTANTES. 

A  l'état  de  mouvement 

AD  DÉPART                  1 

f 

9 

V 

9    . 

Bois  sur  bois,  à  sec. 

—  avec  enduit  gras.   . 
Bois  et  métaux,  à  sec 

—  avec  enduit  gras.   . 
Métaux  sur  métaux,  à  sec 

—  avec  enduit  gi-as.  . 

Corde  mouillée  sur  bois 

Corde  sur  fonte 

0.56 
0.07 
0.42 
0.08 
0.19 
0.09 
0.33 
0.15 
0.30 
O.SO 
0;45 
0.-40 
0.76 

19«  18' 

4-  0' 
22-  47' 

4'  55' 

10-  46' 

5-  9' 
18-  16' 

8-32' 
16'  42' 

11-  19' 
24-  14' 
21-  48' 
37*  14' 

0.50 
0.20' 
0.60 
0.12 
0.19 
0.10 
0.87 

0.47 

» 

» 

* 

26'  34' 
11*  19' 
50»  58' 

6-  51* 
10'  46' 

5-  43' 
41*    2" 

25-  11 

Cuir  sur  bois  ou  métal,  à  sec.   .   . 
—          avec  enduit  gras.  . 

Fer  forgé  sur  pierre 

Pierre  sur  bois 

Pierre  sur  pierre 
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PROBLÈBOES   SUR   LE   FROTTEUENT   DE    GLISSEMENT. 

102.  Un  corps  pesant  est  posé  sur  un  plan  incliné  ;  trouver 
sous  quelle  inclinaison  du.  plan  ce  corps  commencera  à 
glisser. 

Soit  AB  le  corps  j)esant  :  la  force  extérieure  qui  le  sollicite 

est  le  poids  IS,  lequel  agit  suivant  la  verticale.  L'inclinaison 

R'H 
du  plan  RR'  est  donnée  par  le  rapport  x^r,  de  sa  montée  ou  de 

sa  hauteur,  R'H,  à  sa  base  RH.  Soit  r' 

l'angle  R'RH=  a.  i^^-îV^ 

La  force  IS  peut  se  décomposer  en  t^ 

deux,  l'une,  IP=IS  cos  a,  normale      ^^^..^^  ' 
au  plan,  etTautre,  IT=ISsina,  pa-     ^ 
rallèle  au  plan  et  dirigée  suivant  la  *^ 

ligne  de  plus  grande  pente.  *^' 

La  force  IP  est  la  pression  normale  ;  le  frottement  subi  par 
le  corps  de  la  part  du  plan  a  donc  pour  limite  supérieure  le 
produit  IP  X  f,  en  prenant  pour  f  le  coefficient  du  frottement 
relatif  aux  matières  en  contact. 

Tant  que  la  force  IT  sera  inférieure  au  produit  IPx/,  le 
corps  ne  pourra  glisser,  car  la  réaction  langentielle  de  la  sur- 
face fait  équilibre  à  celle  force  IT.  Le  glissement  ne  pourra 
donc  commencer  que  lorsqu'on  aura  1T  =  1P  x/*.  Celte  équa- 
tion définit  la  limite  cherchée. 

Mais  quand  lT  =  lPx/',  l'angle  SIP  est  égal  à  l'angle  du 
frottement  9.  Or 

IT  =  IP  tang  a, 

donc 

lang  a  =  tang  y. 

Les  angles  a  et  9,  positifs  et  plus  petits  que  ^^  sont  égaux 

comme  ayant  même  tangente.  L'angle  R'RH  est  par  suite  égal 
à  Tangle  du  frottement  «  Le  glissement  ne  pourra  donc  se  pro* 
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duiie  que  si  l'angle  du  plan  avec  l'horizon  est  au  moins  égal 
à  Tangle  9. 

Cette  remarque  fournit  un  procédé  pratique  de  déterminer 
l'angle  ç,  et' le  rapport  f=lang(p.  Il  suffit  de  rendre  le 
plan  RR'  mobile  autour  d'une  de  ses  lignes  horizontales; 
on  y  place  un  corps  pesant,  et  on  fait  croître  graduellement 
l'inclinaison  du  plan  jusqu'à  ce  que  le  glissement  commence. 
L'inclinaison  correspondante  à  ce  mouvement  naissant  est  la 
valeur  de  l'angle  cherché. 

La  dynamique  fournit  des  moyens  plus  rigoureux  de  déter- 
miner le  nombre  f, 

103.  Un  corps  pesant  (ABCD,  MNN'M'),  ayant  la  forme  d'un 
parallélépipède  rectangle,  est  posé  par  une  de  ses  faces  AB 
^  ^  sur  un  plan  horizontal  RR'.  La  force 

qui  sollicite  ce  corps  est  la  pesan- 
teur P,  qu'on  suppose  appliquée  au 
point  (G,  G'),  sur  son  axe  vertical  de 
symétrie.  On  applique  à  ce  corps  une 
force  horizantale  KF  en  un  point  K 
situé  dans  le  plan  de  symétrie  verti- 
cal EE'. 

"   p.    ^g  "  On  demande  dans  quel  cas  la  force  F 

fera  glisser  le  corps  sur  le  plan  RR', 
et  dans  quel  cas  elle  le  fera  basculer  autour  de  l'arête 
(B,  NN'). 

Composons,  au  point  I,  où  leurs  directions  se  coupent,  les 
forces  F  et  P  en  une  seule  force  S.  Pour  que  le  corps  puisse 
glisser  sur  le  plan,  il  faut  que  la  force  IS  fasse  avec  la  ver- 
ticale un  angle  au  moins  égala  l'angle  du  frottement,  ou  bien 
qu'on  ait  la  relation 

F  =  ou>p/: 

Mais,  si  la  force  IS,  au  lieu  de  rencontrer  le  plan  AB  de  la 
base  en  un  point  L  situé  entre  A  et  B,  le  rencontrait  en  un 
point  L'  situé  à  droite  du  point  B,  la  réaction  du  plan  ne  pour- 
rait tenir  en  équilibre  cette  force  IS,  et  le  corps  basculerait 
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autour  de  Tarête  (B,  NN').  Ce  mouvement  est  impossible  si  le 
moment  de  la  force  S  par  rapport  à  cette  arête  est  de  même 
signe  que  le  moment  de  la  force  P,  et  de  signe  contraire  au 
moment  delà  force  F  ;  et  comme  la  force  S  est  la  résultante 
de  F  et  de  P,  comme  par-conséquent  son  moment  est  la  somme 
algébrique  des  moments  des  composantes,  il  suffit  que  le  mo- 
ment de  la  force  P,  pris  en  valeur  absolue,  soit  plus  grand  que 
le  moment  de  la  force  F/pris  également^en  valeur  absolue,  ou 
qu'on  ait  rinégalité 

PxBJ>FxKA. 

Si  la  matière  dont  est  formé  le  corps  ABCD  n'était  pas  douée 
d'une  résistance  indéfinie,  il  faudrait,  de  plus,  que  la  résul- 
tante S  passât  assez  loin  de  Tarête  B  pour  ne  pas  Fécraser. 
Hais  nous  laissons  de  côté  celte  condition. 

Pour  que  le  glissement  ait  lieu,  il  faut  donc  et  il  suffit  qu'on 
ait  à  la  fois 

¥>Vf 

et 

PXBJ>FXKA. 

BJ  est  la  moitié  de  la  dimension  AB  =  6  du  corps;  KA  est  la 
hauteur  h  à  laquelle  on  applique  la  poussée  latérale  F.  L'inéga- 
lité précédente  revient  donc  à  celle-ci  : 

'4>fx^.. 

Le  maximum  de  h,  correspondant  au  minimum  dé  F,  est  donc 
domié  par  les  deux  équations 

?  =  Vf 

et 


D  OÙ  résulte,  pour  limite  supérieure  de  h. 


A  =  ^v 


-2/- 

Au-dessus  de  cette  limite,  toute  force  F,  assez  grande  pour 
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amener  le  glissement  du  corps,  tend  à  le  renverser  autour 

de  son  arêle  B. 

104.  Une  barre  rigide,  AB,  s'appuie  sur  un  plan  fixe  RR'  par 

son  extrémité  B.  Elle  est  soumise  à  l'action  d'une  force  J,  ap- 

j^       pliquée  suivant  sa   direction.  Trouver 

/       quelle  inclinaison  il  faut  donner  à  la 

y/  barre  pour  que  le  glissement  de  l'exlré- 

T     pX  mité  B  sur  le  plan  RR'  soit  possible. 

'^        I   /(         ^        La  force  F  est  dccomposable  en  deux 

]/_  forces,  l'une,  P,  normale,  Tautrc,  T, 

^^~r  parallèle  au  plan;  le  frottement  exercé 

^'^'  ^^'  par  le  plan  sur  la  barre  a  pour  limite  P/*; 

le  glissement  n'est  donc  possible  que  si  T  est  supérieur  à  Vf. 

Si  T  eA  moindre  que  Vf,  il  n^  aura  pas  de  glissement  ;  on  dit 

alors  que  la  barre  est  arc-boulée  sur  le  plan. 

Or  remarquons  que  les  forces  T  et  P  sont  toutes  deux  pro- 
portionnelles à  la  force  F  appliquée  à  la  barre,  de  sorte  que 

rintcnsilé  de  cette  force  peut  varier  sans  altérer  le  rapport  p 

de  ses  composantes;  si  ce  rapport  est  plus  petit  que  f,  ou  si 
l'angle  de  la  barre  avec  la  normale  au  plan  est  plus  petit  que 
l'angle  du  frottement,  le  glissement  est  impossible,  quelque  grande 
que  soit  la  force  F.  C'est  en  cela.que  consiste  le  phénomène  de 
Tarc-boutement. 

On  voit  que  cet  effet  est  à  craindre  toutes  les  fois  que  la  force 
qui  tend  à  faire  glisser  un  corps  sur  une  surface,  tend  en  même 
temps  à  l'appuyer  contre  cetle  surface,  en  faisant  avec  la  nor- 
male un  angle  trop  aigu.  En  pratique,  si  on  augmentait  indéfi- 
ment  la  force  F,  on  produirait,  soit  l'écrasement  de  l'extré- 
mité B  de  la  barre,  soit  la  flexion  latérale  de  la  barre  entière, 
soit  enfin  une  déformation  du  plan,renlèvement,  par  exemple, 
.  d'un  copeau  de  la  matière  dont  le  plan  est  formé. 

En  général,  l'arc-boutement  doit  être  soigneusement  évite 
dans  les  machines,  notamment  dans  les  engrenages.  On  y  a 
recours  cependant  dans  quelques  appareils  spéciaux,  tels  que 
Vencliquetage  Dobo,  Kous  examinerons  plus  loin  ces  détails. 
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105.  Lorsqu'un  corps  glisse  sur  une  surface,  le  frotlement 
subi  par  le  corps  est  dirigé  en  sens  contraire  du  mouvement, 
et  a  pour  valeur  Pf,  /* étant  le  coefficient     ^  ^  ^, 

de  frottement,  et  P  la  pression  normale. 
Il  est  quelquefois  utile  d'exprimer  le 
frottement  en  fonction  de  la  réaction 
totale  S,  dont  P  n'est  que  la  composanle.  p.    ^^ 

L'angle  SAP  est  alors  égal  à  Tangle  9 
du  frottement,  et  le  triangle  ASP,  rectangle  en  P,  donne  im- 
médiatement 

SP  =  AS  sin  o  =  AS  X -rt==^. 

On  obtiendra  donc  le  frottement  SP  en  multipliant  la  réaclion 

f 
totale  oblique,  AS,  par  un  fadeur  constant  f^  =  -  ^. 

Lorsque  f  est  très-petit,  ce  qui  a  lieu  lorsque  les  surfaces 
en  contact  sont  bien  polies  et  bien  graissées,  le  carré  p  est 
négligeable  par  rapport  à  l'unité,  et  le  frottement  SP  est  sen- 
siblement égal  au  produit  AS  x  f.  Cela  revient  à  confondre  la 
réaction  totale  AS  avec  sa  composante  normale  AP,  ou  le 
sinus  avec  la  tangente  :  chose  permise  quand  l'angle  est 
très-petit. 


a.  —   MfC.    COLUGNOM.  11 
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LIVRE  IV 

LE  TMËOBÉHE   DU   TBAVAII.   VIBTVBI. 


CHAPITRE  PREMIER 

DÉFINITION    DU    TRAVAIL,    ET    THÉORÈME   DU    TRAVAIL 
POUR    UN    POINT    UNIQUE. 


106.  Le  théorème  du  travail  virtuel  résume  toute  la  sta- 
tique, et  permet  de  faire  re.ntrer  toutes  les  conditions  d'équi- 
libré d'un  système,  quel  qu'il  soit,  dans  un  seul  et  même 
énoncé. 

Soit  M  un  point  matériel  que  nous  supposerons  d'abord 
entièrement  libre  dans  Tespiace.  Ce  point  est  sollicité  par  une 
force  F,  dont  la  direction  et  l'intensité 
sont  connues.  Le  point  M,  qui  est  mobile, 
subit  un  déplacement  infiniment  petit, 
MM',  dont  la  direction  ne  coïncide  généra- 
lement pas  avec  la  direction  de  la  force  F. 
Projetons  le  déplacement  MM'  sur  la  direc- 
tion MF.  Nous  obtiendrons  pour  projection  une  longueur 
infiniment  petite ,  Mm ,  qui.  sera  le  déplacement  élémentaire 
du  point  estimé  suivant  la  direction  de  la  force  F.  Cela  posé, 
on  appelle  travail  élémentaire  de  la  force  F  le  produit  F  x  Mm 
de  la  force  par  le  déplacement  projeté,  ce  produit  étant  pris 
avec  le  signe  -+-  si  la  projection  du  déplacement  a  la  même 
direction  que  la  force,  ou  si  l'angle  M'MF  est  aigu  (fig.  99), 
et  avec  le  signe  —  si  elle  a  une  direction  contraire,  ou  si 
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104  TRAVAIL 

l'angle  M'MF  est  obtus  (fig.  100).  Le  travail  élémentaire  est  nul 
si  le  déplacement  MM'  est  normal  à  la  force  F. 
^y  Si  Ton  appelle  ds  l'arc  MM'  décrit  par  le 
point  mobile,  V  la  force,  et  9  Tangle  M'MF  des 
deux  directions  MM'  et  MF,  le  travail  élémen- 
taire sera  représenté  en  grandeur  et  en  signe 
\'  par  le  produit 

Fig.  100.  YdscoSfr 

produit  positif  si  Tangle  9  est  aigu,  négatif  s'il  est  obtus,  et 
nul  s'il  est  droit. 

107.  Lorsqu'un  point  M,  libre  ou  non,  parcourt  une  trajec- 
toire AB,  et  est  sollicité  à  chaque  instant  par  une  force  F, 
variable  en  direction  et  en  intensité,  on  appelle  travail  total 
de  la  force  F,  correspondant  au  passage  du  point  mobile  de  la 
position  M  à  une  autre  position  M^,  la  somme  des  travaux  élé- 
mentaires que  l'on  obtient  en  dé- 
composant l'arc  parcouru  MM^  en  un 
nombre  infiniment  grand  de  par- 
ties infiniment  petites  MM',  M'M", 
M"M"',...  égales  ou  inégales. 
Soient  F,  F',  F",  F'",...  les  forces 
^*8-  ^^-  successives,  données  en  grandeur  et 

en  direction,  qui  sollicitent  le  point  mobile  pendant  qu'il  dé- 
crit chacun  de  ces  éléments,  et  Mm,  M'm',  MW,...  les  projec- 
tions, sur  les  directions  des  forces,  des  éléments  de  chemin 
décrit;  le  travail  total  de  la  force  variable  est  la  somme 

F  X  Mm  4- F' X  M'w'-I- F"  X  M^m"  4- . . . 

étendue  à  tous  les  éléments  de  l'arc  MM^,  ou  plutôt  c'est  la 
limite  vers  laquelle  tend  celte  somme,  lorsque  le  nombre  des 
parties  MM',  M'M",...  augmente  indéfiniment.  C'est  donc  l'in- 
tégrale 

Féiscosf, 


prise  le  long  de  la  courbe,  entre  les  points  M  et  M^. 
108.  Au  lieu  de  projeter  l'élément  de  chemin  MM'  sur  la 
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direction  MF  de  la  force,  on  peut  projeter  la  force  MF  sur  la 
direction  MM'  du  chemin  décrit.  On  peut  en  effet  grouper 
d'une  autre  manière  les  facteurs  du  travail  élémentaire  ;  au 
lieu  de  faire  porter  le  facteur  cosç  sur  l'arc  ds,  on  peut  le 
faire  porter  sur  la  force  F,  ce  qui  donnera 

F COS9  X  rf«  =  rf«  X  Fcos j), 

OU  le  produit  de  l'arc  décrit  par  la  projection  de  la  force  sur 
la  direction  de  cet  arc,  ou  par  la  composante  tangentielle  de  la 
force  F. 

Dans  toutes  ces  expressions,  nous  supposons  que  les  fac- 
teurs ds  et  F  sont  pris  en  valeur  absolue,  et  que  le  facteur  cos  9 
porte  seul  un  signe,  qu'il  donne  au  produit. 

Si  l'on  prend  positivement  les  éléments  ds  de  chemin  dé- 
crit, il  faudra  donner  à  la  composante  tangentielle  le  signe  -f- 
quand  elle  agit  dans  la  direction  du  mouvement,  et  le  signe  — 
quand  elle  agit  en  sens  contraire;  le  produit  aura  alors  le 
signe  convenable.  Lorsque,  au  contraire,  le  calcul  assigne  aux 
éléments  ds  tantôt  le  signe  -+-,  tantôt  le  signe  —,  il  faudra, 
pour  que  le  produit  ait  le  signe  fixé  par  la  définition  du 
travail  élémentaire^  prendre  la  composante  tangentielle  avec  le 
même  signe  que  Télément  ds^  ou  avec  un  signe  contraire, 
suivant  que  la  composanlc  et  le  déplacement  sont  dirigés  dans 
le  même  sens  ou  dans  des 
sens  opposés. 

109.  Le  travail  total  d'une 
force  F,  variable  en  direction 
et  en  intensité,  agissant  sur 
un  point  qui  parcourt  un 
arc  MMj  de  sa  trajectoire, 
peut  se  déterminer  par  la 
quadrature  d'une  courbe  plane.  A  la  somme  (fig.  101) 

FxMm4-F'XM'm'4-F''xM''m''4-... 

nous  pouvons  substituer,  en  vertu  de  la  proposition  précé- 
dente, la  somme  (fig.  102) 

P  X  MMH-  T'  X  M'M"  -H  P"  X  M''M'"+  . . . 


Fig.  102. 
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prise  entre  les  mêmes  limites,  M  et  M^.  Dans  cette  seconde 
somme,  P,  P',  P', . . .  sont  les  composantes  tangentielles  des  for- 
ces F,  F',  F",...  prises  avec  les  signes  que  nous  avons  dé- 
finis. 

Construisons  (fig.  103)  une  courbe  dont  les  abscisses  O;/., 
Op.',...,  0[L^  soient  respectivement  égales  aux  arcs  de  la  trajec- 
toire AM,  AM',..,,  AM^,  comptés  à  partir  d'un  point  fixe  A,  et 
dont  les  ordonnées  correspondantes  [xw,  ia'^t',.-.,  p-i'^i,  soient 
égales  aux  composantes  tangentielles  MP,  M'P',...,  M^P^  des 
forces  successives  F,  F',...,  F^.  L'aire  de  cette  courbe  est  la 
limite  de  la  somme 

dont  les  termes  sont  égaux  respectivement  à 

PXMM',     P'XM'M^     P^xM-'M'",... 

et  par  "suite  Taire  de  la  courbe,  comprise  entre  les  ordon- 
nées [JLCT,  [jL^Tj^,  est  égale  au  travail 
total  cherché.  Nous  avons,  en 
effet,  pour  mesure  de  cette  aire 
l'intégrale  définie 


(I  M.'   Il"  |i.-  ji     X  i  ^  ¥d8  cosf, 

Fig.  103.  *«    ' 

Sq  et  s^  désignant  les  limites  Op.,  Ofx^  de  Tintégratiôn,  Il  est 
facile  de  reconnaître  que  cette  égalité  est  générale,  pourvu 
qu'on  observe  les  conventions  relatives  aux  signés  des  com- 
posantes P  et  des  arcs  ds. 

Si  la  force  F  était  en  tous  points  normale  à  la  trajectoire, 
les  composantes  tangentielles  P  seraient  constamment  nulles, 
et  le  travail  total  serait  égal  à  zéro. 

110.  Lorsqu'un  point  est  en  équilibre,  on  appelle  travail 
virtuel  d'une  fofcô  appliquée  à  ce  point  le  travail  élémentaire 
de  cette  force  pour  un  déplacement  infiniment  petit,  attribué 
fictivement  au  point.  Le  théorème  du  travail  virtuel  consiste 
dans  l'énoncé  suivant  :  Pour  qu'un  système  matériel  quel- 
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conque  soit  en  équilibre  ^  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des 
travaux  virtuels  de  toutes  les  forces^  intérieures  et  extérieures^ 
qui  sollicitent  ce  système,  soit  égale  à  zéro,  pour  tous  les  dépla- 
cements infiniment  petits  qu  on  peut  lui  attribuer. 

Les  lois  de  l'équilibre  que  nous  avons  établies  dans  les  cha- 
pitres précédents  sont  toutes  comprises  dans  cet  énoncé.  Il 
faut,  avant  de  démontrer  le  théorème,  poser  plusieurs  lemmes 
préliminaires. 


TRAVAIL  ÉLÉMENTAIRE   DE  LA  RÉSULTAI9TE   DE  PLUSIEURS  FORGES. 

m.  Le  travail  élémentaire  de  la  résultante  R  de  plusieurs 
forces  ¥,  F',  F",...  qui  sollicitent  un  même  point  matériel  M,  est 
la  somme  algébrique  des  travaux  élémentaires  correspondants  à 
chaque  composante  considérée  seule. 

Projetons  toutes  les  forces  F,  F',  F",...  sur  la  direction 
du  déplacement  infiniment  petit,  MM',  du  point  mobile,  et 
soient  P,  P',  P',...  les  composantes  tangentielles  de  ces  forces 
prises  avec  leurs  signes.  La  somme  algébrique  des  travaux 
élémentaires  des  forces  sera  (g  107) 

PXMM'+P'XMM'  +  P"XMM'4-..., 

OU  bien 

(P4-P'4-P"...)XMM'. 

Mais  la  somme  algébrique  P  +  P^-f-P"-!-...  des  projections 
des  forces  F,  F',  F",...  sur  la  direction  MM',  est  égale  en  gran- 
deur et  en  signe  à  la  projection  de  leur  résultante  R;  le  pro- 
duit obtenu  est  donc  égal  au  produit  de  la  composante  tangen- 
tielle  de  la  force  R,  prise  avec  son  signe,  par  le  déplacement 
MM',  c'est-à-dire  au  travail  élémentaire  de  la  force  R. 

142.  On  démontrerait  d'une  manière  analogue  que,  si  Von 
décompose,  d^une  manière  quelconque,  Vêlement  MM'  de  chemin 
décrit  en  plusieurs  éléments  composants^  le  travail  élémentaire 
d'une  forcée  est  la  somme  algébrique  des  travaux  élémentaires 


Digitized  by 


Google       


iea  TRAVAIL  DE  LA  RESULTANTE 

de  cette  force  correspondants  à  chacun  de  ces  déplacements^  con- 
sidéré seul. 

Celle  proposition  rentre  même  dans  la  précédente,  car  celle- 
ci  n'est  autre  chose  qu'un  Uiéorèine  de  géométrie  pure  ;  or 
rien  n'empêche  de  prendre  la  droite  finie  qui  représente  la 
force  pour  le  déplacement  imprimé  au  point  mobile,  et  la 
droite  finie  MM'  pour  représenter  la  force.  La  proposition 
précédente  devient  alors  applicable,  et  la  nouvelle  proposition 
s'en  déduit  en  restituant  aux  divers  facteurs  leur  véritable 
signification. 

113.  Plus  généralement,  si  l'on  décompose  la  force  R,  qui 
sollicile  le  point  matériel,  en  un  certain  nombre  de  compo- 
santes, F,  F',  F",...  et  le  chemin  élémentaire  décrit,  MM',  en 
un  certain  nombre  de  chemins  composants,  ds,  ds%  ds^y...j  le 
travail  élémentaire  de  la  force  R  est  la  somme  algébrique  de 
tous  les  travaux  élémentaires  que  Ton  obtient  en  combinant 
successivement  chacune  des  forces  F,  F',  F",...,  avec  chacun 
des  chemins  composants  ds,  ds\  ds"^... 

Supposons  que  le  point  mobile  M  soit  rapporté  à  trois  axes 
rectangulaires  fixes  OX,  OY,  OZ. 

Décomposons  la  force  R  qui  lui  est  appliquée,  en  trois  com- 
posantes, X',  Y',  Z',  parallèles  aux  axes.  Soit  MM'  le  déplace- 
ment infiniment  petit  imprimé  au  point  ;  décomposons-le  de 
même  en  trois  déplacements  parallèles  aux  axes,  Mn,  nm,  mW. 
Le  travail  élémentaire  de  la  force  R 
pourra  s'obtenir  en  considérant  suc- 
cessivement les  neuf  combinaisons 
V     ^'   suivantes  : 

V  et  Mn,    X'  et  nm,    V  et  mM', 

^  Y' et  M«,    Y' et  nm,    Y' et  mM', 

Z'  et  Mn,    Z'  et  nm,    V  et  mM', 

et  en  faisant  la  somme  algébrique  des 
fig.  104.  travaux  correspondants.  Mais  le  dé- 

placement Mn  est  perpendiculaire  à  la  fois  aux  forces  Y'  et  Z'  ; 
le  déplacement  nm  est  perpendiculaire  aux  forces  X'  et  Z'  ;  enfin 
le  déplacement  wM' est  perpendiculaire  aux  forces  X'et  Y'.  Les 


M' 
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travaux  correspondants  sont  donc  nuls,  el  des  neuf  combi- 
naisons indiquées,  six  peuvent  êlre  supprimées.  On  n'a  plus 
à  considérer  que  les  trois  combinaisons 

X'  et  Mn,      Y'  et  nm,      V  et  mM', 

pourchacune  desquelles  la  direclion  du  déplacement  coïncide, 
dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  avec  la  direction  de  la  force. 
Représentons  Mn  par  dx,  nm  par  di/,  el  mM'  par  cte,  ces  quan- 
tités étant  prises  d'ailleurs  avec  les  signes  -f-  ou  — ,  suivant 
les  conventions  ordinaires.  Le  travail  élémentaire  deX'  sera 
X'da;,  le  travail  de  Y',  Y'dj/,  et  le  travail  de  Z',  Ti%.  Le  travail 
de  R  sera  donc  égal  à  la  somme  algébrique 

expression  où  chaque  facteur  X',  Y',  Z',  Ax^  dj/,  à%^  porte  son 
signe  avec  lui. 

Le  travail  élémentaire  de  la  force  R,  pour  un  déplacement 
MM'  dont  les  composantes  sont  da;,  dy  et  dis,  est  nul  si  la  direc- 
tion de  Rest  normale  à  l'élément  MM'.  On  a  alors 

cette  équation  indique  donc  que  la  direction  définie  par  les 
projections  X',  Y',  Z'  sur  les  trois  axes,  et  la  direction  définie 
par  les  projections  Ax^  dy  et  dz^  sur  les  mômes  axes,  sont 
rectangulaires;  ce  que  nous  avions  déjà  reconnu  d'une  autre 
manière  (§80). 

H4.  Supposons  que  le  point  M  fasse  partie  d'un  système  in- 
variable auquel  on  imprime  un  déplacement  angulaire  infini- 
ment petit  autour  d'un  axe  AB.  Dans 
ce  mouvement,  le  point  M  décrit  autour 
de  l'axe  un  élément  de  circonférence  MM', 
qui  a  pour  centre  le  point  C,  projection 
du  point  M  sur  l'axe,  et  qui  est  situé  dans 
un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe.  Dé- 
composons la  force  F,  appliquée  au 
point  M,  en  deux  forces,  l'une  Q,  nor- 
male à  ce  plan,  l'autre  P,  située  dans  ce  plan.  Le  travail  de  la 
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force  F  est  égal  à  la  somme  des  travaux  de  ses  composantes 
P  et  Q  ;  mais  la  force  Q,  qui  est  normale  à  l'élément  de  che- 
min décrit  MM',  a  un  travail  nul.  Le  travail  de  la  force  F  est 
donc  égal  au  travail  de  la  force  P;  projetons  (fig.  106)  le 
X  point  M' en  m  sur  la  direction  de  MP  :  le 

\  travail  élémentaire  cherché  sera  égal 

^r^^^^^:z::^?îl.'^'^'^^    au  produit  P  x  Mm. 

X^.^--''^/^^  Du  point  C  abaissons  sur  la  direc- 

'    ^       /  tion  de  MP  une  perpendiculaire  CE.  Les 

Fig.  106.  triangles  CEM,   MmM',   qui  ont  leurs 

côtés  respectivement  perpendiculaires  chacun  à  chacun,  sont 

semblables  et  donnent  la  proportion 

Mm_MM' 
"Cl  ~"  CM  * 

Donc 

PxMfn  =  PxCEx~ 
tilil 

P  X  CE  est  le  produit  de  la  projection  P  de  la  force  F  sur  un 

plan  normal  à  Taxe  de  rotation,  par  la  distance  de  la  force  P 

ou  de  la  force  F  à  l'axe  ;  c'est  donc  le  moment  de  la  force  F 

MM' 
par  rapport  à  Taxe  AB  (g  41).  Le  rapport  -7^  est  la  mesure  de 

l'angle  M'CM,  décrit  par  le  système  invariable  ;  c'est,  en  d'au- 
tres termes,  le  déplacement  angulaire  du  système.  On  a  donc 
ce  théorème  : 

Le  travail  élémentaire  d'une  force  appliquée  en  un  point  d'wn 
corps  solide  auquel  on  imprime  un  mouvement  infiniment  petit 
de  rotation  autour  d'un  axe,  est  égal  au  produit  du  moment  de 
la  force  par  rapport  à  cet  axe,  par  le  déplacement  angulaire  du 
corps. 

Ce  théorème  est  général ,  moyennant  qu'on  donne  les 
signes  convenus  au  moment  de  la  force  et  au  déplacement 
angulaire. 
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THÉORÈME.  DU    TRAVAIL     VIRTUEL     POUR     UN    POINT    MATÉRIEL 
UNIQUE. 

115.  Soit  M  un  point  matériel  libre  dans  l'espace,  et  sollicité 
par  des  forces  F,  F',  F", ...  données  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. 

Si  ce  point  est  en  équilibre,  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  forces  F,  F',  F'',  ...  pour  un  dé- 
placement quelconque  MM'  du  point,  sera 
nulle.  Nous  savons  en  effet  que  la  somme 
des  travaux  élémentaires  de  ces  forces  est 
égale  au  travail  élémentaire  de  la  résultante 
R  ;  or  la  résultante  R  est  nulle  par  hypo- 
thèse. Son  travail  élémentaire  est  égal  à 
zéro  ;  il  en  est  donc  de  même  de  la  somme  des  travaux  dés 
composantes. 

Réciproquement,  si  la  somme  des  travaux  élémentaires  des 
forces  F,  F',  F",  ...  est  nulle  pour  tout  déplacement  du  point) 
le  point  est  en  équilibre. 

En  effet,  on  peut  remplacer  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires des  composantes  F,  F',  F",  ...  parle  travail  élémentaire 
de  leur  résultante  R;  ce  travail  étant  nul,  ou  bien  la  force  R 
est  nulle,  ou  bien  elle  a  une  direction  perpendiculaire  à  l'élé- 
ment MM'.  Mais  il  en  est  ainsi  pour  tout  déplacement  du  poini, 
et  la  direction  de  MM'  est  arbitraire.  La  direction  de  la  résul- 
tante devrait  donc  être  normale  à  toutes  les  lignes  qu'on  peut 
mener  pa^le  point  M,  ce  qui  est  impossible.  Donc  R  =  0,  et  le 
point  est  en  équilibre. 

Traduisons  analytiquement  ces  conditions;  nous  retrouve- 
rons les  trois  équations  d'équilibre  posées  dans  le  §  22. 

Soient  X,  Y,  Z,  les  conjposantes  de  la  force  F,  parallèles  à 
trois  axes  rectangulaires  ; 

X',  Y',  Z',  les  composantes  de  la  force  F'  ; 

X",  Y",  Z",  les  composantes  de  la  force  F",  etc. 
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Décomposons  aussi  l'élément  MM'  =  Ss  parallèlement  aux 
mêmes  axes,  et  soient  8a;,  St/,  8^5,  ses  composantes  ^ 

Le  travail  élémentaire  de  la  force  F  sera  égal  à 
\^x  4-  Y8y  -f.  Z^z;  le  travail  de  la  force  F,  à  X'Bx  -f-  Y'Sy  -+-  Z'^z; 
le  travail  de  P',  à  X"&r  +  Tèy  -f-  Z'iz,  etc.,  et  la  somme 
des  travaux  élémentaires  de  toutes  les  forces  données  sera 
égale  à 

Cette  somme  doit  être  identiquement  nulle,  quel  que  soit  le 
déplacement  MM',  c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  projec- 
tions 8j?,  Sj/,  ZZy  de  ce  déplacement  sur  les  trois  axes.  Pour 
qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs  de  'Zx, 
de  Sy,  de  S;5,  soient  séparément  nuls,  ou  bien  que 

X  +  X'+X"+...=0, 
YH-Y'+Y"-H...==0, 
Z  +  Z'  +  Z"  +  ...=:0. 

Ce  sont  les  trois  équations  d'équilibre  d'un  point  matériel 
libre  dans  l'espace. 

Les  quanlités  Sx,  8j/,  82,  sont  des  quantités  auxiliaires  infi- 
nimenl  petites,  qui  doivent  rester  arbitraires  dans  toute  la 
suite  du  calcul,  et  qui  disparaissent  du  résultat  définitif. 

116.  Considérons  un  point  matériel  M,  assujetti  à  glisser 
sans  frottement  sur  une  surface  fixe,  S,  et  sollicité  par  des 
forces  données  F,  F',  F", . . .. 

Nous  pouvons  regarder  ce  point  comme  libre  en  joignant 
aux  forces  données  la  réaction  normale  inconnue,  N,  de  la  sur- 
face. Le  point  devenu  libre  pourra  recevoir  des  déplaceriienls 
dans  toutes  directions  autour  de  la  position  M  qu'il  occupe. 
Mais,  parmi  ces  déplacements,  considérons  seulement  c^tio;  qui 
sont  compatibles  avec  les  liaisons  dupoini^  c'est-à-dire  ceux  qui 

*  On  emploie  la  caractéristique  B  pour  représenter  lés  déplacements  virtuels 
et  leurs  projections  sur  les  axes,  en  réservant  la  caractéristique  d  pour  les 
déplacements  réels.  On  verra  en  dynamique  l'utilité  de  ce  changement  de 
notation. 
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s'opèrent  sur  la  surface  S.  Tous  ces  déplacements  sont  nor- 
maux à  la  direction  de  la  force  N,  et,  par  suite,  pour  chacun 
d'eux,  le  travail  élémentaire  de  cette  force  est  nul. 

Il  faut  et  il  suffit,  pour  que  le  point  M  soit  en  équilibre,  que 
la  somme  des  travaux  de  toutes  les  forces  qui  y  sont  appli- 
quées, y  compris  la  réaction  N,  soit  nulle  pour  un  déplace- 
ment quelconque.  Si  l'on  ne  considère  que  les  déplacements 
compatibles  avec  les  liaisons,  le  travail  de  la  réaction  N 
étant  nul  pour  chacun  d'eux,  le  travail  des  forces  données, 
F,  F',  F",  ...  est  aussi  égal  à  zéro.  Et  cette  condition  néces- 
saire pour  l'équilibre  est  suffisante  ;  car  elle  indique  que  la  ré- 
sultante des  forces  données  F,  F',  F", ...  est  normale  aux  dé- 
placements considérés,  c'est-à-dire  normale  à  la  surface  S. 
La  réaction  N  sera  égale  et  contraire  à  la  résultante  de  ces 
forces. 

Les  conditions  d'équilibre  d'un  point  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  une  surface  fixe  sont  donc  comprises  dans 
l'énoncé  suivant  :  //  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  toutes  les  forces  données  soit  nulle^  pour  tout 
déplacement  du  point  tangentiel  à  la  surface,  c'est-à-dire  com- 
patible avec  la  liaison. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  en  décomposant  un  déplace- 
ment quelconque  du  point  parallèlement  à  deux  axes  rectangu- 
laires menés  dans  le  plan  tangent,  que  ces  conditions,  dont  le 
nombre  paraît  illimité,  se  réduisent  seulement  à  deux  condi- 
tions distinctes. 

Appelons  X,  Y,  Z  les  composantes  de  la  résultante  des  forces 
données  qui  sollicitent  le  point,  décomposées  parallèlement 
aux  axes,  et  soit 

Téquation  de  la  surface  S. 

Appelons  Sa:,  Sî/,  8:5,  les  projections  sur  les  axes  du  déplace- 
ment virtuel  infiniment  petit  imprimé  au  point  le  long  de  la 
surface.  La  condition  d'équilibre  sera 
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quels  que  soient  les  déplacements  projetés,  ix,  Sy,  Iz,  pourvu. 
qu'ils  satisfassent  à  l'équation  de  la  surface,  c'est-à-dire  à  la 
relation 

Entre  ces  équations,  nous  pouvons  éliminer  l'un  des  dé- 
placements, 82'par  exemple,  ce  qui  donnera 

Cette  équation  doit  être  vraie  quels  que  soient  hx  et  Sy,  et, 
par  suite,  elle  se  décompose  en  deux  autres  : 

On  a  donc  la  suite  de  rapports  égaux  : 

dp  ~  df       df  ' 
dx       dy  '   dz 

Ces  conditions  nous  étaient  déjà  connues  (§80). 

117.  Prenons  encore  un  point  M  assujetti  à  glisser  sans 
frottement  sur  une  ligne  fixe,  L.  On  répétera  les  mêmes  rai- 
sonnements, et  on  arrivera  à  la  même  conclusion.  La  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  V équilibre  est  que  la  somme 
des  travaux  élémentaires  des  forces  données  soit  nulle  pour  les 
déplacements  compatibles  avec  la  liaison^  c'est-à-dire  ici,  pour 
un  déplacement  infiniment  petite  donné  au  point  le  long  de  la 
ligne  L, 

On  exprime  par  cette  condition  que  les  forces  données  ont 
une  résultante  normale  à  cette  ligne;  la  réaction  de  la  ligne 
est  égale  et  contraire  à  la  résultante. 

Analytiquemenl ,  la  condition  d'équilibre  s'exprime  par 
l'équation 
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et  la  condition  de  compatibilité  avec  les  liaisons,  par  les 
équations  différentielles 

Entre  ces  trois  équations,  on  pourra  éliminer  les  rapports 
r^ ,  — ,  et  réquation  finale  sera  l'équation  cherchée  (§  83). 

118.  Les  trois  énoncés  particuliers  que  nous  venons  de  don- 
ner sont  tous  compris  dans  cet  énoncé  général  : 

Pour  qu^un  point  matériel  assujetti  à  certaines  liaisons  soit  en 
équilibre^  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme  des  travaux  élémen- 
taires  des  forces  données  qui  le  sollicitent,  soit  égale  à  zéro  pour 
tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons. 

Les  liaisons  dont  il  est  ici  question,  équivalent  à  des  éga- 
lités, et  s'expriment  analytiquement  par  des  équations;  dire, 
par  exemple,  qu'un  point  est  assujetti  à  glisser  sur  une 
sphère  fixe,  c'est  dire  que  la  distance  de  ce  point  au  centre 
de  la  sphère  est  constante  et  égale  à  son  rayon.  Nous  avons 
vu  qu'il  y  a  des  liaisons  d'un  autre  genre  ;  ce  sont  celles  qui 
équivalent  à  des  inégalités  :  telle  est  la  condition,  pour  un 
point  matériel,  d'être  toujours  à  l'intérieur  d  une  sphère  don- 
née; on  la  traduirait  analytiquement  en  exprimant  que  sa 
distance  au  centre  de  la  sphère  est  au  plus  égale  au  rayon. 
On  peut  d'ailleurs  la  réaliser  matériellement  en  reliant  le 
point  matériel  au  centre  par  un  fil  inextensible  égal  au 
rayon  de  la  sphère.  Dans  ce  cas,  ou  bien  le  point  est  comme 
libre  dans  Tintérieur  de  la  sphère,  et  alors  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  son  équilibre  est  que  la  somme 
des  travaux  des  forces  données  soit  égale  à  zéro  pour 
tous  les  déplacements  qu'on  peut  lui  attribuer  ;  ou  bien  le 
point  est  sur  la  surface,  et  son  équilibre  suppose  l'interven- 
tion de  la  tension  du  fil,  laquelle  est  normale  et  dirigée  vers 
Fintérieur.  Parmi  les  déplacements  virtuels  qu'on  peut  donner 
au  point,  les  uns  sont  dirigés  le  long  de  la  surface  :  pour 
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ceux-là,  le  travail  de  la  réaction  est  nul  ;  les  autres  sont  diri- 
gés en  dedans  de  la  surface,  et  pour  ceux-là  le  travail  de  la 
réaction  est  positif.  Le  point  matériel  peut  encore  êlre  con- 
sidéré comme  libre,  pourvu  qu'on  remplace  la  surface  par  une 
réaction  équivalente.  La  somme  des  travaux  élémentaires  de 
toutes  les  forces  qui  le  sollicitent  est  nulle  pour  tous  les  dé- 
placements qu'il  peut  recevoir.  Donc  la  somme  des  travaux 
des  forces  données  est  nulle  pour  les  déplacements  qui  se  font 
le  long  de  la  surface,  et  elle  est  négative  pour  les  déplacements 
dirigés  vers  rinlérieùr;  car  on  doit  obtenir  zéro  en  ajoutant  à 
celte  somme  le  travail  positif  de  la  réaction  qui  complète 
l'équilibre. 

Ainsi  l'équilibre,  n'exige  pas  toujours  que  la  somme  des- 
travaux élémentaires  des  forces  données  soit  nulle  pour  les 
déplacements  compatibles  avec  les  liaisons.  Lorsqu'on  laisse 
de  côté  certaines  forces,  comme  ici  la  tension  du  fil,  il 
est  possible  que  la  somme  des  travaux  des  forces  que  l'on 
a  prises  à  part  soit  différente  de  zéro  pour  cerlains  dépla- 
cements; il  faut  alors  et  il  suffit  que  cette  somme  soit  né- 
gative. Ce  cas  particulier  ne  se  présente  jamais  lorsque  les 
liaisons  permettent  de  changer  à  la  fois  le  sens  de  tous  les 
déplacements;  car  ce  changement  de  sens  entraîne  un  change- 
ment du  signe  des  travaux  des  forces,  et  par  suite  la  somme  des 
travaux,  si  elle  était  négative  pour  un  déplacement  particulier, 
redeviendrait  positive  pour  le  déplacement  contraire  ;  l'équi- 
libre ne  serait  donc  plus  assuré.  Qu'on  reprenne  l'exemple 
simple  que  nous  venons  de  traiter,  et  l'on  reconnaîtra  que  la 
somme  négative  correspond  eii  effet  à  des  déplacements  vir- 
tuels pour  lesquels  le  changement  de  sens  n'est  pas  admis- 
sible, tandis  que  la  somme  nulle  correspond  à  des  déplace- 
ments qui  peuvent  s'opérer  le  long  de  la  surface  dans  un  sens 
ou  en  sens  opposé. 
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APPLICATION    DU   TlIKORtME   DU   TRAVAIL    V1:;TLEL    A    LA    RECliLliCllK     ; 
DES   NORMALES    A    CERTAINES   CX)URBES. 

119.  Soient  A,  B,  C,  ...  des  poinis  fixes;  considérons  un 
point  mobile  M,  dont  les  distances  MA,  MB,MC,  ...à  ces  poinis 
fixes  soient  liées  entre  elles  par  une  équation  donnée.  Po- 
sons, par  exemple,  MA  =  r,  MB  =  r\  MC  =  r", . . .  et  soit,  entre 
toutes  ces  distances,  la  relation 

(i)  F(r,  r',r",...)=:0. 

Cette  équation  définit  en  général  une  surface  dans  l'espace 
et  une  ligne  sur  le  plan.  Les  coordonnées  r,  r',  r", ...  ne  sont 
pas  indépendantes;  cardés  qu'on  donne,  dans  l'espace,  les 
trois  distances  MA,  MB,  MC,  la  posi- 
tion du  point  M  est  déterminée,  et  ~^m,.-  ;, 
les  autres  distances  s'en  déduisent.               .  ;,-^f  rf^^ 
Sur  le  plan,  deux  distances  suffisent    ^  ^-^^  /    ^^  ^ 
pour  définir  la  position  du  point,  et                          / 
les  autres  en  sont  des  fonctions,                         / 
qu'il  serait  facile  dé  déterminer.                               ^ 

Proposons  -  nous    de   mener   au  Pi-r.  los. 

point  M  la  normale  au  lieu  géomé- 
trique des  positions  du  poini  mobile.  Pour  fixer  les  idées,  nous 
supposerons  que  ce  lieu  soil  une  surface  S,  représentée  dans 
l'espace  par  l'équalioii  (1). 

Prenons  sur  la  surface  S  un  point  M'  infiniment  voisin  du 
point  M  ;  joignons  M'A,  M'B,  M'C, ..;  ces  distances  seront  repré- 
sentées respectivement  par  r  -+-  rfr,  r'  -H  dr\  r"  -f-  dr",  ...,  et 
les  différentielles  dr,  dr\  dr'\  ...  seront  rcspectivemenl  égales 
aux  projections  Ma,  Mg,  M^,  ...  de  Tare  MM'  sur  les  directions 
des  rayons  MA,  MB,  MC,  ...,  affectées  chacune  du  signe  con- 
venable. On  aura  d'ailleurs,  puisque  le  point  M'  appartient  au 
lieu  géométrique  des  points  M, 

F  (r  +  dr,  r'  -f  rfr',  r"  -f-  cir". . . .  )  =  0, 

II.    —   )IKC.   COLl.IG\ON«  12 
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OU  bien 

Considérons  une  force  appliquée  au  point  M  dans  la  direc- 

df  dF 

tion  MA  et  égale  à  -^  ;  le  produit  -7-  dr  est  le  travail  de  celle 

force  quand  le  point  M  passe  de  M  en  M'.  De  même  -p  d/  est 

dF 
le  travail  élémentaire  d'une  force  égale  à  --p, ,   appliquée  au 

point  M,  et  dirigée  de  M  vers  B  ;  chaque  terme  de  Téqua- 
tion  (2)  représente  ainsi  le  travail  élémentaire  d'une  force 
égale  à  Tune  des  dérivées  partielles  de  la  fonction  F,  et  cette 
équation,  indiquant  que  la  somme  des  travaux  élémentaires 
de  toutes  ces  forces  est  nulle,  montre  en  même  temps  qu'elles 
se  font  équilibre  sur  un  point  assujetti  à  la  liaison  (1). 
Donc  leur  résultante  est  ou  nulle,  ou  normale  à  la  surface  S. 

On  construira  donc  la  résultante  des  forcés  -r,  -r-„  -r-„,..., 

dr  dr    dr"       ' 

respectivement  perlées  sur  les  rayons  MA,  MB,  MC, ...  ;  et  si 

4e  polygone  des  forces  ne  se  ferme  pas  de  lui-même^  la  résultante 

qui  le  fermei'a  sera  la  direction  de  la  normale  cherchée. 

Tel  est  renoncé  de  la  règle  connue  en  géométrie  sous  le 
nom  de  règle  de  Tschirnhausen.  Elle  s'applique  aussi  bien  aux 
lignes  dans  le  plan  qu'aux  surfaces  dans  l'espace.  Elle  sub- 
siste encore  quand  on  remplace  quelques-uns  des  points  A  par 
des  surfaces  (par  des  lignes  dans  le  plan),  auxquelles  le  rayon 
correspondant,  MA,  soit  assujetti  à  rester  normal. 

Exemples.  —  1**  Ellipse. 

L'équation  bipolaire  de  l'ellipse  rapportée  à  ses  foyers  est 

La  fonction  F  est  ici  r  -f-  r'  —  2a. 
Donc 

dF  dr'^. 

Prenons  donc  sur  MA  =  r  une  longueur  arbitraire  MC,  et 


Digitized  by 


Google 


DE  TSCHIRNHAUSKN.  179 

sur  MB  =  r'  une  longueur  MD  =  MC;  achevons  le  losange 
MGED.  La  diagonale  ME,  bissectrice  de  l'angle  AMB,  est  la  nor- 
male cherchée. 

2°  Section  conique  rapportée  à  un  foyer  B  et  à  une  direc- 
trice Cd. 

Soit 

MA=r,    MB  =  »  . 


L'éqnalion  du  lieu  est 


Donc 


r  =  Kr'. 


F  =  r  —  Kr', 
dF  _ 


-Sur  le  rayon  MA  prenons  une  longueur  arbitraire  ME;  puis 
sur  le  prolongement   de   MB  prenons 
MF  =  MExK;   achevons  le  parallélo- 
gramme, et  menons  la  diagonale  M6; 
ce  sera  la  normale  cherchée. 

Si  l'on  prend  ME  =  MB,  on  aura 

MF=MBXK  =  MA.- 


Fig.  110. 


Nous  avons  vu  en  cinématique  (§  85) 
que  la  tangente  au  lieu  s'obtenait  en 
joignant  le  point  M  au  point  T,  intersec- 
tion de  la  directrice  avec  la  perpendiculaire  BT  élevée  au 
point  B  sur  le  rayon  MB.  L'angle  GMT  est  donc  droit. 

^"^  Lieu  géométrique  représenté  par  V équation 


rapporté  à  deux  pôles  A  et  B 


r-Kr'  = 

0, 

tB. 

dr 

dF 

-K 

Prenons  sur  le  prolongement  de  MA  une  longueur  MC  =  MB, 
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et  sur  le  côte  MB  une  longueur  MD  =  MB  x  K  =  M  A  ;  ache- 
vons le  parallélogramme  CMDE.  La 
„  ^\        diagonale  ME  est  la  normale  au  lieu 
^      "\     *        .des  points  M. 

On  remarquera  que  le  triangloMDE 
a  l'angle  MDE  =  AMB,  que  le  côté 
DE  =  MC  =  MB,  qu'enfin  DM  =  AM. 
Ce  triangle  est  donc  égal  au  trian- 
gle AMB,  et  l'angle  EMD  est  égiil  à 
'angle  MAB.  11  en  résulte  que  les  deux  triangles  OMA,  0MB, 
sont  semblables,  car  ils  ont  un  angle  commun  0,  et  langlc 
BMO  égal  à  MAO.  On  a  donc  la  série  de  rapports  égaux  : 


Fig.  111- 


Donc 


OB 
MO"" 

MB 
M\~ 

1 

M0_ 
AU 

NB 

mat: 

1 

K* 

OB 
AO 

1 

équation  qui  montre  que  le  point  0  est  fixe  sur  la  direc- 
tion AB,  et  que,  par  suite,  le  lieu  des  points  M  csl  une  circcîn- 
fércnce  (1,  g  84). 

^  Lieu  géométrique  des  points  M  teh^  quen  faisant  MA:=^  r, 
MB  =  r',  et  appelant  /",  /',  h  des  quantités  constantes^  on  ait 


:/l. 


Fig.  112. 


On  peut  simplifier  cette  cqua  lion 
en  rapportant  les  dislances  du 
point  M  5  des  circonférences  fixes 
décrites  autour  des  pôles  A  et  B 
comme  ccnlrcs- 


Chassons  les  dcnominotcuiif,  puis  divisons  pai'  /i; 


n'—  /r'— V»' 
h  h 
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Ajoutant  de  pari  et  d'autre  '^»  il  vient 

Des  points  A   et  B,   comme  centres,    avec    des    rayons 

f  f 

AC  =  ^,  BD  =  w,  décrivons  des  cercles  qui  coupent  en  C  et  D 

les  rayons  vecteurs;  réqualion  du  lieu  sera 
ou  bien 


MCxMD==^=ACxBD, 
nr 


/y 

on  appelant  p  et  p'  les  dislances  du  point  M  aux  circonférences 
AC,BD.  . 

Appliquant  la  règle  de  Tschirnhausen  à  cette  nouvelle  équa- 
tion, on  aura 

On  prendra  donc  sur  MA  une  longueur  ME  =  MD,  et  sur  MB 
une  longueur  MF  =  MC,  et  construisant  le  parallélogramme 
sur  ces  deux  longueurs,  on  aura  la  normale  MN. 


APPLICATDN    DU   THÉORÈME   DU   TRAVAIL   VIRTUEL   A    LA   RECHERCHE 
DE   CERTAINES   QUESTIONS   DE   MINIMUM. 

120.  Soient  (fig.  115)  A  et  B  deux  points  fixes,  et  CD  une 
droile  qui  les  laisse  de  différents  côtés  de  sa  direction.  La  fi- 
gure est  supposée  plane. 

On  propose  de  trouver  sur  la  droite  CD  un  point  M  tel, 
qu'enjoignant  MA,  MB,  la  somme 

îfAXfl  +  MBxft 

soit  minimum,  a  et  i  étant  des  nombres  donnés.  . 
Supposons  le  problème  résolu  et  soit  M  le  point  cherché. 
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Prenons  un  point  M' infiniment  voisin  du  point  M.  La  fonction 
MA  X  a  H- MB  X  6  passant  par  ^n  minimum  au  point  M,  la 
différence 

[M'Axa4-M'Bxft]--[MAXfl  +  MBx6i 

est  un  infiniment  petit  d'un  ordre  supérieur  au  premier. 
Nous  pourrons  donc  poser,  en  négligeant  les  infiniment  petits 
du  second  ordre  et  des  ordres  plus  élevés, 

(M'A -  MA)  X  rt  4- (M'B  —  MB)  X  6  =  0. 

Projetons  le  point  M'  en  a  sur  le  rayon  MA  et  en  p  sur  le 

rayon  MB;  nous  aurons,  avec  la 
^i  ^  même  approximation, 

h"-.   /^'      i  M'A  — MA  =  Aa  — MA  =  — Ma. 

B-    VL'il^y  \  M'B  —  MB  =  B|3  -  MB  =  -4-  M^. 

~c   I  vr  /m-        t'    D 

j  /y  La  condition  du  minimum  s'cx- 

!/çH  prime  donc  par  l'équation 

^''     ,.    *,.  MaXa-M^X^'  =  0. 

Fjg.  113. 

Sous  celle  forme,  on  reconnaît  qu'elle  exprime  Téquilibre 
de  deux  forces  égales  respeclivcmenl  à  rt  et  à  &,  appliquées 
a  un  point  M  assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  1ë  ligne 
CD,  et  dirigées  Tune  suivant  MA,  l'autre  suivant  MB;  car 
fl  X  Ma  est  le  travail  élémentaire  de  la  force  a,  et  —  6  X  M^ 
est  le  travail  élémenlaire  de  la  force  h.  L'équilibre  existant,  la 
résultante  des  forces  a  et  t  est  normale  à  la  droite  CD  (g  117). 
Telle  est  la  condition  géométrique  du  minimum. 

Au  point  M  menons  la  normale  KK'  à  la  droite  CD,  €t  soient 
9  et  <p'  les  angles  AMN,  BMN'  formés  par  les  rayons  MA,  MB 
avec  les  parties  MN  et  MN'  de  la  normiile.  L'équilibre  des  forces 
a  et  fr  pourra  s'exprimer  par  Téqùation 

car  celte  équalion  montre  que  les  forces  a  et  h  se  détruisent  en 
projection  sur  Ja  droite  CD  ;  leur  résultante  se  réduit  donc  à  la 
différence,  a  cos  ç  —  b  cos  9',  de  leurs  composantes  normales. 
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La  condition  du  minimum  s'exprime  ainsi  jpar  l'équation 


smf  _  a 
sin  y       b' 


Pour  déterminer  la  position  du  point  M,  projetons 
A  et  B  en  A'  et  B',  sur  la  droite  CD,  et  faisons 
AA'  =  m,  BB'  =  n,  B'A'==p,  quantités  connues.  Posons  de 
plus  B'M  =ir  ;  on  en  déduit  MA'=p  —  oj.  On  a  d'ailleurs 


p  —  X               p  —  a! 
sin^=^L^-^ 


sin/=  -1= 

•  L'équation  dont  on  devra  tirer  x  est  donc 

Elle  est  du  quatrième  degré,  mais  elle  a  nécessairement 
une  racine  réelle  et  une  seule,  comprise  entre  0  et  p  ;  c'est 
celle  qui  répond  à  la  question.^ 

On  remarq^jcra  Tanalogie  du  résultat  oblenu  avec  les  lois 
de  la  réfraction  de  la  lumière  :  Téquation 

sïn  ^'  _  « 
sin  ç>  ""6 

exprime  la  constance  du  rapport  entre  le  sinus  de  V angle  de 
réfraction  et  le  sinus  de  Vangle  àHriddence^  pour  un  rayon  lu- 
mineux qui  irait  du  point  A  au  point  B  en  traversant  deux 
milieux  différents,  séparés  par  la  surface  CD.  La  signification 
de  ce  rapport  est  d'ailleurs  diflérenle,  suivant  qu'on  adopte  la 
théorie  de  Newton,  ou  celle  de  Huygens  et  de  Fresnel. 

Nous,  retrouverons  l'application  du  même  principe  dans 
la  dynamique  du  point,  dans  l'équilibre  des  lignes  funi- 
culaires, etc. 

121 .  Nous  allons  démontrer  qu'inversement  le  problème  de 
r équilibre  d'un  point  unique,  assujetti  à  glisssr  sans  frottement 
sur  une  surface  fixe^  ou  sur  une  courbe  fixe,  peut  se  ramener,  en 
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généraU  à  la  solution  cVun  problème  de  minimum  ou  de  maœi" 
mum. 

Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'un  point  glissant  sur 
une  surface. 

Les  équations  d'équilibre  sont,  en  appelant  X,  Y,  Z,  les 
sommes  des  composantes  des  forces  qu'on  suppose  expri- 
mées en  fonction  des  coordonnées  x,  i/,  z  du  point  mobile,  et 
en  représentant  par  F  =  0  l'équation  de  la  surface  donnée, 

F  =  a      et      \Sx-h\Sy-{'2.Sz  =  0. 

Si  Xâic  -f-  YSj/  H-  Zo2  est  la  différentielle  exacte  d'une  fonc- 
tion 9  de  Xy  y,z,  ou  si  la  multiplication  par  un  facteur  conve- 
nable rend  cette  fonction  une  différentielle  exacte,  la  condi- 
tion d'équilibre  exprime  qu'au  point  cherclio  l'intégrale  de 
cette  différentielle  est  maximum  ou  minimum,  sauf  certains 
cas  exceptionnels. 

Lorsque  X5a;  -h  YSj/  -h  ZS^  n'est  pas  une  différentielle  exacte, 
et  ne  peut  le  devenir  par  la  multiplication,  on  peut  rem- 
placer dans  cette  fonction  %  et  B2  par  leurs  valeurs  en  j:^,  y, 
^Xy  oj/,  déduites  de  l'équation  F=0;  la  condition  d'équilibre 
est  alors  ramenée  à  une  équation  de  la  forme  X^^x  +  Y^cy  ==0, 
qui  ne  contient  plus  que  deux  variables,  et  qu^on  peut  'tou- 
jours intégrer  en  la  multipliant  par  un  facteur  convenable- 
ment choisi.  La  condition  d'équilibre  revient  donc  encore  à 
exprimer  qu'une  certaine  fonction  9  des  variables  a;  et  1/  est, 
sauf  exceptions,  minimum  ou  maximum  au  point  cherché. 

Quand  le  point  est  assujetti  à  glisser  isur  une  courbe,  il  peut 
se  faire  encore  que  XBic-f- YSj/-f-ZB«  soit  une  différentielle 
exacte,  ou  le  devienne  quand  on  la  multiplie  par  un  fadeur  X; 
et  alors  la  fonction  (^=^  fX{X^X'^\Zy -hllz)  passe  géné- 
ralement par  un  maximum  ou  un  minimum  pour  la  posi- 
tion d'équilibre.  S'il  en  est  autrement,  on  pourra  toujours, 
au  moyen  des  deux  équalions  de  la  courbe,  F=0,  Fj=0, 
exprimer  y  et  2  en  fonction  de  x,  et  ramener  la  fonction 
Xlx  -h  Yîy  -h  Zhz  à  ne  contenir  qu'une  seule  variable  oj.  La  qua- 
drature pourra  alors  s'effectuer,  et  la  fonction  ainsi  obtenue 
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passera  généralement,  lorsque  le  point  sera  dons  sa  position 
d'équilibre,  par  un  maximum  oa  un  minimum. 

122.  Exemple.  —  Équilibre  iVun  point  matériel  M,  assujetti  à 
(jimer  sans  frottement  sur  la  surface  ellipsoïdale  définie  par 
l'équation 

et  attiré  vers  le  centre  0  de  cette  surface. 

La  force  qui  sollicite  le  point  M  étant  dirigée  vers  le  point  0, 
nous  pourrons  représenter  ses  composantes  par  les  pro- 
duits 

X=iVar, 
Y  =  Yy, 
Z  =  V5, 

V  désignant  une  fonction  quelconque  de  x^  de  y  et  de  z. 
L'équation  d'équilibre  sera 

Le  premier  membre  n'est  pas  intégrable,  sauf  le  cas  où 

V  est  une  fonction  de  x^  4- j/'-h^s*,  ou  de  la  distance  MO.  S'il 
en  est  autrement,  on  rend  la  fonc- 
tion intégrable  en  la  multipliant  par 
{ 
y  ;  elle  devient  alors  x'^x  -h  yiy  +  zlz, 

qui  est   la-  différentielle   exacte   de 

Q(x*-f-y*-|-2;»).  On  en  conclut   que 

les  posilions  d'équilibre  du  point  M 

correspondent  aux  maxima  et   aux 

miniraa  de  la  fonction  x^-h  y* -+- ;5%  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  de  la  distance  OM. 

Le  calcul  direct  fait  connaître  ces  positions.  Éliminons  ^z 
enlre  les  équations 

yxSx-{-yySy  +  Vz5z  =  0 

et 


Fig.  114. 


XùX 


b^  ^  c*        "• 
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/y 

Il  vient  en  multipliant  la  première  par  -5,    la  seconde   par 

c 

V»,  et  en  retranchant 

Les  équations  d'équilibre  sont  donc 

auxquelles  on  peut  joindre 

On  y  satisfait  en  posant  soit  V  =  0,  solution  qui  doit  être 
écartée,  puisqu'elle  annule  la  force;  soit  deux  quelconques 
d^s  trois  équations 

a:  =  0,      y  =  0,      5  =  0, 

ce  qui  définit  les  sommets  de  la  surface,  points  Rour  lesquels 
le  rayon  OM  est  perpendiculaire  à  rellipsoïde,  et  devient  géné- 
ralement maximum  ou  minimum.  On  peut  observer  que  le 
somme!  de  Taxe  moyen  n'est,  dans  ce  cas,  ni  un  maximum  ni 
un  minimum. 

Dans  le  cas  particulier 'de  l'ellipsoïde  de  révolution,  si  Ton 
a  fl  =  &  par  exemple,  les  équations  d'équilibre  sont  satisfaites, 
soit  par  2  =  0,  ce  qui  donne  tous  los  points  de  l'équateur  AB, 
soit  par  a;=0,  y  =  0,  ce  qui  donne  les  pôles,  C,de  la  surface. 

Enfin,  si  a=b=€,  Tellipsoïde  devient  une  sphère,  et, 
tousses  points  sont  pour  le  point  M  une  position  d'équilibre. 
En  même  temps  la  distance  OM  reste  constante. 
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CHAPITRE  II 

THÉORÈME   pu   TRAVAIL  VIRTUEL  POUR   UN  SYSTÈME   MATÉRIEL 


TRAVAUX   ÉLÉMENTAIRES   DE    DEUX    FORCES  MUTUELLES. 

123.  II  est  nécessaire,  pour  élendre  à  un  syslcme  de  points 
matériels  le  théorème  du  travail  virtuel,  qui  n'est  encore 
démontré  que  pour  un  poinljsolé,  de  déterminer  la  somme 
des  travaux  élémenlaires  de  deux  forces  mutuelles,  F  et  F', 
égales  et  contraires,  sollicitant  deui  points  matériels  A  et  B. 
Nous  supposerons  d'abord  que  ces  forces  soient  altracjives. 
Donnons  au  point  A  un  déplacem(^nt  infiniment  petit  AA', 
et  en  même  temps  au  point  B,  un  dé- 
placement infiniment  petit  BB'.  Pro-         ^l——- 1^ 

jetons  les  points  A'  et  B'  en  a  et  fr,  sur      ^.—  >- ^  :  ''\ 

la  droite  AB.  Le  travail  de  la  force  F, 
appliquée  au  point  A,  est  égal  au  pro-  '^ 

duit  FxAa;  le  travail  de  la  force  F',  appliquée  au  point  B, 
est  de  même  F  xBfc,  et  dans  l'état  de  la  figure,  ces  deux  tra- 
vaux sont  positrfs  ;  leur  somme  algébrique  est  donc  égale  à 
Fx(Aa-f-B6),  ou  bienàFx(AB  —  ab). 

Mais  les  déplacements  AA',  BB'  étant  infiniment  petits,  la 
droite  A'B'  fait  un  angle  infiniment  petit  avec  la  droite  AB,  et 
par  suite  (I,  §  61)  on  a,  à  moins  d'un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  MW=^ab;  en  définitive,  le  travail  Fx(AB — ab) 
est  aussi  égal  à  Fx(AB  — A'B'),  c'est-à-dire  au  produit  de 
la  force  mutuelle  qui  tend  à  rapprocher  les  deux  points  A  et  B, 
par  la  diminution  de  leur  distance. 
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188  TRAVAUX  ÉLÉMENTAIRES 

Ce  résullal  est  général,  pourvu  que  Ton  tienne  compte  dés 
signes.  Si  F  est  la  fori:c  mutuelle  qui  agit  sur  les  deux  poinls 
A  et  B,  r  leur  dislance  AB,  et  r'=r-|-rfr,  ce  que  devient  la* 
distancer  après  lesdéplaccmcnls  virtuels  imprimés  aux  points 
A  et  B,  le  travail  élémcnlaire  des  deux  forces  F  a  pour  expres- 
sion générale 

F  X  (r'  —  r)  =  Fdr, 

pourvu  qu  on  prenne  les  foras  F  positivement  si  elles  sont  répul- 
sives j  et  négativement  si  elles  sont  attractives.  Grâce  à  cette  con- 
vention, on  pourra  dire  que  le  travail  des  deux  forces  F  est 
égal  au  produit  de  leur  valeur  commune  par  la  variation  dry 
subie  parla  distance  de  leurs  points  d^application. 

Si  les  déplacements  virtuels  imprimés  aux  points  A  et  B 
laissent  sans  altération  la  distance  de  ces  deux  poinls, 
dr  étant  alors  égal  à  zéro,  le  travail  des  forces  mutuelles 
est  nul. 

124.  On  ne  change  pas  le  travail  d'une  force  F,  appliquée  à 
un  point  A,  en  supposant  que  celte  force  soit  appliquée  en  un 
autre  point' B,  pris  sur  sa  direction,  et  invariablement  lié  au 
premier.  En  effet,  appliquons  au  point  B  deux  forces  égales  et 
contraires  t'  et  F",  toutes  deux  égales  à  la  force  F,  et  agissant 
dans  la  direction  de  la  droite  AB.  Celte  addition  de  deux  forces 
égales  et  contraires,  appliquées  en  un  même 
point  B,  ne  change  rien  à  la  somme  des  travaux 
élémentaires  de  toutes  les  forces  données.  ;  car, 
quel  que  soit  le  déplacement  infiniment  petit 
qu'on  imprime  au  point  B,  le  travail  correspon- 
dant de  Tune  des  forces,  F',  est  égal  en  valeur 
absolue,  et  de  signe  contraire,  au  travail  deTau- 
tre  force  F".  L'ensemble  des  forces  F,  F',  P  donne 
donc  une  somme  de  travaux  égale  au  travail  de 
ig.  116.       j^  j.^^^^  p  p^jg^  seule.  Mais  les  forces  F  et  P 

prises  ensemble  ont,  en  verlu  du  théorème  précédent,  un 
travail  égal  au  produit  de  la  force  F  par  la  variation  de  la 
distance  AB,  et,  comme  nous  supposons  cette  distance  con- 
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stante,  la  somme  des  travaux  de  ces  deux  forces  esl  nulle;  il 
reste  donc  le  travail  de  la  foi  ce  F',  égal  au  travail  de  la  force  F. 

125.  Le  travail  élcmcnlaire  de  deux  forces  parallùlcsFctF', 
appliquées  à  deux  points  A  et  B,  invariablement  réunis  l'un  à 
Taulre,  est  égal  au  travail  de  leur. résultante  R. 

En  cffol,  la  dislance  AB  restant  conslante,  la  somme  des 
travaux  des  forces  F  et  F'  n'est  pas  altérée  quand  on  introduit 
deux  nouvelles  forcCs  fci  f,  égales  et  contraires,  et  agissant 
d.insla  direction  AB.  Les  deux  foi  ces /et  F  se  composent  en 
une  seule  forrx  G,  dont  le  travail  est  la  somme  des  travaux  des 
deux  composantes  (g  1  H)  ;  de  môriic,  le  travail  de  la  force  G' 
est  la  somme  des  travaux  de  ses  composantes  F'  et  f.  On  ne 
change  pas  les  travaux  des  forces  G  et 
G'  en  les  supposant  transportées  au 
point  H,  qui  appartient  à  la  fois  à  leurs 
deux  directions,  et  qu'on  peut  suppo- 
ser relié  invariablement  au  système 
des  points  A  et  B  (g  124)  ;  les  forces  G 
et  G',  transportées  en  H,  se  composent 
en  une  seule  force  R,  qui  est  la  résul-  F'g-  in, 

tante  des  forces  F  et  F',  et  dont  le  travail  est  la  somme  des 
travaux  des  composantes;  enfin,  on  n'altère  pas  ce  tiavail  en 
transportant  la  force  R  dii  point  II  au  point  I.  En  résumé,  le 
travail  de  la  force  R  esl  la  somme  algébrique  des  travaux  des 
forces  F,  /*,  F',  f\  c'est-à-dire  la  somme  algébrique  des 
forces  F  et  F',  puisque  les  travaux  fel  /*'  se  détruisent  (g  125). 

THÉOBÈnC  DU   TRAVAIL   VWTUEL    POUR    UN    SYSTÈME    SOLIDE    INVARIABLE. 

126.  Nous  pouvons  toujours  supposer,,  en  remplaçant  les 
liaisons  par  des  forces  qui  en  tiennent  lieu,  que  le  système 
solide  est  enliorcmenl  libre  dans  l'espace. 

On  peut  ramener  (g  61)  à  doux  forces,  F  cl  F',  le  système 
des  forces  doimées  qui  sont  appliquées  aux  divers  points  du 
système.  Dans  toutes  les  opérations  que  Ton  fait  pour  arriver 
à  cette  réduction,  on  compose  où  Ton  décompose  les  forces 
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d'après  la  règle  du  parallélogramme,  on  les  transporte  suivant 
leur  (Urcclion  en  des  poinis  invariablement  réunis  aux  points 
d'application  primitifs,  on  les  compose  ou  on  les  décompose 
par  la  règle  des  forces  parallèles;  or  toutes  ces  opérations, 
faites  sur  un  corps  solide,  conservent  sans  altération  la 
somme  des  travaux  élémentaires  ;  de  sorte  que  la  somme 
des  travaux  des  forces  F  et  F'  est  égale  à  la  somme  des  travaux 
des  forces  données. 

Pour  l'équilibre  du  système,  il  faut  et  il  suffit  (g  85)  que  les 
deux  forces  F  et  F'  soient  égales,  contraires,  et  dirigées  suivant 
une  seule  et  môme  droite.  Prenons  donc  deux  points  quel- 
conques A  et  B,  l'un  sur  la  direction  de  la  force  F,  l'autre  sur 
la  direction  de  la  force  F';  on  pourra  regar Jer  F  et  F'  comme 
appliquées  respectivement  en  A  et  en  B,  et  la  droite  AB  sera 
la  direction  commune  de  ces  ^eux  forces  F  et  F',  qtii 
doivent  en  outre  être  égales  et  agir  en  sens  opposés.  La 
somme  des  travaux  des  forces  F  et  F'  est  égale  à  zéro, 
puisqu'elles  sont  égales,  opposées,  qu  elles  agissent  suivant 
la  môme  droite,  et  que  la  distance  AB  de  leurs  poinis  d'ap- 
plication reste  invariable.  Par  conséquent  la  somme  algébrique 
des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces^  pour  un  déplacement 
quelconque  du  système  matériel  est  égale  à  zéro  si  le  système  est 
en  équilibre. 

Réciproquement,  le  système  matériel  est  en  équilibre  si  la 
somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les  forces  qui  y  sont  appli- 
quées est  nulle  pour  tout  dénlacement  infiniment  petit  qu'on  lui 
communique. 

En  effet,  réduisons  les  forces  données  à  deux  forces  F  et  F', 
que  nous  pouvons  supposer  appliquées,  Tune  au  point  A, 
l'autre  au  point  B^  la  somme  dés  tra- 
vaux des  forces  F  et  F'  sera  égale  à 
la  somme  des  travaux  des  forces  don* 
nées;  elle  est  donc  nulle  par  hypo- 
^^^^'  ^*^'  thèse  pour  un  déplacement  quelconque 

iinprin:é  au  solide.  Considérons  les  déplacements  qu  oii  peut 
conimnniquer  au  solide  en  le  faisant  tourner  autour  du  point 
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A  devenu  fixe;  le  point  Besl  assujèlli  dans  ces  mouvements  ù 
rester  à  la  surface  d'une  sphère  dont  le  centre  est  en  A,  et 
dont  le  rayon  est  AB.  Le  travail  de  la  force  F  est  nul  pour 
tous  ces  déplacemenlç,  puisque  le  point  A  reste  fixe;  le  travail 
de  la  force  F'  est  donc  aussi  nul,  et  par  conséquent  la  force 
F'  est  normale  aux  chemins  décrits  par  le  point  B,  c'est-à- 
dire  normale  à  la  sphère  sur  laquelle  ce  point  se  déplace  : 
la  direction  de  la  force  F'  coïncide  donc  avec  la  direction  AB  du 
rayon  de  cette  sphère.  On  prouverait  de  même,  en  considé- 
rant des  déplacements  sphériques  autour  du  point  B,  que  la 
force  F  agit  suivant  la  direction  AB.  Donc  les  deux  forces  F  et 
F'  sont  appliquées  suivant  une  seule  et  même  direction.  Con- 
sidérons en  troisième  lieu  un  déplacement  parallèle  à  cette  di- 
rection commune;  la  somme  algébrique  des  travaux  des  forces 
F  et  F'  sera  égale  au  produit  de  leur  somme  algébrique  F 4- F' 
par  ce  déplacement;  elle  est  nulle  par  hypothèse,  et  par  suite 
F  -}-F'=0,cequi  nous  montre  que  les  forces  F  et  F'  sont  éga- 
les en  valeur  absolue,  et  dirigées  en  sens  conlrairos.  Le  sys- 
tème des  forces  appliquées  au  corps  solide  se  réduit  donc  à  deux 
forces  égales,  opposées  et  appliquées  sruivant  la  même  droite, 
et  par  suite  (§  85)  le  solide  est  en  équilibre. 

ÉQUATIOISS  d'équilibre   d'uN    SYSTÈME    INVARIABLE. 

127.  Les  équations  d'équilibre  posées  (§  76)  ne  sont  que  des 
applications  du  théorème  qui  vient  d'être  établi. 

Premier  cas.  —  Considérons  un  solide  libre  dans  l'espace  et 
sollicité  par  certaines  forces  :  appliquons  à  ce  système  le 
théorème  du  travail  virtuel. 

Imprimons  d'abord  au  solide  une  translation  infiniment  pe- 
tite parallèle  à  une  droite  quelconque  AB,  et  soit  e  la  longueur 
du  déplacement,  qui  est  la  même  pour  tous  les  pointSi 
Pour  trouver  le  travail  des  forces  appliquées  au  corps, 
il  suffira  de  les  projeter  sur  la- direction  du  chemin  dé- 
crit (g  106),  ou,  ce  (jûi  revient  au  môme,  sur  la  droite  AB;  on 
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donnera  aux  projcclions  les  signes  convenables,  puis,  on  mul- 
tipliera les  projections  par  le  cliemin  e,  cl  on  fera  la  somme. 
Le  résultat  sera  égal  ou  produit  de  £ 
par  la  somme  algébrique  des  projec- 
lions  des   forces  sur  la  droite  AB; 

-  le  théorème  du  travail  virtuel  nous 

apprend  donc  que  lorsquun  système 
*^  solide  est  en  équilibre,  la  somme  ahjé- 

brique  des  projections  des  forces  sur  une  droite  AB  quelconque 
est  égale  à  zéro. 

Faisons  ensuite  tourner  d'un  angle  infiniment  petit  a  le 
système  solide  autour  d'une  droite  PQ;  le  travail  de  chaque 
force  correspondant  5  ce  déplacement  s'obtiendra  (g  103) 
en  multipliant  par  a  le  moment  delà  force 
par  rapport  à  Taxe  PQ  ;  la  somme  des  Ira- 
_^..    vaux  élémentaires  sera  donc  égale  au  produit 
"  ~ --— -Jf,    par  a  delà  somme  algébrique  des  moments; 
or  elle  doit  être  nulle  quel  que  soit  a,  en  vertu 
du  théorème. Donc  lorsquun  système  solide  est 
Fig.  120.  en  équilibre,  la  somme  algébrique  des  moments 

des  forces  par  rapport  à  une  droite  quelconque  est  égale  à  zéro. 
Il  reste  à  montrer  que  ces  conditions,  qui  paraissent  en 
nombre  infini,  se  réduisent  à  six  conditions  distinctes. 

Imprimons  au  système  solide  un  déplacement  arbitraire 
infitiiment  petit;  nous  savons  (I,  g  158)  que  tout  déplace- 
ment élémentaire  d'un  système  invariable  est  décomposable 
en  deux  mouvements  élémentaires,  savoir  une  translation  cl 
une  rotation  autour  d'un  axe,  cl  qu'on  peut  regarder  cet  axe 
comme  passant  par  un  .point  quelconque  du  système,  en  dis- 
posant de  la  translation  en  conséquence.  La  translalion  peut 
ensuite  être  décomposée  en  trois  translations,  et  la  rotation 
en  trois  rotations  distinctes,  en  appliquant  à  chacun  de  ces 
mouvements  la  règle  du  parallélépipède.  Cela  étant,  par  un 
poinl  0  pris  arbitrairement  dans  l'espace,  menons  trois  axes 
rectangulaires  OX,  OY,  ÔZ;  décomposons  lé  déplacement  élé- 
mentaire imprimé  au  solide  en  une  rotation  infiniment  petite 
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autour  d'un  axe-OA,  passant  par  le  point  0,  rotation  qui  peut 
elre  rcprOscnléc  par  la  droite  OA,  cl  en  une  translation  infini- 
ment petite  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  une 
aulre  droite,  OB.  Puis  décomposons  suivanl  les  trois  axes 
les  deux  droites  OA  et  OB  ;  appelons  p,  9,  r  les  trois  compo- 
santes* de  la  rolalion  OA,  et  Ç,  y),  Ç  les  trois  composantes 
de  la  translation  OB.  Pour  trouver  le  travail  d*une  force 
(g  115)  on  peut  décomposer  comme  on  voudra  celle  force 
et  le  chemin  décrit  par  son  point  d'application.  Le  chemin 
décrit  par  un  point  quelconque  M 
du  corps  csl  la  résultante  des  trois 
déplacements  Ç,  yj,  Ç,  parallèles  aux 
axes,  déplacements  dus  à  la  transla- 
tion et  communs  à  tous  les  points  du 
solide,  et  des  trois  rotations,  p,  q,  r, 
du  solide  autour  des  mêmes  axes. 
*  Décomposons  de  même  en  trois  com- 
posantes X,  \,  Z  lès  forces  appliquées 
aux  divers  points  M.  II  restera  à  associer  chacune  dts  compo- 
santes à  chacun  des  déplacements,  puis  à  faire  la  somme  des 
produits  résultants. 

Relativement  au  déplacement  |,  les  forces  ¥  et  Z,  perpendi- 
culaires à  ce  déplacement,  ne  donnent  rien,  et  le  travail  se  ré- 
duit à  XÇ;  la  sommé  des  travaux  sera  donc  exprimée  par 


Fig.  i21. 


ou  bien  par 


XiH-Xj$+X5Ç-+-  ...+X«ç, 


(X,+  x»-hX5  +  ...+X5)ç  =  $5:x, 


somme    étendue    à    toutes   les    composantes    parallèles    5 
l'axe  OX, 

De  même,  le  déplacement  y]  donnera  une  somme  de  travaux 
égale  à 

et  le  déplacement  Ç  une  somme  égale  à 

(Z,  H-  z,  H-Z5+  . . .  +Z«;Ç  =  rSZ. 

U.  —  MÉC.   COLUCKOir.  13 
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Les  déplacements  angulaires  p,  q,  r  donnent  lieu  chacun  à 
une  somme  de  travaux  égale  à  la  somme  des  produits  par 
p,  9,rdes  moments  des  forces  par  rapport  aux  axes  (g  114). 
Appelons 

L|,  Lg,  . . .  L», 
•  Mj,  Mj,  . . .  Ma, 

Ni,  Na,  ...  Nn, 

les  moments  des  forces  données  par  rapport  aux  trois  axes; 
les  sommes  des  travaux  correspondants  seront  : 

(M.-f  M,H-  . . .  -h  M„)  X  î  =  ç2M, 

(N4+Na+...-fNn)Xr=r2N. 

Réunissant  toutes  ces  sommes  par  voie  d'addition  algébrique, 
il  vient,  pour  le  total  des  travaux  correspondants  au  déplace- 
ment considéré, 

somme  que  nous  égalons  à  zéro,  pour  exprimer  les  condi- 
tions d'équilibre.  Mais  le  déplacement  considéré  est  tout  à 
fait  arbitraire;  par  conséquent  nous  pouvons  atlrïbuer  aux 
coefficients  Ç,  yj,  Ç,  p^  ç,  r  telles  valeurs  que  nous  voulons, 
et  pour  que  l'équation  résultante  soit  toujours  satisfaite, 
quelles  que  soient  les  valeurs  qu'on  substitue  aux  arbi- 
traires, il  faut  et  il  suffit  que  les  facteurs  qui  multiplient  ces 
arbitraires  soient  séparément  nuls,  c'est-à-dire  qu'on  ait  les 
six  équations  :  . 

2X  =  0,  2L  =  0, 
2Y=rO,  2'.î=:0, 
2Z  =  0,       2N  r=  0. 

Cesontles  équations  que  nous  avions  trouvées  au  g  87  en  sui- 
vant une  marche  différente. 
128.  Deuxième  cas.  —  Le  corps  solide  a  un  point  fixe,  0.      ^ 
Imprimons  au  solide  un  déplacement  infiniment  petit  com- 
patible avec  les  liaisons;  ce  déplacement  consistera  (I,  g  iSi) 
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en  une  rotation  infiniment  petite  autour  d'une  droite  OA  pas- 
sant par  le  point  0  ;  là  somme  des  travaux  des  ïovCes  sera 
égale  à  la  somme  algébrique  de  leurs  moments  par  rapport  à 
Taxe  OA,  multipliée  par  le  déplacement  angulaire  du  corps  ;  le 
théorème  du  travail  virtuel  montre  donc  que  la  somme  algébri- 
que des  moments  des  forces  extérieures,  par  rapport  à  toute  droite 
passant  par  le  point  0,  est  égale  à  zéro. 

Si  Ton  imprimait  au  corps  un  déplacement  virtuel  non  comr 
patible  avec  les  liaisons,  par  exemple  une  relation  infiniment 
petite  autour  d'un  axe  ne  passant  pas  par  le  point  0,  on  obtien- . 
drait  un  théorème  frnalogue,.  mais  il  faudrait  comprendre  dans 
l'énoncé  de  ce  théorème  le  moment  de  la  réaction  du  point 
fixe.  L'adoption  de  déplacements  compatibles  avec  les  liai- 
sons a  en  général  pour  objet  d'éliminer  les  réactions  incon- 
nues. 

Par  le  point  0  menons  trois  axes  rectangulaires,  et  décompo- 
sons la  rotalion  autour  de  OA  en  trois  rotations  autour  de  cha- 
cun des  axes.  La  somme  des  travaux  élémenlaires  des  forces 
sera  égale  à  la  somme  algébrique  des  produits  obtenus  en 
multipliant,  respectivement  les  sommes  des  moments  pris  par 
rapport  aux  axes,  par  les  déplacements  angulaires  correspon- 
dants ;  égalant  à  zéro  la  somme  résultante,  on  aura  l'équation 
générale  de  l'équilibre,  équation  qui  se  décomposera  en  trois 
autres,  en  tenant  compte  de  l'indétermination  des  arbitraires,. 
En  résumé,  on  retrouvera  les  Irois  équalions  d'équilibre  (§  88), 
exprimant  que  les  sommes  des  moments  des  forces  par  rap- 
port à  trois  axes  rectangulaires  sont  séparément  nulles. 

129.  Troisième  cas.  —  Le  corps  solide  est  assujetti  à  tour- 
ner autour  d'un  axe  fixe.  Le  seul  déplacement  compatible  avec 
les  liaisons  sera  une  rotation  infiniment  petite  autour  de  Taxe  ; 
la  somme  des  travaux  des  forces  extérieures  sera  donc  égale  à 
la  somme  algébrique  des  moments  de  ces  forces  par  rapport  à 
Taxe,  mullipliée  par  le  déplacement  angulaire,  et  l'applica- 
tion du  théorème  conduit  ainsi  à  égaler  à  zéro  la  somme  des 
moments  des  forces  par  rapport  à  Taxe  de  relation  (§  89). 

Ici  encore,  le  choix  du  déplacement  virtuel  a  pour  consé- 
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c[ucnce  d'éliminer  les  réaclions  inconnues,  c'est-i-tlire  les 
forces  tenant  lieu  des  liaisons. 

130.  Quatrième  cas.  —  Le  corps  solide  est  assujctii  à  glisser 
sans  (roltement  sur  un  plan  fixe. 

l**  Si  le  contact  du  corps  cl  du  plan  est  établi  p»nr  un  point 
unique,  les  déplacements  virtuels  compalibles  avec  les  liaisons 
pourront  consister  en  une  translation  parallèle  au  plan  el  en 
une  rotation  autour  d'un  axe  mené  par  le  point.  Ces  mouvc: 
ménls  sont  décomposables,  le  premier  en  deux  translations 
parallèles  à  deux  axes  rectangulaires  tracés  dans  le  plan  fixe 
par  le  point  de  contact,  le  second  en  trois  relations,  dont  deux 
autour  de  ces  deux  mêmes  axes,  el  la  Iroisième  autour  de  la  nor- 
male au  plan.  Les  conditions  d'équilibre  sont  donc  aii  nombre 
de  cinq,  savoir  :  deux  équations  exprimant  que  la  somme  algé- 
brique des  forces  projetées  sur  chacun  des  axes  tracés  dans  le 
plan  est  nulle;  et  trois  équations  exprimant  que  la  somme  al- 
gébrique des  moments  par  rapport  à  chacun  des  trois  axes  est 
aussi  nulle  (g  91,1^).  - 

Le  corps  peut  être  simplement  posé  sur  le  plan  ;  on  pourra 
admettre  comme  compatible  avec  les  liaisons  un  déplacement 
parallèle  à  lanormale  au  plan,  mais  dirigé  dans  un  sens  par- 
ticulier. A  ce  déplacement  correspond  un  travail  positif  de  la 
réaction  du  plan,  et  ce  travail,  ajouté  aux  travaux  des  autres 
forces,  doit  donner  zéro  pour  somme.  On  doit  donc  joindre 
une  condition  aux  cinq  que  nous  avons  déjà  posées  :  la 
somn>e  des  travaux  correspondants  à  un  déplacement  du 
corps  parallèle  è  la  normale,  dans  le  sens  où  ce  déplacement 
est  admissible,  doit  être  négative;  en  d'autres  termes  la 
somme  des  projections  sur  la  normale  des  forces  extérieures 
qui  tendent  à  appu\er  le  corps  contre  le  plan,  doit  être  plus 
grande  en  valeur  absolue  que  la  somme  des  projections  con- 
traires. 

2°  Si  le  contact  est  établi  par  deux  points,  il  n'y  aura  plus 
lieu  de  considérer  que  trois  déplacements  distincts,  savoir  : 
deux  translations  parallèles  respectivement  à  deux  axes  rec- 
tangulaires tracés  dans  le  plan,  et  deux  rotations,  l'une  au- 
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.  lour  delà  droite  menée  par  les  deux  points  de  contact,  l'autre 
autour  de  la  normale  au  plan.  Dcià  quatre  conditions  d'équi- 
libre :  deux  relatives  aux  sommes  algébriques  des  forces  pro-  • 
jetées  sur  les  deux  axes,  et  deux  relatives  à  la  somme  des 
moments  par  rapport  h  la  normale  et  h  la  droite  qui  joint  les 
points  d'appui.  Ces  quatre  sommes  devront  être  nulles  pour 
lequilibre(§91,  2^). 

Si  le  corps  est  posé  sur  le  plan,  on  pourra  admettre  tous  les 
déplacements  qui  délachent  le  corps  de  son  plan  d'appui;  à  ces 
déplacements  correspondront  des  travaux  posilifs  des  réac- 
tions normales,  et  par  suite  la  somme  des  travaux  des  forces 
données  doit  être  négative.  Soient  A  et  B  les  deux  points  d'ap- 
pui. Prenons  pour  axes  dans  le  plan  fixe  la  droite  AB  et  une 
droite  AC ,  perpendiculaire  à  AB  ;  puis ,  pour  troisième 
axe,  la  normale  AD,  menée  par  le  point  À.  Les  six  déplace- 
ments élémentaires  distincts  auxquels 
se  ramène  iin  déplacement  virtuel  quel- 
conque, se  réduisent  à  trois  translations 
parallèles  à  AB,  à  AC  et  à  AD,  et  à  trois 
rotations  autour  dès  mêmes  droites  ;  les 
deux  premières  translations  sont  possi- 

.  blés  dans  les  deux  sens,  et  la  somme  ^^^'  *^- 

des  travaux  correspondants  à  chacune  d'elles  doit  par  consé 
quent  être  égale  à  zéro.  -La  troisième  n'est  possible  que  dans 
un  sens  particulier,  et  la  présence  du  plan  l'empêche  en  sens 
contraire  ;  la  somme  des  travaux  correspondanis  doit  donc 
être  nulle  ou  négative.  Des  trois  rotations,  celles  qui  s'effec- 
tuent autour  de  AB  ou  de  AD  sont  possibles  dans  les  deux 
sens  :  les  sommes  des  moments  des  forces  autour  de  ces  axes 
sont  donc  nulles  ;  tandis  que  la  troisième,  autour  de  AC,  n'est 
possible  que  dans  un  sens  unique,  celui  qui  détache  le  corps 
du  plan  au  point  B  ;  la  somme  des  moments  des  forces  don- 
nées par  rapport  à  Taxe  AC  doit  donc  être  négative. 

3°  Enfin,  s'il  y  a  trois  points  d'appui  non  en  ligne  droite,  on 
imprimera  au  corps  deux  translations  parallèles  au  plan,  ou 
une  rotation  autour  d'une  normale  au  plan,  ce  qui  donnera 
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trois  équations  d'équilibre  ;  de  plus,  on  pourra  admettre,  si  lo 
corps' est  simplement  posé,  une  translation  normale  au  plan, 
et  des  relations  autour  de  deux  axes  situés  dans  le  plan,  mais 
avec  certaines  restrictions  :  la  translation  devra  s'opérer  dans 
un  sens  défini  ;  les  rotations  ne  pourront  s'effectuer  que  dans 
un  sens  particulier,  et  autour  d^ axes  qui  ne  traversent  pas  lepoly- 

,gone  formé  en  joignant  les  points  d^appui.  Cur  une  rotation  autour 
d'un  axe  qui  laisserait  les  points  d'appui  de  différents  côtés  de 
sa  direction,  ternirait  à  faire  pénétrer  le  corps  dans  le  plan  en 
certains  points,  eiv  même  temps  qu'elle  tendrait  à  l'en  déta- 
cher en  d'autres.  Elle  serait  donc  incompatible  avec  la  nature 
des  liaisons.  En  résumé,  les  conditions  d'équilibre  sont  les 
suivantes  :  la  somme  des  forces  projetées  sur  deux  axes  rec- 
tangulaires tracés  dans  le  plan,  et  la  somme  des  moments  par 
rapport  à  une  normale  au  plan,  doivent  être  séparément 
nulles-;  si  l'on  projette  les  forces  sur  là  normale,  la  somme  des 
projections  qui  tendent  à  appuyer  le  corps  contrele  plan  doit 

,  être  supérieure  (on  vulcur  absolue)  à  la  somme  des  projections 
qui  agissent  en  sens  contraire;  et  si  Ton  prend  les  momeïils 
dés  forces  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  laissant 
chacun  les  points  d'appui  d'un  même  côté  de  leur  direction, 
la  somme  des  moments  des  forces  qui  tendent  à  appuyer  le 
corps  contre  le  plan  doit  être  plus  grande  en  valeur  absolue 
que  la  somme  des  moments  des  forces  qui  tendent  à  le  faire 
tourner  en  sen§  opposé. 

Nous  retrouvons  aiïisi  toutes  les  conditions  établies  précé- 
demment par  la  méthode  dé  la  composition  des  forces. 

THÉORÈME    DÛ    TRAVAIL     VIRTUEL    POUR    UN    SYSTÈME    MATÉRIEL 
.   QUELCONQUE. 

131.  Un  système  matériel  peut  toujours  être  considéré 
comme  formé  de  points  matériels  libres,  sollicités  par  des 
forces;  nous  avons  vu  (g  8)  que  ces  forces  peuvent  être  parta- 
gées en  deux  grandes  classes,  savoir  :  les  forces  extérieures. 
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qui  sont  dirigées  vers  des  pointe  élrangers  au  système,  et  les 
forces  intérieures^  forces  mutuelles  qui  s'exercent  d'un  point  du 
système  à  un  autre  point.  Les  liaisons,  quelles  qu'elles  soient, 
peuvent  être  remplacées  par  des  forces  équivalentes,  et  ces 
forces  se  partagiînl  enlre  les  deux  classes  que  nous  venons 
d'indiquer;  les  unes  sont  des  forces  extérieures,  telles  que 
les  réactions  d'un  point  fixe,  d'un  axe  fixe,  d'une  surface 
fixe,...;  les  autres,  des  forces  intérieures  mutuelles,  telles 
que  la  tension  d'un  fil  ou  d'une  barre  réunissant  deux  points 
du  système  l'un  à  l'autre.  Si  nous  remplaçons  les  liaisons  par 
des  forces  équivalentes,  les  points  matériels  qui  forment  le 
système  pourront  être  considérés  comme  libres,  et  le  théo- 
rème du  travail  virtuel  s'appliquera  à  l'équilibre  de  chacun 
d'eux.  Quelque  déplacement  infiniment  petit  qu'on  imprimé  à 
chaque  point,  la  somme  des  travaux  virtuels  de  toutes  les 
forces  qui  sollicitent  ce  point  en  particulier  sera  nulle,  puis- 
qu'il est  en  équilibre,  et,  par  suite,  la  somme  des  tra- 
vaux virtuels  de  toutes  les  forces  qui  sont  appliquées  au  sys- 
tème, forces  extérieures,  forces  intérieures,  forces  tenant  lieu 
des  liaisons,  est  aussi  égale  à  zéro.  Réciproquement,  si  la 
somme  des  travaux  virtuels  des  forces  est  nulle  pour  tout  dé- 
placement du  système,  l'équilibre  a  lieu.  Car  les  points  étant 
tous  libres  et  indépendants  les  uns  des.  autres,  prenons  pour 
déplacement  virtuel  le  déplacement  d'un  point  en  particu- 
lier, et  laissons  fixes  tous  les  autres  points.  La  somme  des 
travaux  virtuels  de  toutes  les  forces  se  réduira  à  la  somme 
(les  travaux  des  forces  appliquées  à  ce  point;  cette  somme 
étant  nulle,  le  point  est  en  équilibre  (§  H5).  Le  même  rai- 
sonnement peut  être  fait  pour  un  point  quelconque  :  par 
conséquent^  l'équilibre  de  toutes  les  parties  du  système  est 
assuré  si  les  conditions  énoncées  dans  le  théorème  sont  satis- 
faites. 

132.  Le  théorème  ainsi  formulé  est  remarquable  par  sa  gé- 
néralité, mais  il  est  sans  usage  dans  les  applications  de  la  sta- 
tique, tant  qu^on  n'en  restreint  pas  Ténoncé  par  des  conditions 
particulières,  car  il  conduirait  simplement  à  exprimer  les  con- 
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(lilions  d'équilibre  de  chaque  poinl  en  parliculier  ;  la  méthode 
foadée  sur  Temploi  du  théorème  du  travail  virtuel  a  au  con- 
traire pour  objet  d'éliminer  les  forces  inconnuçs,€l  de  découvrir 
1  es  équations  de  condition  qui  doivent  exister  en  Ire  les  forces 
données  pour  qu  il  y  ait  équilibre.  On  choisit  pour  cela,  parmi 
tous  les  déplacements  possibles ,  ceux  auxquels  correspon- 
dent des  travaux  nuls  pour  les  forces  inconnues. 

Par  exeimple," veut-on  éliminer  les  forces  intérieures  et  avoir 
des  relations  entre  l'es  forces  extérieures  seules?  Ou  imprimera 
au  système  des  déplacements  qui  laissent  invariables  les  dis- 
lances mutuelles  des  divers  points  matériels.  Le  travail  de 
deux  forces  mutuelles,  égal  au  produit  de  leur  valeur  com- 
mune par  la  variation,  positive  ou  négative,  de  la  dislance 
dé  leurs  points  d'application  (§  123),  est  nul  si  cette  distance 
demeure  constante,  et  par  suite,  les  forces  intérieures  seront 
éliminées.  Il  restera  donc  seulement  le  Iravail  des  forces  exté- 
rieures ;  mais  le  système  peut  alors  être  considéré  comme 
un  solide  géométrique.  On  parvient  par  la  considération 
de  CCS  déplacements  aux 'six  équations  d'équilibre  d'un 
système  solide,  dans  lesr|]ielles  les  forces  extérieures  figurent 
seules.  Nous  retombons  ainsi  sur  les  tRéorèmes  démontrés 
au  §93. 

133.  En  général,  pour  éliminer  le  Iravail  dû  aux  forces  qui 
tiennent  lieu  des  liaisons,  il  suffit  d'imprimer  au  système  un 
déplacement  compatible  avec  ces  liaisons.  Nous  nous  borne- 
rons à  vérifier  cette  règle  dans  les  principaux  cas  qui  peuvent 
se  présenter. 

V  Si  le  sysième  est  assujetti  à  tourner  autour  d*un  point 
fixe,  ou  d'un  axe  fixe,  la  réaction  du  point  ou  les  réactions. de 
Taxe  sont  des  forces  extérieures  qui  ne  produisent  aucun  Ira- 
vail, tant  qu'on  imprime  au  système  des  déplacements  com- 
patibles ivec  la  fixité  de  Taxe  ou  du  point. 

2°  On  peut  en  dire  autant  des  forces  appliquées  à  un  système 
assujetti  à  glisser  sans  frottement  sur  une  surface  fixe,  sans 
pouvoir  s'en  détacher,  car  la  réaction  de  la  surface  en  chaque 
point  de  contact  est  normale.  Nous  excluons  ici  le  cas  où  le 
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système  serait  simplement  posé  sur  la  surface  et  pourrai!  s'en 
détacher  dans  un  sens. 

5°  Le  travail  dû  à  la  réaction  normale  d'une  courbe  fixe,  le 
long  de  laquelle  le  système  serait  assujetti  à  gUssor,  est  nul  de 
lui-même.  Tout  déplacement  compalible  avec  ce  genre  de  liai- 
son n'introduira  donc  aucun  terme  contenant  la  réaclion  in- 
connue. 

Si  la  surface  ou  la  courbe. directrice  exerçait  un  frottement 
sur  le  système,  il  faudrait  au  contraire  tenir  compte  du  tra- 
vail correèpondant  à  ce  frottement. 

-  4°  Quand  deux  points  matériels  sont  réunis  l'un  à  l'autre 
par  une  tige  de  longueur  invariable ,  le  travail  des  actions 
mutuelles  de  ces  deux  points  est  nul  pour  tout  déplacement 
Commun  compatible  avec  celte  liaison. 

5*  Enfin,  étudions  le  cas  particulier  où  deux  portions  du 
système  se  touchent  par  deux  surfaces  qui  glissent  Tune  sur 
l'aulre  sans  frottement.  La  réaction  mutuelle  des  deux  sur- 
face^ est  normale  au  point  de  contact.  Considérons  un  déplî  - 
cenjcnt  infiniment  petit  compatible  avec  ce  genre  de  liaison» 
c'est-à-dire  laissant  les  deux  surfaces  tan- 
gentes. Les  deux  surfaces  S,  S' tangentes 
en  M,  se  transportent  par  suite  de  ce  dé- 
placement dans  les  positions  S^,  S'^;  s'  '**wij-/— ^1^7— 
elles  sont  encore  tangentes  en  un  certain 
point  N  :  ce  point  ne  coïncide  pas  en 
général  avec  les  positions  géométriques 
prises  par  les  deux  points  matériels  ap- 
partenant, l'un  à  la  surface  S,  Tautre  à 
la  surface  S',  qui  coïncidaient  au  point  M.  De  ces  deux  points, 
l'un  se  transporte  en  M^,  Taulre  en  M^,  et  par  suite  la  somme 
des  travaux  des  deux  forces  égales,  R,  R',  est  exprimée  par 

P  X  (Mm'  —  Mm), 

mf  et  m  étant  les  projections  des  poinis  M^  et  M\  sur  la  direc- 
otin  commune,  RR',  des  deux  forces. 
Or  les  poinis  M^  et  M'^  sont  situés  à  des  distances  infini- 
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ment  petites  du  point  N,  par  lequel  se  touchent  les  deux  sur- 
faces; on  peut  les  regarder  comme  appartenant  au  plan 
tangent  commun  mené  aux  deux  surfaces  par  ce  point;  ce  plan 
fait  un  angle  infiniment  petit  avec  le  plan  tangent  au  point 
M^ . .  H  diffère  infinimenl  peu  d'un  plan  normal  à  la  droite 
RR';  par  suite,  la  distance  mrn^  est  un  infiniment  petit  du  se- 
cond ordre,  et  enfin  la  différence  Mîn'  —  Mm  est  égale  à  zéro, 
•aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près.  La  somme  des 
travaux  virtuels  des  forces  R  et  R'  est  donc  égale  à  zéro,  et  la 
proposition  est  vérifiée. 

Si  les  surfaces  S  et  S'  exerçaient  un  frottement  l'une  sur 
Tautre,  il  n'en  serait  plus  de  même,  car  la  réaction  mutuelle 
pourrait  être  oblique  aux.  deux  surfaces,  et  fournir  un  certain 
travail. 

Dans  tous  les  cas  que  nous  venons  d-examiner,  on  n'aura 
pas  à  évaluer  le  travail  virtuel  des  forces  dues  aux  liaisons, 
si  Ton  imprime  au  système  des  déplacements  qui  soient  com- 
patibles avec  ces  liaisons,  c'est-à-dire  qui  les  laissent  subsister 
pendant  le  déplacement.  * 

154.  Mais  alors  la  démonstration  de  la  réciproque  du  théo- 
rème général  (§  131)  doit  être  modifiée.  Nous  avons  d'abord 
élabli  que  lorsqu'un  système  matériel  est  en  équilibre,  la  somme 
des  travaux  virtuds  de  toutes  les  forces  qui  le  sollicitent ^  pour 
un  déplacement  virtuel  quelconque,  est  égale  à  zéro)  celte  pro- 
position s'applique  aux  déplacements  compatibles  avec  les 
liaisons  comme  à  tous  les  autres,  et  nous  venons  de  montrer 
que  pour  ceui^-là  on  pai  liculier  le  travail  des  forces  dues  aux 
liaisons  est  identiquement  nul.  Nous  avons  ensuite  démontré 
la  réciproque  :  si  la  somme  des  travaux  virtuels  des  forces  est 
nulle  pour  tous  les  déplacements  virtuels,  le  système  est  en  équi- 
libre. Mais,  pour  cela,  nous  avons  considéré  des  déplacements 
affectant  un  point  unique  du*  système?,  et  laissant  les  autres 
immobiles.  Cette  hypothèse-supposé  les  points  matériels  libres 
et  indépendants,  et  elle  est  contradictoire  avec  l'existence  de 
liaisons  qiie  les  déplacements  imprimés  au  système  doivent 
laisser  subsister^  Nous  avons  donc  à  démontrer  pour  ainsi 
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dire  un  Douveau  thcorùme,  qu'on  peul  énoncer  comme  il  suil  : 
Un  système  à  liaisons  est  en  équilibre,  lorsque  la  soinme  dçs 
travaux  virtuels  des  forces,  soit  extérieureSy  soit  intérieures,  qui 
le  sollicitent^  est  égale  à  zéro  pour  tout  déplacement  compatible 
avec  les  liaisons. 

La  démonstration  est  facile  en  employant  la  réduction  à 
Pabsurde.  Supposons  que  la  condition  soit  remplie,  el  que  le 
système  matériel  ne  soit  point  en  équilibre.  L'équilibre  n'exis- 
tant pas,  le  systcme  prendra  un  mouvement  bien  défini,  le- 
quel sera  nécessairenient  compatible  avec  les  liaisons;  le  pre- 
mier pas  du  système  dans  le  mouvement  qu'il  va  prendre 
peut  donc  être  regardé  comme Tun des  déplacements  viituels 
compris  dans  l'énoncé  du  théorème,  et. par  suite  la  somme 
des  travaux  de^  forces  est  nulle  pour  ce  déplacement  particu- 
lier. Mais  nous  pouvons  empêcher  le  mouvement  du  système 
en  appliquant  en  ses  divers  points  des  forces  convenables,  diri- 
gées en  sens  contraire  du  mouvement  qui  tend  à  se  produire. 
Il  y  aura  alors  équilibre  entre  les  forces  primitivement  appli- 
quées au  système  et  les  nouvelles  forces  qu'on  vient  d'y  ajou-. 
ter  ;  la  somme  des  travaux  de  toutes  ces  forces  est  donc  nulle, 
en  vertu  de  la  proposition  directe.  Or  la  somme  des  travaux 
des  forces  primitives  est  nulle  par  hypothèse.  La  somme  des 
travaux  des  nouvelles  forces  est  donc  nulle  aussi:  ce  qui  est 
impossible,  car  cbacune  de  ces  forces,  agissant  en  sens  con- 
traire du  déplacement  admis  pour  son  point  d'application,  a 
un  travail  négatif,  et  la  somme  de  leurs  travaux  est  aussi 
négative.  L'hypothèse  'du  mouvement  conduisant  ainsi  à  une 
contradiction,  le  système  est  en  équilibre. 

USAGE  ANALYTIQUE  DU  THÉORÈME   DU  TRAVAIL  VIRTUEL. 
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les  coordonnées  rectangulaires  de  «  points  composant  un  sys- 
tème à  liaisons.. 
Les  liaisons  de  ce  systi^me  sont  exprimées  par  k  équations 

^1  (x,  y,  ;,  x\  y\  a',  a;",  y",  z'\  ...  !  =  0, 
9%[^*yf  -» )  =  0, 

(1)  /  ?s(a;,y,  2i )  =  0, 

f*t^,  y,  5, )  =0, 

contenant  les  coordonnées  des  points  donnés. 

Ces  points  sont,  en  oulrc,  soumis  chacun  à  des  forces  don- 
nées, que  Ton  peut  décomposer  suivant  les  trois  axes;  ce  qui 
donne  les  composantes  X,  Y,  Z  pour  le  point  x,  j/,  %,  les  com- 
posanles  X',  Y',  T  pour  le  point  x\  y\  z\  et  ainsi  de  suite. 

On  demande  les  conditions  d'équilibre. 

Le  théorème  du  travail  virtuel  nous  apprend  que  ces  condi- 
tions sont  toutes  contenues  dans  Téqualion  générale 

(2)  *    \Bx  +  "i^y-jtr  l-'Z  +  V^x'  4-  Y'^y'  +  Z'^s'  -f  V'oz"  -f  . . .  =  0, 

quels  que  soient  les  déplacements  inliniment  petits  ox,  3j/,  Sis, . . . 
pourvu  qu'ils  soient  compatibles  avec  les  liaisons,  c'est-à-dire 
pourvu  qu'ils  satisfassent  aux  équations  (1). 

On  exprimera  cette  condition  en  différentiant  les  fc  équa- 
tions (1),  ce  qui  donne  le  groupe  (3)  : 

dx  dy     .       dz  dx'        i  > 


(3) 


è-^^+'t">  +  S'^^^fe^--^-=». 


'    dx  dy   ^        dz  dx' 

Ces  fc  équations  contiennent  les  3w  vanaiiom  Ix,  oj/,  82, ...  ; 
elles  permettent  donc  d'exprimer  fc  variations  en  fonction  des 
5n  —  fcautres,  qui  restent  arbitraires.  Substituant  dans  l'équa- 
tion (2)  les  valeurs  des  fc  premières  variations,  on  ramènera 
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celte  équation  à  ne  contenir  que  les  37t —  k  variations  res- 
tantes, et,  comme  elles  sont  arbitraires,  on  devra  égaler  se 
parement  à  zéro  les  fonctions  qui  les  mulliplient.  On  oIj- 
tiendra  ainsi  on  —  fc  équations,  qui  ne  conlienncnt  plus  rien 
d'arbitraire,  et  qui  seront  les  conditions  d'équilibre  des  forces. 
Jointes  aux  fc  équations  (i),  elles  déterminent  les  on  coordon- 
nées des  points  mçbiles. 

156.  La  méthode  suivante,  indiquée  par  Lagrange,  a  l'avan- 
tage de  faire  connaître  les  forces  qui  tiennent  lieu  des 
liaisons,  ou,  comme  on  dit,  les  tensions  des  liens.' 

Multiplions  la  première  des  équations  (5)  par  une  indéter- 
minée \^  la  seconde  par  une  autre  indéterminée  X,,  la  troi- 
sième par  une  Iroisièmc  indéterminée  X3,...  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  la  dernière,  qui  séria  multipliée  par  X».  Ajoutons 
ensemble  l'équation  (2),  et  les  k  équations  (3)  ainsi  mul- 
tipliées. La  somme  nous  donnera 


^u 


=  0. 


On  pourra  disposer  des  k  arbitraires  Xp  ?,,...,  X^.  de  ma- 
nière* à  réduire  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  k  varia 
tions  particulières;  on  substituera  ces  valeurs  dans  les  coeffi. 
cienls  des  3;i  —  k  autres,  et  on  devra  les,  égaler  à  zéro  pour 
exprimer  l'équilibre  :  cela  revient  à  égaler  indistinctement  à 
zéro  les  coefficients  des  5n  variations  dans  Téqualion  (4);  on 
sera  conduit  ainsi  apposer  les  3m  équations  : 


Les  équations  d'équilibre  s'obliendronf  en  tiranl  de  k  équa- 
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lions  du  groupe  (5)  les  valeurs  des  k  indéterminées  X,. et  en 
le&  substituant  dans  les  3w  —  fe  autres  équations. 

Or  il  est  remarquable  que  les  valeurs  des  X  fassent  con- 
naître les  réactions  des  liaisons  (1). 

En  effet,  l'équation  (4),  où  les  3n  variations  Zx,  ^j/,..,  restent 
arbitraires,  exprime  l'équilibre  du  système  donné,  dépouillé 
de  toutes  liaisons,  mais  soumis  aux  forces  dont  les  compo- 
santes sont  respectivement 

dy  dy  '  '   "    ^  dy  *' 


Cela  posé,  si  l'on  supprimait  la  première  des  liaisons  (-1), 
c'est-à-dire  l'équation  9^=0,  on  aurait  à  effacer  dans  le 
groupe  (6)  tous  les  termes  contenant  les  dérivées  de  la  fonc- 
tion 9^,  ou  tous  les  termes  multipliés  par  \.  L'équilibre  du 
systôine  serait  alors  détruit,  car  les  composantes  agissant  sur 
les  points  supposés  libres  ne  seraient  plus  séparément  nulles  ; 
mais  on  rétablirait  l'équilibre  en  appliquant  à  un  point  quel- 
conque [x,  y,  %)  une  force  dont  les  composantes  X,,  Y,,  Z^-, 
soient  respectivement  égales  à 

dx^"   rf^^*'    rfr^'*'    . 

donc  cette  force  X^  Y^,  Z^  est  la  réaction  ex-ercée  sur  le  point 
X,  tjyZ,  par  la  liaison  9^  =  0.  Le  même  raisonnement  s'ap- 
plique à  toutes  les  liaisons  et  à  tous  les  points  du  système, 
de  sorte  qu'on  peut  dire  d'une  manière  générale  ': 

Une  fois  lesk  inconnues  X  déterminées  de'manière  à  satisfaire 
à  k  équations  du  groupe  (5),  les  trois  produits 

'àx.  ^dyj  Uzj 

représentent  les  trois  composantes  de  la  réaction  exercée  par  la 
liaison  <fi=0  sur  le  point  (xj,  y^,  z^)  dans  la  position  4' équilibre. 
On  peut  observer  que  cette  force  est  normale  à  la  surface 
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9ii^P  a»  ^j)  =  0,  en  considérant  dans  la  fonction  9^  les  coor- 
données Xj,  yj,  Zj  comni^  variables,  cl  les  coordonnées  des 
autres  points  comme  constantes. 

APPLICATION   A    l'ÉQUILIBRE   DES   MACHINES. 

137.  Les  machines  qu'on  emploie  dans  l'industrie  sont  en 
général  des  systèmes  à'  liaisons  complètes  (I,  §  117).  Pour  un 
tel  système,  il  n'y  a  qu'un  déplacement  possible  dans  un  seng 
ou  dans  le  sens  opposé.  La  condition  d'équilibre  de  la  machine 
s'exprimera  en  égalant  à  zéro  la  somme  des  travaux  des  forces 
correspondant  à  ce  déplacement  infiniment  petit. 

Prenons  pour  exemple  une  machine  composée  de  la  manière 
suivante  : 

Une  lige  AB  est  destinée  à  pousser  ou  à  tirer,  le  long  de  la 
droile  fïxeOA,  le  point  B,  extrémité  de  la  bielle  BG;  le  point  C, 
autre  extrémité  de  la  bielle,  est  articulé  à  la  manivelle  OC, 
mobile  autour  de  l'arbre  tournant  0.  Sur  cet  arbre  tournant 
est  montée  une  roue  d'engrenage  M;  elle  engrène  avec  un  pi- 


F    A 


Fig.  124. 

gnon  m',  monté  sur  l'arbre  parallèle  0';  le  pignon  ?n'  fait 
corps  avec  la  roue  M',  qui  est  centrée  sur  le  môme  arbre.  Celle 
roue  engrène  avec  le  pignon  m",  monté  sur  un  troisième  arbre 
parallèle  0".  Le  tambour  K,  concentrique  aii  pignon  m",  est 
sollicité  à  sa  circonférence  par  une  force  tangente  B  ;  son  rayon 
est  égal  à  r.  On  demande  quelle  force  F  il  faut  appliquer  à  la 
lige  BA  pour  tenir  la  force  R  en  équilibre. 
Si  l'on  désigne  par  s  le  déplacement  infiniment  petit  du. 
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point  d'applicalion  B  de  la  force  F,  et  par  e'  le  déplace- 
ment infiniment  pelil  correspondant  du  point  d'application  K 
de  la  force  Rj  el  si  l'on  suppose  qu'il  n'y  ait  aucun  frotte- 
ment, dans  les  articula  lions  et  les  engrenages,  l'équation 
d'équilibre  sera 

la  queslion  est  ranuenée  à  un  problème  de  cinématique  : 

trouver  le  rapport  -  des   déplacemenfs  linéaires  simultanés 

des  points  K  et  B. 

Nous  pouvons  prendre  e  pour  mesure  de  la  vitesse  linéaire 
du  point 'B.  La  vitesse  angulaire  de  l'arbre  0  sera  égale  à 

fû  (^  §  ^^^''  ï  ^'^"^  '^  P^^"^  ^^  rencontre  de  la  bielle  CB  avec 

une  perpendiculaire  01  sur  la  droite  OB;  la  vitesse  angulaire 
de  l'arbre  0'  est  à  celle  de  l'arbre  0  dans  le  rapport  inverse 
des  nombres  de  dents  des  deux  roues  M  et  m';  appelons  M  el 
m'  ces  nombres  de  dents;  la  vitesse  angulaire  de  l'arbre  0' 
sera  donc 

celle  de  larbre  0"  sera,  par  la  môme  raison, 

j_       M        W 
Ol^m'^^' 

et  par  suite  la  vitesse  e'  du  point  K  est 


on  a  donc 
et  enfin 


s         M     .  M' 
01       wt'      w" 


,__         M        M'        r 


M        M'        r 

Rx— x—Xttt. 


On  remarquera  qu'aux  points  morts  01  est  nul,  et  par  suite 
la  force  F  est  infinie;  ce  qui  indique  qu'il  est  impossible  de 
tenir  en  équilibre  une  force  R  tangente  à  la  roue  0",  en  cm- 
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ployant  une  force  F  dirigée  suivant  la  longueur  de  la  bielle, 
lorsque  la  manivelle  est  à  l'un  des  points  morts. 

Nous  avons  fait  abstraction  du  frottement.  Si  l'on  devait 
en  tenir  compte,  il  faudrait  introduire  dans  Uéquation  les  Ira- 
vaux  des  composantes  tangenlielles  aux  surfaces  qui  glissent 
les  unes  sur  les  autres.  Mais  ces  composantes  sont  incon- 
nues; tout, ce  qu'on  sait,  c'est  qu'elles  sont  au  plus  égales  aux, 
produits  des  réactions  normales  par  le  coefficient  de  frotte- 
ment (g  99).  Elles  ne  deviennent  égales  à  celte  limite  supérieure 
que  quand  le  glissement  a  effectivement  lieu.  Mais,  même, 
dans  ce  cas,  elles  restent  encore  inconnues,  puisqu'elles  ren- 
ferment en  facteur  les  réactions  normales,  que  la  méthode  du 
travail  virtuel  a  pour  effet  d'éliminer.  Il  faut  alors  traiter  sé- 
parément l'équilibre  de  chaque  partie  de  la  machine,  ce  qui 
met  en  évidence,  comme  forces  extérieures,  les  réactions  mu- 
tuelles de  ces  parties.  Nous  aurons  loccasion,  dans  le  livre  VI, 
de  résoudre  quelques  questions  de  ce  genre. 

138.  Le  théorème  du  travail  virtuel  est  comme  un  lien  qui 
rattache  ensemble  les  diverses  parlies  de  la  mécanique.  Nous 
venons  de  voir  qu'il  introduit  dans  la  statique  des  considéra- 
tions cinématiqucs  qui,  au  premier  abord,  paraissent  étran- 
gères à  la  science  de  l'équilibre,  et  nous  verrons  plus  tard 
qu'il  peut  être  regardé  comme  un  corollaire  du  plus  important 
des  théorèmes  de  la  dynamique,  le  théorème  des  forces  v'wes. 

SIMHJTaDE    STATIQUE, 

139.  Considérons  un  système  matériel  en  équilibre  sous  l'ac- 
tion de  forces  données  ;  imaginons  un  second  système  matériel 
géométriquement  semblable  au  premier.  Nous  entendons  par 
là  que  le  second  système  est  déduit  du  premier  en  amplifiant 
dans  un  rapport  constant,  a,  les  coordonnées  de  ses  divers 
points.  S'il  y  a  dans  le  premier  système  des  liaisons  exprima- 
bles au  moyen  d'équations,  des  liaisom  semblables  existeront 
pour  le  second;  elles  seront  exprimées  par  les  mêmes  équa- 

II.   —  MÉC     COLUOMOir.  14 
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tions,  dans  lesquelles  les  paramètres  linéaires  seront  multi- 
pliés par  ce  même  coefficient  a. 

Supposons  qu  on  applique  aii  second  système,  en  des  points 
homologues,  des  forces  parallèles  et  proportionnelles  aux 
forces  qui  sollicitent  le  premier.  L'équilibre  aura  encore  lieu, 
bien  que  le  rapport,  p,  d'amplification  des  forces  soit  différent 
du  rapport,  a,  d'amplification  des  dimensions  linéaires. 

Si  par  exemple  le  système  donné  est  solide,  Téquilibre  est 
assuré  par  les  six  équations 

SX=:0,      2Y  =  0,      2Z  =  0, 

S(Zt/  — Y2)  =  0,      2(X«-Zâ)  =  0,      2(Ya;  — Xy)  =  0. 

Or  ces  six  équations  sont  encore  vérifiées  pour  le  second 
système,  quand  on  aura  remplacé  x^  t/,  z  par  ax^  ai/,  az,  et 
X,  Y,  Z  par  pX,  pY,  pZ. 

Plus  généralement,  l'équilibre  s'exprime  en  égalant  à  zéro 
une  somme  de  termes  de  la  forme  X8x  ;  si  cette  somme  s'an- 
nule pour  certaines  Valeurs  des  forces  X  et  des  déplacements 
8aî,  elle  s'annulera  aussi  quand  les  valeurs  des  forces  X  seront 
multipliées  par  un  même  nombre  p,  et  quand  les  valeurs  des 
dimensions  linéaires  Sx  seront  multipliées  par  un  même 
nombre  a. 

L'existence  de  forces  de  frottement  parmi  les  forces  don- 
nées ne  détruit  pas  la  similitude,  pourvu  que  le  coefficient  de 
frottement  des  parties  en  contact  soit  conservé  d'un  système  à 
l'autre.  Le  frottement  dépend  en  effet  de  l'angle  que  fait  la 
réaction  mutuelle  avec  la  normale  commune;  or  cet  angle 
n*esl  pas  altéré  quand  on  multiplie  les  dimensions  linéaires 
par  a,  ni  quand  on  multiplie  les  forces  par  p. 

Au  contraire,  la  résistance  au  roulement,  s'il  y  a  lieu  d'en 
tenir  compte,  peut  détruire  la  similitude  ;  elle  dépend  en 
effet,  comme  nous  le  verrons  plus  tard,  d'une  distance  S  entre 
le  point  de  contact  géométrique  du  corps  roulant  et  le  point  de 
passage  de  la  réaction  mutuelle  ;  cette  distance  doit  être  mul- 
tipliée comme  toutes  les  autres  par  a  ;  cela  exige  en  général 
une  modification  dans  la  nature  des  corps  en  présence^ 
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APPUGATION  DU  THÉORÈME  DU  TRAYAIL  VIRTUEL  A  LA  CINÉMATIQUE. 

140.  Nous  allons  montrer  quel  parti  on  peut  tirer  du  théo- 
rème du  travail  virtuel,  et  plus  généralement  de  la  slalique, 
pour  démontrer  des  propositions  de  cinématique.  Ces  démon- 
strations sont  toutes  fondées  sur  la  propriété  d'une  surface, 
ou  d'une  courbe  géométrique,  d'exercer  une  action  normale 
sur  un  point  assujetti  à  la  parcourir. 

CENTRE  INSTANTANÉ  DE  ROTATION  d'uNE  FIGURE  PLANE  MOBILE 
DANS  SON  PLAN. 

141.  Soient  A,B,  M,  trois  points  d'une  figure  plane  mobile 
dans  son  plan.  Soient  AA'  la  trajectoire  du  point  A  et  BB'  la 
trajectoire  du  point  B. 

Nous  supposerons  que  la  figure  est  guidée  dans  son  mouve- 
ment par  des  lignes  directrices  AA',  BB',  sur  lesquelles  les 
points  A  et  B  sont  assujettis  à  glisser  sans  froltement,  ce  qui 
suffit  pour  faire  de  la  figure  un  système  à  liaisons  complètes. 
Le  point  M  décrit  une  certaine  tra- 
jectoire MM',  et  si  ojfi  lui  applique 
une  force  F  normale  à  cette  trajec- 
toire, la  figure  sera  en  équilibre, 
car  la  somme  des  travaux  de  la 
force  F  et  des  réactions  N  et  N'  de3 
lignes  directrices  est  nulle,  puis-  *^' 

que  les  réactions  N  etN'  des  lignes  directrices  sont  normales  à 
ces  lignes,  et  qu'il  en  est  de  même  de  la  force  F,  par  rapport 
à  la  trajectoire  de  son  point  d'application  M. 

Les  trois  forces  F,  F'  et  N  se  font  par  conséquent  équilibre  ; 
leurs  directions  passent  donc  par  un  même  point  0  ;  en  d'au- 
tres termes,  les  normales  menées  au  même  instant  aux  trajec- 
toires des  divers  points  de  la  figure  concourent  en  un  même  point, 
centre  instantané  autour  duquel  la  figure  pivote  (I,  g  1 51  ) . 
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THÉORÈMES  SUR  LE   MOUVEMENT   ÉLÉMENTAIRE   d'uN   S0LU)E. 


142.  Les  liaisons  auxquelles  le  corps  solide  est  assujetli 
s'expriment  par  des  équations  où  entrent  les  coord<>nnées  d'un 
certain  nombre  de  points  particuliers  du  système,  que  nous 
appellerons  points  dirigés  ;  nous  commencerons  par  chercher 
le  nombre  N  de  ces  points,  suivant  la  nature  des  liaisons, 
et  suivant  le  degré  de  liberté  qu'on  veut  laisser  au  système 
mobile. 

Supposons  d'abord  que  N  soit  égal  ou  supérieur  à  3. 

Parmi  les  N  points  dirigés,  nous  admettrons  qu'il  en  y  ait 
f  qui  restent  fixes,  /  qui  soient  assujettis  à  glisser  sur  des  lignes 
fixes,  et  s  qui  soient  assujettis  à  glisser  sur  des  surfaces,  ces 
points,  lignes  et  surfaces  fixes  étant  d'ailleurs  entièrement 
arbitraires.  Nous  aurons  la  première  équatimi 

Les  coordonnées  des  N  points  sont  au  nombre  de  3N,  et 
nous  savons  qu'entre  ces  coordonnées  il  y  a  3N  —  6  relations 
distinctes,  exprimant  que  les  distances  mutuelles  de  trois 
points,  et  les  distances  de  chacun  des  N—  3  autres  aux  trois 
premiers  sont  constantes  (I,  §  122).  Les  liaisom  intérieures 
du  système  nous  donnent  donc  d'abord  3N  —  6  équations.  Celle 
formule  suppose  N  =  ou  >  3, 

Les  f  points  fixes  sont  définis  par  3/"  équations,  qui  font 
connaître  leurs  3/  coordonnées. 

Les  coordonnées  des  /  points  mobiles  sur  des  lignes  sont  as- 
sujetties à  satisfaire  à  2/  équations,  chaque  ligne  étant  repré- 
sentée analyliquement  par  deux  équations. 

Enfui;  les  coordonnées  des  s  points  mobiles  sur  des  surfaces 
satisfont  aux  s  équations  de  ces  surfaces. 

Les  liaisons  extérieures  donnent  donc  3/"-!-  2/  +  s  équations; 
réunissant  toutes  les  équations  de  condition,  on  a,  entre  les 
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5N  coordonnées  des  points  considérés,  un  pombre  d*équalions 
égal  à 

3N-64-3/*+2/-f«, 

OU  bien,  en  remplaçant  )f  +  /  +  s  par  N, 

4N  — 6-i-2/'4-/. 

Gela  posé,  si  le  nombre  de  ces  équations,  supposées  dis- 
tinctes^  est  égal  au  nombre  des  coordonnées,  le  système  resie 
fixe,  car  les  coordonnées  de  chaque  pointent  alors  des  valeurs 
constantes  définies  par  ce  système  (Véquations. 

Si  le  nombre  des  équations  est  inférieur  d'une  unité  au 
nombre  des  coordonnées,  l'une  des  coordonnées  reste  arbi- 
traire, et  toutes  les  autres  peuvent  s'exprimer  çn  fonction  de 
celle-là;  tous  les  points  du  solide  sont  donc  assujettis,  par  les 
liaisons,  à. décrire  des  lignes. 

Si  enfin  le  nombre  des  équations  est  inférieur  de  deux  uni- 
tés au  nombre  des  coordonnées,  deux  coordonnées  restent 
arbitraires,  et,  par  suite,  à  partir  de  chaque  position  du  sys- 
tème, on  peut  le  dépbcer  dans  une  infinité  de  directions,  cha- 
cun de  ses  points  restant  sur  une  surface,  sauf  certains  points 
particuliers  qui  peuvent  être  encore  assujettis  à  décrire  des 
lignes.  Nous  allons  reprendre  une  à  unô  ces  diverses  hypo- 
thèses. 

1**  Pour  que  le  système  soit  fixe,  il  faut  que  Ton  ait 

4N  — 6-f2/'4-/=3N, 

ou  bien 

N=6-2/*— /. 

Les  solutions  de  cette  équation  sont  les  suivantes  : 


(1) 

N  =  6, 

f=o, 

/=0, 

t  =  6. 

(2) 

N  =  5, 

f=o. 

l=i, 

s  =  i. 

(5)   • 

N  =  4, 

/'=!. 

1  =  0, 

»  =  3. 

(4) 

f=o. 

1  =  2, 

«  =  2. 

.     (5) 

N  =  3, 

/'=!. 

/  =  !. 

$  =  i. 

(6) 

f^O, 

/  =  3, 

»  =  0. 
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2°  Pour  que  les  poinls  du  système  décrivent  chacun  des 
lignes,  il  faut  que  Ton  ait 

ou  bien 

4N  — 6+2/"4-^  =  3N-    1, 

N  =  5— 2/*— ^' 

ce  qui  donne  successivement  : 

(7) 

(8) 

(0) 

(10) 

N  =  5,      /'=0,      ^  =  0,      «  =  5. 

N==4,      /'=0,      1  =  1,      «==3. 

N  =  5,      /•=0,      1  =  2,      s  =  i. 

/•=!,      1  =  0,      «  =  2. 

3°  Pour  que  les  points  soient  assujettis  à  décrire  des  sur- 
faces, il  faut  que 

4N— 6  +  2/'4-^=5N  — 2, 

OU  bien  que 

N  =  4-.2/'-/, 

ce  qui  donne  seulement  les  deux  solutions  : 

(11)  N  =  4,     /=o,     /  =  o,     «  =  4. 

(i2)  N  =  3,      f=0,      /  =  !,      «  =  2. 

Jusqu'ici  nous  avons  exclu  l'hypothèse  N<3.  Examinons 
successivement  les  cas  particuliers  de  N=2  et  N=  1 . 

(13)  Si  N=2,  les  points  du  système  sont  assujettis  à  dé- 
crire des  lignes  quand  les  deux  points  dirigés  restent  fixes; 
le  système  a  alors  un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe 
qui  joint  ces  deux  points. 

(14)  Les  poinls  du  système  sont  assujettis  à  se  mouvoir  sur 
des  surfaces,  quand  les  points  dirigés  glissent  le  long  de  la 
droite  qui  les  joint. 

(15)  SiN  =  l,  les  points  du  système  sont  assujettis  à  dé- 
crire des  sphères  autour  du  point  dirigé  comme  centre, 
quand  ce  point  reste  fixe. 

143.  Appliquons  la  slatiqueà  chacune  de  ces  quinze  hypo- 
thèses. 

Dans  les  six  premières,,  le  solide  est  fixe;  une  force  appli- 
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quée  à  un  point  quelconque  du  solide,  dans  une  direction 
quelconque,  est  donc  équilibrée  par  les  réactions  exercées 
sur  les  points  dirigés. 

Dans  le  cas  (1),  les  réactions  sont  normales  aux  six  sur- 
faces directrices,  qui  sont  arbitraires  ;  donc  un6  force  quelcon- 
que estj  en  général,  décomposable  suivant  six  directions  don-' 
nées. 

Dans  le  cas  (2),  Tune  des  réactions,  celle  de  la  ligne,  est 
conlenue  dans  le  plan  normal  à  cette  ligne  ;  donc  une  force 
quelconque  est,  en  général^  décomposable  en  dhq  composantes^ 
dont  quatre  aient  des  directions  données,  et  la  cinquième  passe 
par  un  point  donné  et  soit  contenue  dans  un  plan  donné. 

Dans  le  cas  (3),  Tune  des  réactions,  celle  du  point  fixe,  passe 
par  ce  point;  une  force  quelconque  est  donc  décomposable. en 
quatre  forces^  dont  Vune  passe  en  un  point  donné,  et  les  trois 
autres  aient  des  directions  données. 

Le  cas  (4)  nous  montre  de  môme  qWune  force  quelconque  est 
décomposable  en  qualité  forces,  dont  deux  aient  des  directions 
données,  et  les  deux  autres  passent  par  des  points  donnés  et 
soient  contenues  dans  des  plans  donnés. 

Les  cas  (5)  et  (6)  font  voir  ([u*une  force  quelconque  est  décom- 
posable en  trois  forces,  dont  Vuhe  ait  une  direction  donnée,  dont  la 
seconde  passe  par  un  point  donné  et  soit  contenue  dans  un  plan 
donnée  et  dont  la  troisième  passe  par  un  point  donné;  et  qu'une 
force  quelconque  est  décomposable  en  trois  forces,  dont  chacune 
passe  par  un  point  donné  et  soit  contenue  dans  un  plan  donné 
conduit  par  ce  point, 

144.  Dans  les  quatre  hypothèses  (7)  à  (10),  le  système  reste 
en  équilibre  sous  Taction  d'une  force  quelconque  appliquée 
en  un  point  M  perpendiculairement  à  la  ligne  que  décrirait 
ce  point  dans  le  déplacement  du  corps.  Le  septième  cas  mon- 
tre, par  exemple,  qu'une  force  quelconque,  normale  à  la  tra- 
jectoire du  point  M,  est  décomposable  en  cinq  forces  nor- 
males aux  cinq  surfaces  directrices. 

145.  Dans  Phypothèse  (11),  le  mouvement  du  solide  est  di- 
rigé par  le  glissement  de  quatre  points  particuliers  sur  quatre 
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surfaces  fixes.  Tous  les  points  décrivent  alors  en  général  des 
surfaces,  et  l'équilibre  a  lieu  si  l'on  applique  en  un  point  du 
solide  une  force  normale  à  la  surface  décrite  par  ce  point.  De 
cette  considération  on  peut  déduire  le  théorème  suivant,  dû 
à  M.  Mannheim  K 

Les  quatre  points  A,  B,  C,  D  d'un  corps  solide  sont  assujettis 
à  se  mouvoir  sur  des  surfaces  fixes  (a),  (p),  (y),  (5)  ;  en  général, 
le  lieu  d'un  point  quelconque^  du  solide  est  alors  une  cinquième 
surface  détei^minée  (s).  Considérons  les  normales  kk\  BB',CC', 
DD',  EE'  menées  à  ces  cinq  surfaces  par  les  positions  occxipées  si- 
multanément par  les  points  A,  B,  C,  D,  E.  Les  deux  droites 
X  et  V,  qui  rencontrent  les  quatre  premières  normales^  rencon- 
treront aussi  la  cinquième. 

Nous  pouvons  regarder  les  quatre  surfaces  données  comme 
des  surfaces  directrices  matérielles  sans  frottement,  et  la  cin- 
quième (e)  comme  le  lieu 
géométrique  du  point  E.  En 
vertu  du  théorème  du  travail 
virtuel,  le  système  sera  en 
équilibredans  la  position  qu'on 
lui  attribue,  si  nous  lui  appli- 
quons, au  point  E,  une  force 
normale  à  la  surface  (s)  ;  la 
force  F  est  alors  tenue  en  équi- 

Vitr     4  9.R 

"*     '  libre  par  les  réactionsnormales 

des  surfaces  données.  Donc  la  somme  des  moments  de  la  force  F 
et  des  quatre  réactions  est  égale  à  zéro  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  ;  et  si  Ton  prend  pour  axe  la  ligne  X,  ou  la  li- 
gne )/,  pour  lesquelles  les  moments  des  réactions  sont  nuls, 
le  moment  de  la  force  F  sera  également  nul  pour  toutes  deux, 
et  par  suite  la  direction  EE'  de  cette  force  rencontre  à  la  fois 
les  droites  X  et  X'. 

Connaissant  les  normales  en  A,  B,  C,  D  aux  quatre  surfaces 
directrices,  on  aura  la  normale  à  la  surface  décrite  par  un 
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cinquième  point  E,  en  menant  par  ce  point  une  droite  EE',  qui 
rencontre  les  deux  droites  X  et  X'. 

on  voit  que,  quel  que  soit  le  mouvement  infiniment  petit 
imprimé  au  corps,  il  tourne  à  la  fois  autour  des  deux  axes 
fixes  X  et  X',  qui  se  trouvent  ainsi  jouer  le  rôle  d'^axes  de  rota- 
tion cojijugués  (I,  §157).  Chaque  point  de  Tun  des  axes  tour- 
riant  seulement  autour  de  Tantre,  décrit,  dans  le  déplace- 
ment élémenlaire,  un  élément  de  circonférence  qui  a  son 
centre  sur  Taxe  conjugué;  de  sorte  que  les  points  situés  sur 
les  droites  X  et  X',  au  lieu  d'être  assujettis  à  glisser  sur  des 
surfaces,  comme  les  autres  points  du  corps,  sont  assujettis  à 
décrire,  pendant  un  temps  infiniment  court,  des  éléments  de 
trajectoire. 

146.  De  l'hypothèse  (12)  on  déduirait,  par  la  même  mé- 
thode, le  théorème  suivant  : 

Le  point  A  d'un  corps  solide  est  assujetti  à  se  mouvoir  sur  une 
ligne  fixe  (a),  et  les  deux  points  B  et  C  à  se  mouvoir  sur  des 
surfaces  fixes  (p),  (y).  Le  lieu  d'un  quatrième  point  D  est^  en 
général^  une  surface  déterminée  (8).  Si  par  le  point  A  nou^  me- 
nons une  droite  rencontrant  les  deux  normales  aux  surfaces  (p)  et 
(y),  menées  par  les  points  B  et  C,  cette  droite  rencontrera  aussi 
la  normale  û  la  surface  (S),  menée  au  point  D;  et  si  Von  fait 
glisser  une  droite  sur  les  normales  aux  trois  surfaces  (P),  (y), 
(5),  rhyperboloide  ainsi  engendré  coupera  suivant  une  droite 
le  plan  normal  P  à  la  trajectoire  (a),  mené  au  point  A.  Celte 
droite  représente  la  direction  de  la  réaction  de  la  ligne  (a) . 

Proposons-nous  de  construire  la  normale  DD'  à  la  surface  (S) 
au  point  D  (fig.  127). 

Par  le  point  A,  menons  la  droite  AM,  rencontrant  les  deux 
droites  BB',  CC,  normales  aux  surfaces  (P),  (y).  La  normale 
DD'  sera  comprise  dans  le  plan  DAM. 

On  sait  de  plus  que  Thyperboloïde  engendré  par  une'  droite 
mobile  glissant  sur  les  trois  droites  DD',BB',  CC,  coupe  le  plan 
normal  P  suivant  une  droite  passant  au  point  A.  Le  point  D  ap- 
partient à  la  surface  de  cet  hyperboloïde.  Par  ce  point,  menons 
une  droite  DN  rencontrant  les  directions  BB',  CC  La  droite  DN 
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sera  tout  entière  sur  la  surface  de  Thyperboloïde.  Elle  perce 
le  plan  PP  en  un  point  A',  qu'on  joindra  au  point  A.  La  droite 
AA'  sera  l'intersection  de  Thyperboloïde  avec  le  plan  P,  et  sera 

par  suite  Tune  des  génératri- 
ces rectilignes  de  l'hyperbo- 
loïde.On  peut  donc  concevoir 
cette  surface  comme  engen- 
drée par  le  glissement  d  une 
droite  qui  s'appuierait  sur  les 
troisdirectrices  AA',BB',CC'. 
Il  suffit  par  conséquent,  pour 
^'^-  *^''-  acheyer  la  solution,  de  con- 

struire une  troisième  droite  EF,  rencontrant  à  la  fois  ces  trois 
direclrîces,  puis  de  mener  par  le  point  D  une  droite  DD'  qui 
rencontre  les  deux  droites  AM  et  EF. 

Dans  les  hypothèses  (15),  (14)  et  (15),  les  normales  aux 
lieux  décrits  par  les  divers  points  du  corps  sont  immédiate- 
ment connues. 


ÉQUILIBRE  d'un   SOLIDE   DONT    UN,    DEUX   OU   TROIS  PODÎTS   SONT  ASSU- 
JETTIS A   GLISSER   SANS  FROTTEMENT   SUR  UNE    SURFikCE   FIXE. 

147.  Les  résultats  obtenus  (§91)  pour  l'équilibre  d'un  solide 
posé  sur  un  plan  peuvent  être  généralisés  en  remplaçant  le 
plan  pax  une  surface  quelconque. 

I.  Si  le  solide  touche  la  surface  en  un  point  unique  0,  il 
faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre  que  les  forces  appliquées  au 
corps  soient  réductibles  à  une  force  unique,  passant  par  le 
point  0,  et  normale  à  la  surface. 

II.  Supposons  que  le  solide  touche  la  surface  en  deux  points 
A  et  B.  Les  réactions  (A)  et  (B)  de  la  surface  en  ces  points 
seront  dirigées  suivant  les  normales  aux  points  A  et  B  ;  et  ces 
deux  forces,  dont  les  directions  seules  sont  déterminées,  doi- 
vent faire  équilibre  au  système  des  forces  données.  Il  faut  el 
il  suffit  par  conséquent  pour  l'équilibre  que  les  forces  don- 
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nées  soient  réductibles  à  deux  forces  passant  par  les  points 
A  et  B,  et  normales  en  ces  points  à  la  surface. 

Dans  le  cas  particulier  où  les  forcés  données  ont  une  résul- 
tante unique,  F,  cette  résultante  doit  équilibrer  les  deux  forces 

(A)  et  (B)  ;  donc 

1^  Les  deux*  directions  (A)  et  (B)  se  rencontrent  en  un 
point  0; 

2*  Là  force  F  passe  au  point  0  et  est  contenue  dans  le 
plan  OAB. 

Quand  les  deux  points  A  et  B  sont  infiniment  rapprochés, 
l'arc  élémentaire  AB,  tracé  sur  la  surface,  appartient  alors  à 
une  ligne  de  courbure. 

Dans  le  cas  général  où  les  normales  (A)  et  (B)  ne  se  rencon- 
trent pas,  transportons  toutes  les  forces  données  parallèlement 
à  elles-mêmes  au  point  A,  et  composons-les  ;  elles  nous  don- 
neront une  résultante  de  translation 
R,  vt  un  couple  résullant  dont  nous 
représenterons  l'axe  par  la  droite 
finie  AG.  Transportons  de  même  au 
point  A  la  force  S,  réaction  de  la  sur- 
face au  point  B;  nous  aurons  en  A 
une  force  S',  égale  et  parallèle  à  S, 
et,  en  outre,  un  couple  (S, — S),  dont 
le  bras  de  levier  est  la  distance  AC  du 
point  A  à  la  normale  (B).  La  force  S'  se  compose  avec  la  force 
F,  réaction  de  la  surface  au  point  A,  en  une  force  unique,  qui 
doit  détruire  la  force  R  ;  donc 

1**  La  force  R  est  dans  le  plan  des  deux  forces  F  et  S',  c'est- 
à-dire  que  la  résultante  de  translation  et  les  normales  (A)  et 

(B)  sont  parallèles  à  un  même  plan  ; 

2°  On  a,  pour  déterminer  F  et  S,1es  équations 

F_i>..  sin[R,  [B)] 

c_R^.  sin[R,  (A)] 
.    ^-*'Xsin[(A).  (B)l- 

De  plus,  le  couple  (S,  —  S),  dont  le  moment  est  égal 
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à  SxAC,  doit  tenir  en  équilibre  le  couple  G;  par  suite 
3°  L'axe  du  couple  résullant  qu'on  obtient  en  transportant 
toutes  les  forces  données  au  point  A  est  perpendiculaire  au 
plan  A(B)  ;      _ 

4**  L'intensité  du  couple  résultant  est  égale  à  S  x  AC  ; 
.  .0°. Le  sens  du  couple  résultant  est  contraire  ^u  sens  du  cou- 
ple (S,— S). 

m.  Supposons  enfin  que  le  corps  touche  la  surface  en  trois 
points  A,  B,  C.  Appelons  F,  S,  T  les  réactions  normales  de  la 
surface  en  ces  points.  Soit  R  la  résultante  de  translation  du 
système  des  forces  données  ;  soit  G  le  couple  résultant.  En  gé- 
néral, les  trois  normales  (A),  (B),  (C)  ne  se  rencontrent  pas 
et  ne  sont  pas  parallèles  à  un  même  plan.  Prenons  un 
point  0  quelconque  sur  la  direction  de  la  force  R,  et  menons 

par  ce  point  trois  axes  A',  B',  G'  pa- 
rallèles aux  normales;  puis  trans- 
portons les  forces  F,  S,  T  parallèle- 
ment à  elles-mêmes  au  pointO;  elles 
donneront  naissance  à  trois  couples 
(F,-F),  (S,-S),  (T,-T)  dans 
des  plans.  0(A) ,  0(B),  0(C).  Dé- 
composons la  force  R  suivant  les 
trois  axes  0A%  OB',  OC;  les  com- 
posantes seront  égales  et  con- 
traires aux  réactions  F,  S,  T.  Les 
Fig.m  '  couples(F,-F),{S,-S),  {T,-T) 
sont  donc  entièrement  déterminés, 
et  l'équilibre  exige  que  le  couple  G  soit  égal  et  contraire  à  la 
résultante  de  ces  trois  couples. 

Examinons  spécialement  le  cas  où  le  couple  G  est  nul;  la 
force  R,  prise  en  sens  contraire,  doit  alors  être  la  résulianfe 
des  forces  F,  S ,  T.  Prenons  les  moments  de  ces  quatre  forces 
par  rapport  à  une  droite  rencontrant  les  trois  normales  (A), 
(B),  (C).  Les  moments  des  forces  F,  S,  T  étant  nuls,  le 
moment  de  la  force  R  Test  aussi  ;  donc  la  direction  R  ren- 
contre toute  droite  qui  s'appuie  à  la  fois  sur  les  directrices 
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,A),  (B),  (C);  en  d'autres  termes,  R  est  une  génératrice  rec- 
filigne  de  l'hyperboloïde  qui  a  les  droites  (A),  (B),  (C)  pour 
directrices,  et  elle  appartient  au  môme  système  de  généra- 
trices que  les  droites  (A),  (B),  (C). 

Cette  condition  nécessaire  est  en  général  suffisante.  En 
effet,  supposoiîs  que  la  force  R  rencontre  trois  droites 
(m),  (n),  (p),  qui  s'appuient  sur  les  directions  des  normales 
F,  S^  T.  Les  forces  F,  S,  T  et  la  force  R  ont  une  ré- 
sultante de  translation  nulle.  Donc  le  système  F,  S,  T,  R 
se  réduit  à  un  couple  unique,  et  ce  couple  a  un  mo- 
ment nul  par  rapport  aux  trois  droites  (m),  (n),  (p);  le 
plan  du  couple  est  donc  à  la  fois  parallèle  à  ces  trois  droites, 
résultat  impossible  si  le  couple  n'est  pas  nul,  à  moins 
que  l'hyperboloïde  construit  sur  les  trois  directrices  (A), 
(B),  (C)  ne  soit  en  réalité  un  paraboloïde  hyperbolique,  ce 
qui  suppose  ces  trois  directrices  parallèles  à  un  même  plan. 

Dans  ce  dernier  cas  particulier,  prenons  pour  le  point  0 
un  point  du  paraboloïde  construit  sur  les  trois  droites  (A), 
(B),  (C)  ;  les  forces  F,  S,  T  feront  équilibre  à  la  force  R  et  à 
un  couple  G,  parallèle  à  un  des  plans  directeurs  de  la  sur- 
.  face.  Les  réactions  F,  S,  T  satisfont  donc  aux  deux  condi- 
tions suivantes  :  leur  résultante  de  translation  est  égale  et 
contraire  à  R;  le  couple  résultant  du  transport  de  ces  forces 
au  point  0  est  parallèle  au  plan  directeur,  et  égal  et  con- 
traire au  couple  G. 


REMARQUE  SUR    UN   THÉORÈME    DE    STURM. 

148.  Considérons  (fig.  130)  sur  une  surface  un  point  0 
quelconque;  par  ce  point  menons  la  normale  OZ,  et  les  deux 
plans  rectangulaires  ZOX,  ZOY,  des  sections  principales.  Le 
plan  ZOX  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  OA,  dont  le 
centre  de  courbure  est  un  point  C  pris  sur  la  normale  OZ  ; 
le  plan  ZOY  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  OB,  dont 
le  centre  de  courbure  est  en  C^  sur  la  même  droite.  Le  théo- 
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rème  de  Sturm  dont  nous  voulons  parler,  consiste  dans 
renoncé  suivant  *  : 

Les  normales  à  la  surfaceSen  ses  points  infiniment  voisins  du 
point  0  rencontrent  les  axes  des  cercles  osculateurs  des  sections 
principales  relatives  à  ce  point  0,  c  esl- 
à-dire  les  droites  CD,  CD',  élevées  par 
les  points  C  et  f/,  perpendiculairement 
aux  plans  ZOX,  ZOY. 

Pour  démontrer  ce  théorème  par  des 
considérations  de  statique,  imaginons 
qu'un  système  solide  invariable  repose 
sur  la  surface  S  par  les  trois  points  0, 
z  "   A,  B,  et  qu'il  soit  sollicité  par  une  force 

Fig.  130.  F,  passant  dans  Tintérieur  du  triangle 

OAB.  Pour  qu'il  y  ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  la  force  F 
soit  normale  à  la  surface  S;  car  on  peut  la  supposer  appliquée 
en  un  point  infiniment  voisin  de  celte  surface,  et  l'équilibre 
sera  assuré  si  le  déplacement  virtuel  de  ce  point,  parallèlement 
à  la  surface  S,  est  perpendiculaire  à  la  direction  de  la  force  F. 
La  force  F  est  alors  tenue  en  équilibre  par  les  réactions  des 
trois  points  0,  A,  B,  lesquelles  sont  dirigées  suivant  les  nor- 
males OC,  AC,  BC.  Toute  droite  qui  rencontre  ces  trois  nor- 
males rencontre  donc  aussi  la  direction  de  la  fofce  F,  et  par 
suite  la  normale  F,  menée  à  la  surface  en  un  point  infiniment 
voisin  du  point  0,  rencontre  les  deux  droites  CD,  CD',  qui 
s'appuient  à  la  fois  sur  les  trois  normales  OC,  AC,  BC. 

Le  théorème  est  ainsi  démonlré*  Mais  on  voit  du  mêmccoup 
qu*on  pourrait  en  dire  autant  .d'une  droite  quelconque  menée 
parle  point  C  dans  le  plan  YOZ,  et  d'une  droite  quelconque  me- 
née par  le  pointe  dans  le  plan  ZOX,  de  sorte  que  le  théorème 
est  susceptible  d'un  énoncé  plus  général  :  Les  normales  à  la  sur- 
face S  en  ses  points  infiniment  voisins  du  point  0  rencontrent 
toutes  les  droites  menées  par  le  centre  de  courbure  d'une  section 
principale  dans  le  plan  de  Vautre  section  principale. 


*  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences j  t.  XX,  1845. 
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Il  semble  cependant  coniradictoire  d'admettre  que  la  direc- 
tion de  la  normale  F  puisse  rencontrer  deux  droites  distinctes 
menées  par  le  point  C  dans  le  plan  YOZ,  sans  être  tout  en- 
tière contenue  dans  ce  plan.  '  Mais  cette  contradiction  s'ex- 
plique aisément,  en  observant  que  la  proposition  n'est  vraie 
que  pour  des  dimensions  infiniment  petites  de  la  figure  OAB. 
La  substitution  de  la  droite  CD"  à  la  droite  CD  dans  le  plan 
principal  YOZ  a  pour  unique  effet  d'altérer  infiniment  peu  la 
direction  de  la  force  F,  et  cette  altération  s'annule  à  la  limite, 
quand  le  point  d'application  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  0. 

La  surface  donnée,  aux  environs  du  point  donné  0,  peut 
être  considérée,  d'après  le  théorème  de  Sturm,  comme  en- 
gendrée, soit  par  le  cercle  osculateur  COA,  tournant  autour 
de  Taxe  CD',  soit  par  le  cercle  osculateur  C'OB  tournant  au- 
tour de  l'axe  CD.  Cette  double  génération  avait  été  indiquée 
primitivement  par  Meusnier*.  On  voit  qu'aux  axes  indiqués 
CD,  CD'  rien  n'empêche  d'en  substituer  d'autres,  pourvu  qu'ils 
passent  par  les  points  C  et  C,  et  qu'ils  soient  contenus  dans 
les  plans  principaux  BOC,  AOC.  En  effet,  faisons  tourner  l'arc 
infiniment  petit  OA  autour  d'un  axe  oblique  CD",  mené  dans 
le  plan  AOC.  L'élément  de  surface  de  révolution  engendré  par 
cette  rotation  aura  pour  rayon  de  courbure  au  point  0  le 
rayon  de  courbure  CO  de  la  méridienne,  et  la  portion  OC  de 
la  normale  comprise  entre  la  méridienne  et  l'axe,  c'est-à-dire 
les  rayons  principaux  de  la  surface  donnée  au  point  0.  Ces 
deux  surfaces  sont  donc  osculatrices  tout  autour  de  ce  point. 


THÉORÈME    DE    GAUSS* 

149.  Soient  M,  M'*.*  des  points  matériels  faisant  partie  d'un 
système  quelconque  à  liaisons,  et  P,  P',..*  des  forces  appli- 
quées en  ces  pointSi  A  partir  des  points  M,  M',...  prenons,  sur 


*  Mémoire  sur  la  courbure  des  surfaces  (1780). 
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les  directions  des  forces,  des  longueurs  MN=fcP,  M'N'=fcP% 
k  étant  un  nombre  arbitraire  ;  celte  construction  nous  donne 
des  points  N,  N',...  que  nous  considérerons  comme  fixes. 
Soient p,j)'...  les  longueurs  MN,  M'N'...  ainsi  définies. 

Cela  posé,  si  les  forces  P,  P',...  se  font  équilibre^  lasomme  Sp* 
est  minimum  ou  waximum^parmi  toutes  les  valeurs  qa* elle \ir end 
lorsque  les  points  M,  M', ...  subissent  des  déplacements  virtuels 
compatibles  avec  les  liaisons. 

En  effet,  soit  MM^  le  déplacement  virtuel  imprimé  au  point 
^    M,  et  [JE.  la  projection  du  point  M^  sur  la 

^yr:::::::^^'^'^^   direction  MP. 

yT^  La  condition  d'équilibre  sera 

!«'•-— -.^.___^^^  2PxM/*  =  0, 

N'    P'    ou  bien 

Fig.  131.  '    2P5;?  =  0, 

Ip  étant  la  variation,  Mpi.,  de  la  longueur  MN=p. 
Remplaçant  P  par  ^ ,  il  vient 

OU  bien 

S;>5;>  =  0, 

en  supprimant  le  facteur  commun  fc;  on  a  donc 

équation  qui  montre  que  ip*  est  en  général  un  maximum  ou 
un  minimum. 

Pour  savoir  si  2p*  est  maximum  ou  minimum,  représentons 
par  0  l'angle  M^MN;  appelons  p^  la  dislance-M^N,  et  r  le  dépla- 
cement MMj  ;  nous  aurons 

y^  =  p*-|-  r*  —  2pr  cos  0  ; 

donc 

ce  qu'on  peut  écrire 

52p«  =  2r«—  22prcos0, 

et  il  suffira  d'examiner  le  signe  de  la  différence  2r*  — 22prcos  6, 


Digitized  by 


Google 


DE  GAUSS.  225 

dont  les  deux  termes  sont  infiniment  petits  du  second  ordre. 
Plusiclirs  cassent  à  distinguer. 

I.  Supposons  d'abord  SPSp  de  même  signe  pour  tous  les  de- 
placements  virtuels  compatibles  avec  les  liaisons.  Cette  somme 
pourra  être  négative  ou  positive. 

1*"  Si  lVhp<,0,lplp  sera  aussi  négatif,  et  comme  Ê29=rcosô, 
il  en  sera  de  même  de  ïprcosô;  2r'  —  22prcosô  étant  la 
somme  de  deux  parties  positives,  S2p*  est  posilif,  pour  tout 
déplacement;  et  par  suite  2p*  est  minimum. 

2*"  Soit2PSp>0;  nous  avons  toujours 

Donc  2pSp,  ou  Sprcosb,  est  positif  et  varie  proportionnelle- 
ment au  nombre  fc.  La  différence 

2r«  —  ^^pr  cos  ô  =2r«  —  ^klVSp 

peut  recevoir  des  valeurs  négatives  pour  une  valeur  de  k  suf- 
fisamment grande;  on  peut,  au  contraire,  assigner  à  cet  te  diffé- 
rence une  valeur  posilive,  en  donnant  à  k  une  valeur  assez 
petite.  Dans  le  premier  cas,  la  somme  2p*  est  maximum;  dans 
le  second,  minimum.  Entre  les  deux  valeurs  limites  de  A;,  le 
signe  de  la  différence  reste  indécis,  et  Ton  ne  peut  alfirmer 
l'existence  ni  d'un  maximum  ni  d'un  minimum. 

If.  Supposons  en  second  lieu  que  IV^)  puisse  changer  de 
signe  avec  le  déplacement  imprimé  au  système.  On  pourra  tou- 
jours prendre  le  nombre  k  positif  et  assez  petit,  pour  que 
2fc2PSp  soit  numériquement  infiniment  moindre  qne  2;*;  car 
la  somme  Sp^'CosO,  ou  2pBp,  est  infiniment  petite  du  second 
ordre  pour  des  valeurs  finies  de  p,  puisqu'on  a  pour  l'équi- 
libre SpSp  =  0,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près. 
Si  donc  on  attribue  à  k  des  valeurs  infiniment  petites  du 
premier  ordre,  Iplp  deviendra  un  infiniment  petit  du  troi- 
sième ordre,  c'esl-i-dire  sera  infiniment  petit  par  rapport  à 
2f  *,  qui  est  du  second. 

Dans  ce  cas  Ip^  est  minimum  pour  une  valeur  infiniment 
petite  du  nombre  fe,  et  par  suite  pour  une  valeur  finie,  infé- 
rieure à  une  certaine  limite. 

II.  —  MÉC.   COLLIGXON.  15 
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Remarque.  —  Lorsque  pour  une  certaine  valeur  de  fc,  2/>' 
est  maximum,  il  suffit  de  porter  les  mêmes  longueurs  j^ 
en  sens  contraire  des  forces  pour  rendre  la  somme  Ip^  mini- 
mum, carie  maximum  suppose  Ipr  cosO  positif,  et  l'angle  0 
étant  changé  en  tu  —  0,  on  aurait  l'égalité 

Slp*  =  2r*  4-  SSpr cos  Ô, 

d'où  résulteraient  pour  $2p'  des  valeurs  positives. 

Le  même  théorème  peut  s'étendre,  en  dynamique,  au  mou- 
vement d'un  système,  pourvu  qu'on  joigne  aux  forces  qui  le 
sollicitent,  l^s  forces  d^inertie  de  ses  différents  points  maté- 
riels. 
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LIVRE  V 

DE     LA     PE8ANTEUB 


CHAPITRE  PREMIER 

DÉFINITIONS.   —   ATTRACTION    DES    SPHÈRES    MATÉRIELLES. 

150.  On  diipf  elle  pesanteur  la  propriété  qu'ont  les  corps  placés 
à  la  surface  du  globe  d'êlrc  attirés  vers  la  terre  par  une  force 
déterminée,  qui  leur  fait  exercer  une  pression  sur  leurs  ap- 
puis, s'ils  sont  en  équilibre,  ou  qui  les  fait  tomber  y  s'ils  sont 
abandonnés  à  eux-mêmes.  Tous  les  corps  sont  pesants.  A  la 
vérité,  on  trouve  certains  corps,  dits  corps  légers^  qui  peuvent 
se  maintenir  ^/i /'air  sans  tomber  à  la  surface  du  sol;  mais  ce 
phénomène  est  dû  à  la  présence  de  l'air  atmosphérique,  qui 
exerce  une  poussée  de  bas  en  haut  sur  tous  les  corps  qui  y 
sont  plongés;  dans  le  vide,  un  corps  léger  tomberait  comme  un 
corps  lourd,  et  le  mouvement  des  deux  corps  présenterait  les 
mêmes  variations  de  vitesse.  Dans  l'air,  la  force  due  à  la  pe- 
santeur est  diminuée  de  la  poussée  du  gaz,  et  le  corps  n'est 
sollicité  en  réalité  que  par  la  différence,  positive  ou  négative, 
de  ces  deux  forces  contraires  ;  la  résultante  peut,  dans  certains 
cas,  être  dirigée  de  bas  en  tiaut. 

151.  Les  lois  de  la  pesanteur  sont  fort  compliquées,  et  elles 
ne  peuvent  être  entièrement  étudiées  que  dans  la  dynamique. 
La  pesanteur  est  variable  pour  un  mêmecorps  avec  la  latitude  et 
avec  la  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la  mer  ;  elle  varie  en 
direction  d'un  point  à  l'autre  de  la  surface  du  globe  ;  si  on 
laisse  tomber  un  corps  d'une  grande  hauteur,  ce  corps  ne  par- 
court la  verticale,  direction  de  la  pesanteur,  que  pendant  les 
premiers  instants  de  sa  chute  :  la  rotation  du  globe  a  pour 
effet  de  len  faire  dévier.  Nous  laisserons  de  côté  pour  le  mo- 
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mentl'examendeces  variations,  et  nous  simplifierons  l'étude 
de  la  pesanteur  en  supposant  qu'il  s'agisse  d'un  corps  de  pe- 
tites dimensions,  en  repos,  placé  à  peu  de  dislance  de  la  sur- 
face des  mers,  comme  cela  a  lieu  généralement  pour  les  corps 
entrant  dans  la  construction  des  machines.  La  pesanteur 
exercera  sur  les  parties  de  ce  corps  des  actions  verticales, 
toutes  parallèles  entre  elles.  Supposons  le  corps  solide.  Toutes 
ces  forces  parallèles  et  de  même  sens  pourront  se  composer  en 
une  seule  force  égale  à  leur  somme;  c'est  cette  résultante 
qu'on  appelle  .le  poids  du  corps;  elle  a  pour  point  d'applica- 
tion le  centre  des  forces  parallèles^  qu'on  nomme  dans  ce  cas 
particulier  le  centre  de  gravité  du  corps. 

Remarque, —  Bien  que  la  composition  des  forces  suppose  que 
les  points  d'application  appartiennent  à  un  même  syslcme 
solide,  un  système  matériel  non  solide  peut  être  considéré 
comme  ayant  un  centre  de  gravité;  c'est  le  centre  de  gravité  du 
système  qu  on  aurait  rendu  solide  par  la  pensée,  sans  en  alté- 
rer la  forme.  Si  le  système  matériel  se  déplace  et  change  de 
forme,  à  chacune  de  ses  formes  successives  correspond  un 
centre  de  gravité  particulier. 


COr.PS   HOMOGÈNES.   —POIDS   SPÉCIFIQUE. 

152.  Lepoids  total  d'un  corps,  solide  ou  non  solide,  estla 
somme  des  poids  de  ses  diverses  parties.  On  dit  qu'un  corps 
est  homogène  lorsqu'un  volume  donné  du  corps  a  toujours  le 
même  poids,  en  quelque  endroit  qu'on  prenne  ce  volume. 
Dans  ce  cas,  le  poids  est  proportionnel  au  volume  ;  on  oblicnl 
le  poids  total  d'un  corps  homogt'he  dont  le  volume  est 
donné,  en  multipliant  ce  volume  par  un  nombre  qui  dépend  de 
la  natuie  du  corps,  et  qu'on  nomme  poids  spécifique.  Si  l'on 
appelle  P  le  poids  total  d'un  corps  homogène,  V  son  volume, 
et];  son  poids  spécifique,  on  a  entre  ces  trois  quàntilés  la 
relation 

P  =  Vx;?. 
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La  quantité  P  est  rapportée  à  Vunité  de  poids;  la  quantité 
V,  à  ïunité  de  volume;  enfin  le  nombre  p  exprime,  en  unités 
de  poids,  le  poids  de  Tunité  de  volume.  L'équation  est  donc 
homogène.  L'unité  de  "poids  reste  arbitraire.  On  est  convenu 
en  France  de  prendre  pour  unité  le  poids  de  l'unité  de  volume 
d'eau  distillée.  Pour  l'eau,  par  conséquent,  le  volume  et 
le  poids  sont  exprimés  par  un  même  nombre.  Si  Ton  prend, 
par  exemple,  pour  unité  de  volume  le  centimètre  cube, 
1  unité  de  poids  s'appelle  le  gramme  ;  c'est  le  poids  d'un  centi- 
mètre cube  d'eau.  Si  Ton  prend  le  décimèlre  cube,  l'unité  de 
poids  correspondante  est  le  kilogramme,  poids  égal  à  1000 
grammes,  ou  au  poids  de  1000  centimètres  cubes  d'eau.  Le 
décimèlre  cube  contient  en  effet  1000  centimètres  cubes.  Enfin, 
si  l'on  prend  pour  unité  de  volume  le  mèlre  cube,  l'unité  de 
poids  correspondante  est  la  tonne,  qui  équivaut  à  1000  kilo- 
grammes, ou  à  1  000000  de  grammes,  et  qui  représente  le 
poids  de  1000  décimètres  cubes  ou  de  1000  litres  d'eau,  ou 
encore  de  1 000000  de  centimètres  cubes.  Pour  l'eau  distillée, 
quelle  que  soit  l'unité  de  volume  qu'on  adopte,  le  poids 
spécifique  p  est  égal  à  l'unité  numérique.  Cette  convention 
suppose  l'eau  prisé  à  une  température  définie,  qu'on  a 
fixée  à  4"*  centigrades  environ,  et  qui  correspond  à  son  maxi- 
mum de  densité.  Au-dessus  comme  au-dessous  de  cette  tem- 
pérature, un  centimètre  cube  d'eau  distillée  a  un  poids  un  peu 
moindre  qu'un  gramme,  et  un  poids  spécifique  un  peu  infé- 
rieur à  l'unité. 

153.  On  détermine  en  physique  les  poids  spécifiques  des 
divers  corps,  solides,  liquides  ou  gazeux,  ou  plutôt  les  rap- 
ports de  ces  poids  spécifiques  à  celui  de  l'eau,  et  les  lois  de  la 
variation  des  poids  spécifiques  avec  la  température  et  avec  la 
pression.  On  a  dressé  des  tables  qui  donnent  le  poids  spéci- 
fique des  différents  corps.  Celui  du  mercure  est  d'environ  13,6; 
celui  delà  fonte,  d'environ  7,2  ;  cela  veut  dire  qu'un  volume 
donné  de  mercure  (pris  à  la  température  de  0**)  a  le  même 
poids  que  13,0  volumes  égaux  d'eau  dislillée  (à  la  tempéra- 
ture de  4**),  et  qu'un  volume  donné  de  fonte  pèse  autant  que 
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7,2  fois  ce  même  volume  d'eau.  Par  exemple,  1  centimètre 
cube  de  mercure  à  0°  pose  13^'',6,  et  un  mètre  cube  de  fonte 
à  la  môme  température  pèse  7io«"^%2  ou  7200  kilogrammes. 

Le  \olume  correspondant  à  un  poids  donné  d'un  certain 
corps  se  détermine  en  divisant  le  poids  donné  par  le  poids 
spécifique.  Cherchons,  jpiar  exemple,  quel  volume  occupe  un 
poids  de  480  grammes  de  mercure  à  la  température  de 
zéro.  Il  suffira  de  diviser  480  par  13,6,  poids  spécifique 
du  mercure;  il  vient  au  quotient  le  nombre  55,294...,  qui 
exprime  en  centimètres  cubes  le  volume  cherché.  Si  l'on  de- 
mande quel  volume  de  fonte  pèse  40  tonnes,  on  divisera  40 
par  7,2;  le  quotient  est  5,555555...;  le  volume  demandé 
est  donc  5  mètres  cubes  555  décimèlres  cubes  555  centimè- 

5 

très  cubes,  etc.,  ou  5  mètres  cubes  x- 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  gaz,  il  est  nécessaire  de  connaître  non- 
seulement  sa  température,  mais  encore  sa  pression^  pour  dé- 
terminer son  poids  en  fonction  de  son  volume,  et  réciproque- 
ment. Cela  tient  à  ce  que  le  même  poids  de  gaz  occupe  des  vo- 
lumes très-dilférents,  suivant  qu'on  le  comprime  plus  ou 
moins,  tandis  que  les  pressions  extérieures  les  plus  considé- 
rables exercées  sur  un  liquide  ou  sur  un  solide  en  altèrent  5 
peine  le  volume. 

154.  Lorsque  des  volumes  égaux,  pris  en  différents  points 
d'un  corps,  n'ont  pas  des  poids  égaux,. le  corps  n'est  pas  ho- 
mogène, et  le  quotient  de  la  division  du  poids  total  par  le  vo- 
lume ne  donne  plus  que  le  poids  spécifique  moyen.  Si  on  di- 
vise de  même  le  poids  d'une  portion  définie  du  corps  par  le 
volume  que  celte  portion  occupe,  on  obtient  le  poids  spéci- 
fique moyen  de  la  portion  considérée.  Enfin,  le  poids  spécifique 
d'un  corps  non  homogène  ^7i  un  point  donné esi  le  poids  spéci- 
fique moyen  d'une  portion  infiniment  petite  prise  dans  le 
corps  autour  du  point  donné,  ou  la  limite  vers  laquelle  tend 
le  rapport  du  poids  de  cette  portion  variable  au  volume 
qu'elle  occupe,  à  mesure  qu'on  en  réduit  les  dimensions  jus- 
qu'à zéro. 
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MESURE   DES   QUANTITÉS   DE  MATIÊRB.    —    MESURE   DES   FORCES. 

155.  Le  poids  d'un  corps  peut  servir  à  l'évaluation  numé- 
rique de  la  quantité  de  matière  que  ce  corps  renferme.  Nous 
ne  savons  pas  ce  que  c'est  que  la  malière,  el  il  paraît  à  peu 
près  impossible  d'en  donner  une  déflnition  claire  et  précise. 
Nous  pouvons  du  moins  admettre  que  deux  corps  ayant  le 
même  poids  renferment  la  même  quantité  de  matière,  et  que 
deux  corps  ayant  des  poids  différents  renferment  des  quanti- 
tés de  matière  proportionnelles  à  leurs  poids  respectifs.  Sans 
doute  il  existe  une  différence  de  nature  intime  enti  e  les  di- 
vers corps  simples  de  la  chimie  :  on  ne  peut  changer,  par 
exemple,  du  fer  en  hydrogène  ou  en  mercure;  on  dira  néan- 
moins qu'un  kilogramme  de  fer,  un  kilogramme  d'hydrogène, 
un  kilogramme  de  mercure,  représentent  chacun  des  quan- 
tités égales  de  malière.  Les  réactions  chimiques  qui  s'opèrent 
entre  des  corps  de  natures  différentes,  n'altèrent  pas  les  quan- 
tités de  matières  mises  en  présence  les  unes  des  autres;  elles 
se  résument  dans  de  nouveaux  groupements  des  éléments 
constitutifs  des  corps,  mais  il  n'y  a  ni  matière  créée  ni  ma- 
tière détruite.  La  recherche  des  poids  permet  de  constater 
cette  vérité,  principe  fondamental  de  la  chimie  moderne. 

Dans  la  vie  pratique,  c'est  au  poids  que  se  vendent  la  plu- 
part des  produits  de  l'agriculture  et  de  l'industrie;  parfois  on 
substilue  au  poids  la  mesure  d'un  volume,  mais  c'est  qu'alors 
oh  trouve  plus  commode  de  mesurer  une  capacité  que  d  effec- 
tuer une  pesée,  et  que  la  constance,  absolue  ou  approxima- 
tive, du  poids  spécifique  de  la  chose  vendue  permet  de  regar- 
der le  volume  comme  sensiblement  proportionnel  au  poids. 
Un  kilogramme  de  pain  représente  bien  une  quantité  définie 
de  pain,  c'est-à-dire,  abstraction  faite  de  toutes  les  qualités 
physiques  et  chimiques  du  pain ,  une  quantité  définie  de  ma- 
tière. La  recherclie  du  poids  n'a  donc  souvent  pour  objet  que 
l'évaluation  d'une  quantité  de  matière,  el  c'est  pour  cela  que, 
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dans  la  dôfinilion  légale  de  ruiiité  de  poids,  on  n'a  fait  entrer 
ni  la  hauteur  au-dessus  du  niveau  de  la  mer,  ni  la  lalilude  du 
lieu  où  doit  se  faire  l'expérience.  Le  gramme  est,  en  tous 
lieux,  le  poids  du  centimètre  cube  d'eau  distillée  à  4*  ;  et  bien 
que,  à  égalité  d'altitudes,  la  pesanleursoil  moindre  à  Téquateur 
qu'aux  pôles,  un  poids  d'un  gramme  transporté  de  Téquateur 
au  pôle  représentera  partout  un  poids  égal  à  celui  du  centi- 
mètre cube  d'eau,  car' ces  deux  poids  varient  lousdeux  delà 
même  manière  avec  la  latitude,  et  restent  égaux  partout,  dès 
qu'ils  sont  égaux  en  un  point  particulier  du  globe*. 

Il  n'en  est  plus  de  môme  si  Ton  se  sert  du  poids  comme  me- 
siirè  de  la  force.  Le  poids  d'un  corps  est  la  résultante  des 
forces  parallèles  dues  à  la  pesanteur,  appliquées  à  toutes  les 
molécules  de  ce  corps.  La  pesanteur  variant  avec  l'allitudie  et 
avec  la  latitude,  ces  forces  et  leur  résultanle  varient  pour  un 
même  corps  avec  la  position  qu'on  lui  donne  par  rapport  au 
globe  terrestre.  Le  poids  d'un  corps  ne  représente  donc  pas 
partout  la  même  force,  et  pour  évaluer  les  forces  en  kilogram- 
mes, comme  on  le  fait  communément,  il  faut  avoir  soin  de 
définir  le  lieu  où  Tévaluation  doit  être  faite.  Nous  admettrons 
ici  que  ce  lieu  soit  situé  au  niveau  de  la  mer,  et  sous  la  lali- 
tude  de  Paris  (48*^  50').  Du  reste,  les  variations  de  la  pesan- 
teur sont  généralement  assez  faibles,  dans  les  circonstances 
ordinaires  de  la  pratique,  pour  qu'on  puisse  en  faire  abstrac- 
tion, même  quand  il  s'agit  de  mesurer  les  forces. 

MESURE  DES  FORCES  PAR  LE  DYNAMOMÈTRE. 

156.  Si  l'on  veut  s'affranchir  de  ces  variations  de  la  pesan- 
teur, il  faut  comparer  la  force  à  mesurer,  non  plus  à  un  poids 

*  Ces  notions  seront  complétées  dans  la  dynamique.  Le  poids  P  d*un  corps  est 
le  produit  de  Vaccéléralion  g  due  à  la  pesanteur  par  la  masse  m  de  ce  corps. 
La  masse  est  la  vraie  mesure  de  la  quantité  de  matière  que  le  corps  renferme; 
c'est  un  nombre  constant  pour  un  corps  donné.  Le  facteur  g  varie  d'un  lieu  à 
l'autre,  et  le  poids  P  éprouve  les  mêmes  variations.  En  un  même  lieu,  les  poids 
sont  proportionnels  aux  masses. 
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qui  varie  d'un  point  à  l'autre,  mais  à  une  force  qui  soit  la 
même  partout;  la  force  que  l'on  choisit  comme  terme  de 
comparaison  est  celle  que  fournit  l'élasticité  des  solides.  L'ap- 
pareil d'évaluation  prend  le  nom  de  dynamomètre. 

Soit  AB  une  lame  d'acier^  solidement  engagée  dans  un 
mur  51N  sur  toute  la  longueur  AC,  de  manière  que  cette  por- 
tion AC  puisse  être  regardée  comme  fixe.  Si  Ton  applique  à 
Texlrémité  B  une  force  F,  perpendiculaire  à  la  direction  de  la 
lame  et  agissant  dans  son  plan  moyen,  la  lame  fléchit  et  la 
portion  libre  devient  une  courbe  AB',  tangente  en  A  à  sa  direc- 
tion primitive  AB»  Le  déplacement  total 
BB'  du  point  B,  extrémité  libre  de  la 
lame,  c'est-à-dire  la  flèche  prise  par  le 
ressort,  dépend  de  l'intensité  de  la  force 
F,  de  la  longueur  et  des  dimensions  de 
la  lame',  enfm  de  l'élasticité  plus  ou 
moins  grande  de  la  matière  dont  elle 
est  composée.  Or  l'expérience  montre  que  tant  que  la 
flèche  est  suffisamment  petite,  elle  est  proportionnelle  à  la 
force  F  qui  la  produit.  La  flèche  peut  donc  servir  de  me- 
sure à  la  force,  et  pour  évaluer  la  force,  il  suffira  d'évaluer 
la  flèche  BB'  correspondante,  au  moyen  d'une  échelle  gra- 
duée. 

Le  dynamomètre  (fig.  135)  est  fondé  sur  le  même  principe. 

Il  est  formé  de  deux  lames  élastiques  toutes  pareilles , 
AB,  A'B',  auxquelles  on  donne  un  profil  parabolique  propre  à 
en  augmenter  la  flexibilité;  ces  deux  lames  sont  réunies  en 
AA',  BB',  par  des  brides 
courtes  et  rigides  ;  l'une 
d'elles  est  attachée  en 
son  milieu  C  à  un  point 
qu'on     peut    regarder 
comme  fi.\e  ;  en  face  de 


Fiff.  i52. 


Fig.  153. 


ce  point,  on  applique  en  D  la  force  à  évaluer.  Au  commencement 
de  l'expérience,  on  a  noté  exactement  la  position  du  point  n  par 
rapport  au  point  m.  Après  l'application  de  la  force,  les  lames 
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fléchissent  toutes  deux  de  quantités  égales,  et  prennent  la 
forme  A^mB^,  A\nfi\  (fig.  J34)  ;  la  distance  mn  est  devenue, 
par  suite  de  la  flexion,  égalé  à  mn^;  et  comme  les  brides  AA', 
BB'  sont  très-courtes  et  Irès-peu  déformables,  l'accroissement 

mij  de  la  distance  des 
milieux  est  la  somme 
des  flèches  prises  par 
les  deux  ressorts,  ou 
le  double  de  la  flèche 


^[j 


^'^  ^^'  AA^ ,.  prise  par  Pun 

d'eux.  La  longueur  nn^  est  donc  proportionnelle  à  la  force 
appliquée  au  point  D,  et  il  suffit  d'évaluer  cette  longueur  sur 
une  échelle,  E,  convenablement  graduée,  et  ayant  son  zéro 
en  face  du  point  n,  pour  avoir* la  mesure  demandée. 

On  attachera  successivement  au  point  D  des  poids  de 
i,  2,  3,  ...  ?i  kilogrammes,  et  l'on  notera  sur  l'échelle 
les  positions  correspondanles  prises  par  le  point  mobile  n^ 
dans  chaque  expérience.  La  graduation  sera  ainsi  faite  empi- 
riquement. Supposons  qu'on  l'ait  opérée  à  Paris,  et  au  niveau 
dé  la  mer.  Chaque  division  de  l'échelle  correspondra  à  une 
force  d'un  kilogramme  (valeur  de  Paris)  ;  transporté  ailleurs, 
le  dynamomètre  donnera  des  évaluations  de  force  dans  cette 
même  unité.  Ainsi,  le  poids  coté  1  kilogramme  courbera  un 
peu  plus  le  dynamomètre  à  Pétersbourg  qu'à  Paris,  et  mar- 
quera à  l'échelle  une  déviai  ion  nn^  plus  considérable,  parce 
que  Pétersbourg  est  plus  voisin  du  pôle  que  Paris;  le  même 
poids,  porté  sur  une  haute  montagne,  produira  une  déviation 
moindre,  parce  que  la  pesanteur  décroît  à  mesure  qu'on 
s'éloigne  de  la  terre  ;  et  l'échelle  fera  connaître  exactement 
les  forces  appliquées  à  ce  même  poids  dans  ses  diverses  posi- 
tions, en  les  évaluant  toutes  .en  kilogramme,  valeur  du  lieu 
où  s'est  opérée  la  graduation.  Le  dynamomètre  permet  donc 
d'étudier  les  variations  de  la  pesanteur. 

La  forme  parabolique  donnée  aux  lames  du  dynamomètre, 
et  l'assemblage  des  deux  lames,  ont  pour  objet  d'augmenter 
la  sensibilité  de  l'appareil,  el  d'accroître  la  longueur  dont  on 
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doit  déterminer  la  mesure.  L'appareil  serait  parfait  si  lelasti- 
cilé  des  métaux  n'était  pas  sujette  à  s'altérer  à  la  suit«  dos 
efforts  qu'ils  ont  subis.  Mais  il  arrive  qu'au  bout  d'un  certain 
nombre  d'expériences  le  dynamomètre,  rapporté  au  lieu  de 
sa  graduation  et  soumis  successivement  aux  mêmes  poids,  ne 
prend  plus  rigoureusement  les  mêmes  flèches  qu'à  Torigine. 

La  dynamique  donne  des  moyens  bien  plus  parfaits  d'étu- 
dier les  variations.de  la  pesanteur  en  différents  points  du 
globe. 

ATTRACTION    DES   SPHÈRES  MATÉRIELLES. 

157.  Newton  à  reconnu  que  la  pesanteur  est  un  cas  parli- 
cuber  d'une  loi  beaucoup  plus  générale,  celle  de  la  gravitatmi 
universelle. 

Voici  comment  celte  loi  est  formulée  : 

Soient  A  et  B  deux  molécules,  situées  à  une  distance 
AB  =  r.  Appelons  m  la  quantilé  de  ma^ièr^  contenue  dans  la 
molécule  A,  et  m'  la  quantité  de  malière  contenue  dans  la 
molécule  B,  ces  quanlités  élant 

rapportées    à  une   unité    arbi- 1     T !^    £ — 

traire,  à   l'unité   de  poids  par 
exemple.  La  molécule  A  exerce 

sur  la  molécule  B  une  attraction  F,  dirigée  de  B  vers  A;  la 
molécule  B  exerce  sur  la  molécule  A  une  attraction  égale  F',  di- 
rigée de  A  vers  B,  et  la  valeur  commune  de  ces  deux  forces 
mutuelles  est  donnée  par  la  formule 

où  fest  un  nombre  constant,  dépendant  du  choix  des  unités 
qui  ont  servi  à  évaluer  la  distance  r,  la  force  F  et  les  quantités 
de  malière  m  et  m'. 

158.  La  terre,  le  soleil,  les  planèlcs,  sont  des  corps  à  peu 
près  sphériques.  Cherchons  la  résultante  de  toutes  les  actions 
attractives  exercées  par  les  molécules  de  Tun  de  ces  corps, 
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de  la  terre  par  exemple,  sur  un  point  matériel  placé  à  une 
distance  donnée  de  sa  surface.  Nous  admettrons  dans  celle 
recherche  que  le  globe  terrestre  soit  formé  d'une  infinité  de 
couches  sphériques  concentriques  et  homogènes,  et  nous  nous 
occuperons  d'abord  de  déterminer  la  résultante  des  actions 
exercées  par  le.s  molécules  qui  composent  l'une  de  ces  couches 
en  particulier. 

Soit  0  le  centre,  BC  le  diamètre,  BFC  le  profil  d'une  couche 
spliérique  homogène,  dont  le  rayon  OB  e.^t  égal  à  B,  et  qui 
renferme  une  quantité  de  matière  de  p  unités  par  unité  de  sui^ 
face. 

Soit  A  le  point  attiré,  que  nous  supposerons  d'abord  au 
dehors  de  la  sphère,  à  une  distance  AO  =  a  du  centre  ;  nous 
désignerons  par  m  la  quantité  dé  matière  de  ce  point. 

Coupons  la  surface  sphérique  par  deux  plans  infininaent 
voisins,  perpendiculaires  tous  deux  à  la  droite  .AO;  Tun  de 
ces  plans  est  profilé  sur  la  figure  en  MPN  ;  l'autre  est  situé  à 


Fig.  136. 


une  distance  infiniment  petite  du  premier  ;  tous  deux  déter- 
minent sur  la  surface  une  zone  sphérique  profilée  suivant  les 
arcs  infiniment  petits  MM',  NN'. 

Tous  les  points  de  cette  zone  sont  a  égale  distance  du  point  A , 
abstraction  faite  de  l'excès  de  distance  du  bord  M'N'  sur  le 
bord  MN,  lequel  excès  est  infiniment  petit,  et  négligeable  par 
rapport  à  la  distance  finie  AM.  Prenons  en  particulier  une  mo- 
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lécule  li^  de  la  zone  ;  Taction  atlraclive  <p  qu'elle  exerce  sur  le 
point  A  a  pour  mesure 

[fs  clant  la  quantité  de  matière  contenue  dans  la  molécu'e; 
cette  force,  9,  dirigée  suivant  AM,  peut  se  décomposer  en  deux 
forces,  l'une  Aïl  dirigée  suivant  AP,  l'autre  AS  dirigée  nor- 
malement à  AP.dans  le  plan  PAM.  Or  la  force  AS  est  détruite 
pA  la  composante  normale,  AS',  de  la  force  <p',  égale  à  <p, 
exercée  sur  le  point  A  par  la  molécule  N,  symétrique  de  M  par 
rapport  à  l'axe  AO  ;  de  sorte  que  toutes  les  forces  normales  à 
AO,  et  provenant  des  actions  de  la  zone  MM',  se  détruisent 
deux  à  deux,  tandis  que  les  forces  AR,  dirigées  suivant  AO, 
s'ajoutent,  et  donnent  par  leur  somme  Faction  totale  exercée 
par  la  zone  entière. 

La  composante  AR,  qui  correspond  à  l'action  de  la  molé- 
cule M,  se  déduit  de  la  similitude  des  triangles  AR9,  APM  ;  il 
vient  en  effet 

AU_AP 
y  ""AM* 

Donc 

^      AM       AM*      AM      '  ÂM^      '^ 

Pour,  passer  de  là  à  la  somme  des  composanles  A R  prove- 
nant des  actions  de  toutes  les  molécules  de  la  zone  MM'N'N,  il 
suffit  de  remplacer  le  facteur  [j., par  la  quantité  totale  de  ma-  * 
lière  que  cette  zone  renferme.  Or  la  surface  de  cette  zone, 
qu'on  peut  confondre  avec  la  surface  convexe  d'un  tronc  de 
cône,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'arc  MM',  génératrice  de 
la  surface  du  cône,  par  la  circonférence  décrite  par  le  milieu 
de  cette  génératrice  ;  mais,  à  cause  de  la  petitesse  de  l'arc  MM', 
on  peut  substituer  à  la  circonférence  décrite  par  le  milieu  de 
cet  arc  la  circonférence  décrite  par  Tune,  M,  de  ses  extrémi- 
tés, c'est-à-dire  le  produit  2z  X  MP.  La  surface  de  la  zone  est 
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donc,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'ordre  supérieur  au 
premier, 

La  quantité  de  matière  contenue  dans  l'unité  de  surface 
étant  représentée  par  p ,  la  matière  contenue  dans  la  zone 
MM'N'N  est  représentée  par  le  produit 

•   2x/>xMPxMM'. 

et  enfin  l'action  attractive  totale  U,  exercée  parJa  zone  sur  Je 
point  A,  et  dirigée  de  A  vers  0,  a  pour  mesure 


ou  bien 


AP 
'  AM*  ^ 


„      ^   ^      ^APXMPXMM' 
H  =  Mmp  X :== 

Ar 


Du  point  0,  abaissons  les  perpendiculaires  01,  01'  sur  les 
droites  AM,  AM'  prolongées.  Les  points  1,1',  milieu  des  cordes 
MM^,  M'M\,  sont  situés  sur  une  même  circonférence  CFA,  dé- 
crite sur  AO  comme  diamètre.  Joignons  MO,  et  abaissons  MK 
perpendiculaire  sur  AM'. 

Les  triangles  rectangles  AMP,  AOl  sont  semblables  et 
donnent  les  proportions  : 

AP       AI 

^^1  AM       AO 

Nous   substituerons    au    rapport  ^jrr  le  produit  égal  des 

.    MM'       MK 
rapports  ^Xj^^ 

Le  triangle  KMM',  dont  les  trois  côtés  sont  infiniment  petits, 
est  semblable  au  triangle  MOI;  car  ils  sont  tous  deux  rectan- 
gles, l'un  en  K,  l'autre  en  I,  et  de  plus  Tangle  KMM',  qui  a  ses 
côtés  KM,  MM'  respectivement  perpendiculaires  à  AI'  el  à  MO, 


.  Digitized  by 


Google 


SUR  UN  PUINT  EXTÉRIEUR.-  259- 

OU,  à  la  limite,  à  AI  et  à  MO,  diffère  infiniment  peu  de  Tangle 
MOI.  On  a  donc  la  proporlion 

■  MM'_MO 

^  ^  :  MK  ~  MI' 

Les  triangles  AMK,  ALI'  sont  aussi  semblables  et  donnent  la 
quatrième  proportion 

>JL\  MK_LI' 

Multiplions  membre  à  membre  les  égalités  (1),  (2),  (3)  et  (4)  ; 
il  viendra,  en  supprimant  le  facteur  commun  MK, 

APxMPxMM^  _  AIxOI      MOxLP 

de  sorte  que.  l'altraction  H  s'exprime  par  le  produit 

II      0   r      ^MÔ^AI        OIXLP 
'       AO*       AL  MI 

Les  longueurs  finies  AI  et  AL  diffèrent  d'une  quantité  LI,  infi- 
niment petite;  leur  rapport  a  donc  pour  limite  l'unité; 
MO  est  égal  à  R,  rayon  de  la  couche  sphérique,  et  AOest 
égal  à  Qy  distance  du  point  À  au  centre;  en  résumé,  nous 
pouvons  mettre  Tatlraction  de  la  zone  MM'N'N  sous  la  forme 
suivanle  : 


I».  ■      "=(«?^)xr-iïi!i). 


la  première  parenthèse  comprenant  tous  les  facteurs  con- 
stants, et  la  seconde  les  facteurs  qui  varient  avec  la  position 
de  la  zone.  Nous  allons  transformer  encore  celte  seconde  pa- 
renthèse. 

Le  triangle  MOI,  rectangle  en  I,  nous  donne  Téquation 

.()ï*+mi*=rS 

dans  laquelle  01  et  Ml  sont  variables;  différenciations  cette 
équation,  il  viendra 

OlXc/(OI)4-MIXrf(MI)=i=0. 
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Or  la  difiérenliellc  de  01  est  donnée  sur  la  figure  par  la  diffé- 
rence or.—  01  =  Ll'.  On*  a  donc 

OIXLI  ^_^  ^)il)=_(M'r-Ml)=MI-M'I'=(ML  +  Ll)-(KI'-KM'), 
MI  •  ^ 

et  comme  Kl'  est  la  projection  sur  la  direction  AM'  de  la  droite 
finie  ML,  laquelle  fait  avec  celte  direclion  un  angle  infini- 
ment petit,  on  a  aux  infiniment  petits  du  second  ordre  près, 
ML  =  Kr.  Donc  enfin 

(6)  2LxU'_j^^_^^^, 

Mettons  cette  valeur  à  la  place  de  la  seconde  parenthèse 
dans  l'équation  (5),  et  nous  aurons  l'égalité  beaucoup  plus 
simple 


0) 


ll  =  ^.^Èl^X{Ù-^KW). 


11  ne  reste  plus  qu'à  faire  la  somme  des  valeurs  de  11 
pour  toutes  les  zones  infiniment  petiles  dans  lesquelles  on 
peut  décomposer  la  surface  sphérique,  c'esl-à-dire  à  faire 
la  somme  des  quantités  Ll  et  KM',  qui  seules  varient  de  Tune 
à  Tautre.  Or  remarquons  que  KM'  est  la  différence  des 
droites  AM'^  AM,  menées  du  point  A  aux  deux  extrémités  de 
Tare  qui  engendre  la  zone  considérée.  De  même  Ll  est  la 
différence  des  droites  AI,  AI',  menées  du  même  point  A 
aux  deux  extrémilcs  de  l'arc  II',  que  les  mômes  directions 
interceptent  sur  la  circonférence  OFA.  La  somme  des  quan- 
tités KM',  pour  un  certain  arc  fini  BM  de  la  demi-circonfé- 
rence BC,  sera  donc  égale  à  la  différence,  AM  —  AB,  des  dis- 
tances du  point  A  aux  deux,  extrémités  de  cet  arc,  et  la 
somme  correspondante  des  quantités  Ll  donnera  la  diffé- 
rence, AO  —  AI,  des  distances  du  point  A  aux  deux  extré- 
mités, 0  et  l,  de  l'arc  01  qui  correspond  à  l'arc  BM  sur  la 
circonférence  OFA. 

Cette  circonférence  OFA  coupe  la  circonférence  BFC  au 
point  de  contact,  F,  de  la  tangente  issue  du  point  A.  L'attrac- 
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tion  exercée  sur  le  point  À  par  la  zone  FBF',  située  à  gauche 
du  pla'n  FF',  a  donc  pour  mesure 

de  même  laltraclion  exercée  sur  le  point  A  par  la  zone  FCF', 
qui  complète  la  sphère,  a  pour  mesure 

H..=  2jrM|><R^^^C-AF  +  AF-A0)  =  ?^^ 

DoncH'  =  H". 

L*allraciion  de  la  sphère  entière  est  la  sonime  H'  -f-  H",  ou 
bien  2H',  ou  enfin 

Pour  la  sphère  entière,  la  somme  de  tous  les  éléments  KM 
est  égale  au  diamètre,  tandis  que  la  somme  des  éléments  LI, 
qui  sont  posilifs  pour  toule  la  zone  BF,  et  négatifs  pour  toute 
la  zone  FC,  se  réduit  à  zéro. 

L  expression  — - — ^ peut  s  écrire  de  Ja  manière  sui- 
vante : 

Or  la  surface  de  la  couche  sphérique  a  pour  mesure  47cR*.  Le 
produit  de  celte  surface  par  p  est  la  quantité  totale  de  matière 
contenue  dans  la  couche;  si  on  appelle  M  cette  quantité,  l'at- 
traction a  pour  mesure 

/•Mm 

"^' 
c  esl-à-dire  qu'elle  est  égale  à  l'attraction  exercée  sur  la  mo- 
lécule A  par  une  molécule  contenant  la  quantité  M  de  matière, 
placée  au  centreOdela  couche  sphérique.  En  d'autres  termes, 
U7ie  couche  sphérique  homogène  exerce  sur  un  point  matériel 
extérieur  la  même  attraction  que  si  toule  la  matière  form^ant 
cette  couche  était  concentrée  en  son  centre. 
On  peut  en  dire  autant  de  chacune  des  couches  sphériques 

U.   —  MÉC.   COLLIGNON.  16 


Digitized  by 


Google      ^^^ 


242  ATTRACTION 

homogènes  dont  nous  avons  suppose  le  globe  allirant  com- 
posé; de  sorte  que  rattraction  exercée  sur  un  point  extérieur 
par  une  sphère  massive,  composée  de  couches,  concentriques  ho- 
mogènes, est  la  même  que  si  toute  la  rriatière  de  la  sphère  était 
concentrée  en  son  centre. 

159.  Si  enfin  on  considère  deux  sphères  massives  S  et  S', 
composées  chacune  de  couches  conceniriques  homogènes,  on 
ne  changera  rien,  en  vertu  du  théorème  précédent,  à  l'attrac- 
tion exercée  par  la  sphère  S  sur  un  point  matériel  pris  dans 
la  sphère  S',  en  réunissant  toute  la  matière  de  la  sphère  S  en 
son  centre  0.  On  est  ramené  par  là  à  considérer  1  attraction 
exercée  par  le  point  matériel  fictif  0  sur  tous  les  points  de  la 
sphère  S',  attraction  égale  à  celle  que  tous  les  points  de  la 
sphère  S'  exercent  gur  le  point  matériel  0.  Appliquant  de  nou- 
veau le  théorème,  on  pourra  supposer  que  toute  la  matière 
de  la  sphère  S'  est  concentrée  en  son  centre  0^  de  sorte 
qu'en  résumé  on  n'altère  pas  les  attractions  mutuelles  en  cour 
centrant  à  la  fois  la  matière  de  la  sphère  S' en  son  centre  0,  et 
la  matière  de  la  sphère  S'  en  son  centre  0'.  Deux  sphères  maté^ 
rielles,  composées  chacune  de  couches  concentriques  homogènes, 
s^attirent  donc  de  la  même  manière  que  si  la  matière  de  chaque 
sphère  était  réunie  en  son  centre. 

160,  Voici  pour  le  même  théorème  une  démonstration 
géométrique  plus  rapide. 

Soit  (fig.  137)  0  le  centre  de  la  couche  sphérique,  OB  son 
rayon,  et  A  le  point  attiré. 

Considérons  un  élément  de  surface  MM';   l'action  qu'il 
exerce  sur  le  point  A  est  dirigée  suivant  AM,  et  a  pour  valeur 

/mpXsurf.MM' 

sa  composante  suivant  AO  est  égale  à 

/mp  X  surf.  MW/^^        , 

'    '^  ' ^ XcosA. 

AM* 

Au  point  M,  faisons  l'angle  PMO  =  MAO.  La  droite  Ml* 
noupe  la  droite  OA  en  un  point  P  qui  est  fixe  sur  cette  droite* 
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En  effet,  les  triangles  OMP,OAM  ont  un  angle  commun  en  0, 
et  deux  angles  égaux;  ils  donnent  la  proportion 


Donc 


OP 


0P  = 


OM 

''  Ok 


Fig.  137. 


quantité  constante  quel  que  soit  le  point  M.  On  peut  observer 
que  P  est  conjugué  har- 
monique de  A  par  rapport 
aux  extrémités  B  et  B'  du 
diamètre  AO. 

Du  point  P  comme  cen- 
tre avec  un  rayon  égal  à 
PM,  décrivons  un  frag- 
ment de  surface  spliérique,  et  considérons  sur  cette  surface 
la  portion  Mm  interceptée  par  le  cône  qui  a  le  point  P  pour 
sommet  et  l'aire  MM'  pour  base.  La  surface  élémentaire  Mm 
sera  la  projection  orthogonale  sur  cette  sphère  de  l'élé- 
ment MM';  et  comme  Tangle  des  deux  surfaces  est  égal  à 
Tangle  OMP  =  A  de  leurs  normales  respectives,  on  aura 
surf-  MH'xcosA  =  surf.  Mm.  Les  triangles  semblables  OMP, 
OAM  donnent  de  plus 

PM    _  AM   ; 

U.U  "  OA  ' 

on  peut  donc  remplacer  ÀM*  par 

PM^XÔÏ' 


OM* 


ce  qui  transforme  Faction  élémentaire,  estimée  suivant  AO,  en 

npXsurf.M 

pTî'xôâ* 


/mpXsurf.Mm^g^t 


Mais  — =^ — '-  est  l'aire  da  interceptée  par  le  cônePMm  sur 

la  sphère  décrile  du  point  P  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  l'unité* 
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Les  autres  facteurs  sont  constants  ;  de  sorte  qu'en  désignant 
par  la  caractéristique  S  la  sommation  de  tous  ces  éléments  da 
autour  du  point  P,  on  aufô  pour  l'action  totale  subie  par  le 
point  A 


ou  bien 


/m^xOM^^^ 

t)A' 

fmp  X  4tcÔM*  _ 


c'est-à-dire  le  même  résultat  que  si  l'on  concentrait  toute  la 
inatière  de  la  couche  sphérique  au  point  0. 

161..  Nous  avons  supposé  (g  157  et  suiv.)  que  le  point  A, 
attiré  par  la  matière  répartie  uniformément  sur  une  surface 
sphérique,  était  extérieur  à  cette  surface.  Cherchons  à  résou- 
dre la  même  question  dans  le  cas  où  le  point  A  est  placé  à 

rintérieur  de  la  couche.  On  pour- 
rait suivre  une  marche  analogue  à 
celle  que  nous  avons  indiquée  pour 
le  premier  cas.  Mais  une  remarque 
de  géométrie  permet  d'abréger  la 
solution. 

Considérons,  comme  nous  l'avons 
fait  dans  le  premier  cas,  Taltraction 
totale  exercée  sur  le  point  A  par  la 
matière  de  la  zone  profilée  en  MM' 
et  NN',  et  comprise  entre  les  deux  plans  parallèles  infiniment 
rapprochés  MPN,  M'P'N'.  Cette  attraction  est  dirigée  du  point  A 
vers  le  point  0,  et  a  pour  mesure 

AP 
27r/mpX=iXMPxMM'. 
AM^ 

Prolongeons  les  droites  AM,  AM'  jusqu'à  leur  seconde  ren- 
contre avec  la  circonférence  en  M^,  M'^.  L'arc  MjM\  sera  le 
profil  d'une  zone  sphérique  comprise  entre  les  deux  plans  pa- 
rallèles M^P^NjjM^P^N'^,  et  l'attraction  totale  exercée  sur  le 
point  A  par  la  matière  de  cette  zone,  attraction  dirigée  dans 
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le  sens  AB,  aura  pour  mesure,  en  appliquant  la  même  for- 
mule, 

AP 

Les  arcs  infiniment  petits  MM',  M^M'^  peuvent  être  con- 
fondus avec  leurs  cordes,  et  forment  avec  les  droites  AM,  AM', 
AMj,  AM'j  deux  triangles  semblables;  les  triangles  AMI\ 
AMjP^  sont  aussi  semblables.  Ces  triangles  donnent  les  pro- 
portions : 


AP 

^k- 

MU' 

_JI.M'. 

âm  ■ 

Ah',' 

PM 

am' 

.P.», 
-AM.- 

Les  tnuUipliant  membre  a  membre,  et  observant  qu'à  la  limite 
MA\  se  confond  avec  AM^ ,  il  vient 

AP  AP 

:^  X  MM' X  PM  =  ^  X  îliM'j  X  PiMj. 
AM*  AM'* 

Les  deux  attractions  sont  donc  égales,  et  comme  elles  agissent 
sur  le  point  A  en  sens  contraire  l'une  de  l'autre,  elles  se  font 
équilibre.  L'attraction  de  la  première  zone  est  détruite  par 
l'attraction  de  la  seconde.  Donc 

L attraction  totale  exercée  par  une  couche  sphérique  homogène 
sur  un  point  matériel  placé  au  dedans  de  celte  couche  est  nulle. 

On  peut  remarquer  que  le  plan  mené  par  le  point  A,  per- 
pendiculairenient  à  la  droite  BG,  partage  la  couche  sphérique 
en  deux  régions,  dont  les  attractions  partielles  sur  le  point  A 
sont  égales  et  contraires. 

La. même  méthode  nous  ferait  reconnaître,  si  nous  ne 
l'avions  vu  déjà,  que  quand  le  point  A  est  à  l'extérieur,  le 
plan  EF/  (fig.  136),  plan  polaire  du  point  A  par  rapporta  la 
surface  sphérique,  partage  la  couche  en  deux  zones  à  une 
base  dont  les  attractions  sur  le  point  A  sont  égales  et  de  même 
sens. 
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SOLUTION   ANALYTIQUE   DU  MÊME   PROBLÈME, 

162.  Soit  R  le  rayon  de  la  sphère;  a  la  distance  OA,  que 
nous  supposerons  d'abord  supérieure  à  R. 

L'attraction  élémentaire  exercée  par  un  élément  M  de  la 
couche  sphérique  sur  le  point  A  sera 

m  étant  la  quantité  de  matière  renfermée  dans  le  point  A,  et 
^ —  I^Ja  quantité  de  matière 

_?^  \^       de  l'élément  attirant  M. 

\      Décomposons  la  force  ç 
>  W  suivant  la  direction  OA, 

/       et  suivant  une  direction 
---^  menée  dans  le  plan  MAO 

perpendiculairement  à 
AO.  Les  composantes  normales  à  AO  de  toutes  forces  élémen- 
taires se  détruisent  deux  à  deux,  et  il  vient  pour  rattraction 
cherchée  ; 


Fiff.  459. 


^  AM* 

le  signe  S  s'étendant  à  tous  les  éléments  [x  qui  composent  la 
surface  sphérique,  et  la  lettre  a  désignant  l'angle  MAO. 

Pour  donner  à  cette  expression  la  forme  différentielle,  défi- 
nissons la  position  des  points  M  sur  la  sphère  par  deux  angles, 
Fangle  0  =  AOM,  et  l'angle  dièdre  (];,  formé  par  le  plan  AOM 
avec  un  plan  fixe  conduit  par  la  droite  OA;  tous  les  points  de 
la  sphère  pourront  être  atteints  en  faisant  varier  <^  de  0  à  2z, 
et  6  de  0  à  TT.  Considérons  l'élément  de  surface  compris  enire 
les  plans  «J;  et  ^  H-  d^^  et  les  cônes  correspondants  aux  angles 
6  et  6  -f-  rfô.  Cet  élément  est  un  rectangle  infiniment  petit,  qui 
a  pour  côtes,  dans  un  sens  MPxd^J/,  ou  RsinOdt^,  et  dans 
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l'autre  sens,  0Mxd6  ou  Rdô.  Sa  surface  est  donc  égale  à 
B*sin  6  rfO  d^j  et  la  quantité  de  matière  qu'il  Tenferme  est 

Posons  enfin  AM  =  m,  et  nous  aurons  pour  l'attraction  élé- 
mentaire estimée  dans  la  direction  AO, 

fmpKHin  6dQd^  cos  a 

de  sorte  que  l'attraction  totale  cherchée  est  l'intégrale  dou- 
ble 

J    sinOcosaded^ 
I     ^*^ 

en  faisant  sortir  du  signe  //  les  facteurs  constants. 

L'intégrale  relative  à  ^  s'opère  immédiatement  en  obser- 
vant que  u  et  a  sont  des  fonctions  de  0  seul  ;  on  a  donc 
d'abord 

H  =  2./mpR»     '    sin0cos«rfô 


j     I    smQcoSi 


Pour  faire  la  seconde  intégration,  nous  changerons  de  va- 
riables et  nous  exprimerons  a  et  0  en  fonction  de  u. 
Le  jriangle  AMO  nous  donne 

R«  =  «*  -j-  a«  —  2/iM  cos  a. 

Donc  .  •    ; 

M«  +  «»  — R* 

COS«= -r: . 

2au 

Le  même  triangle  donne  aussi 

u"  =  R«  -4-  a*  —  2Ra cosô. 

Différenliant  celte  équation^  il  vient 
Donc 

lia 
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Sabstitùonsdans  la  difTérentielle,  nous  aurons 

Les  limites  de  l'intégration  seront  M=:AB==fl  — R  et 
M  =  AC  =  a  -H  R,  et  nous  aurons  pour  l'attraction  totale  : 

/»«-4-R 

t/    a-R 

L'intégrale  générale  est  u 

Faisant    d'abord    u  =  a  -i-  R,    elle    prend-  la   valeur 

a* R2 

a-t-R-^      "^■  =  a  +  R~  (fl~R)  =  2R 

Puis  pour  w=a— R,  elle  devient 

/»2  _  P2       . 

a— R J-=a^R  — (a4.R)  =  _2R. 

a  —  K  ' 

La  différence  est  2R  —  (—  2R)  =  4R,  et  par  suite 

•    27r/mpR*                 /•x(4TcR^Xp)Xm 
"  =  -2R^.X*^=  55 — ' 

expression  déjà  trouvée. 

163.  Si  le  point  élait  à  rintérieur  de  la  sphère,  le  calcul 
précédent  subsisterait,  sauf  en  ce  que  la  limite  inférieure  de 
l'intégration  serait  R  —  a  au  lieu  de  «  —  R*,  de  sorte  que  l'in-    i 
tégralc  définie 

"•R-i-a 
R  — a 

aurait  pour  valeur  la  différence 
et  l'attraction  serait  nulle. 


/: 
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164.  Il  y  aurait  encore  un  cas  limite  à  examiner,  celui  où 
le  point  serait  situé  sur  la  couche  sphérique  ;  on  a  alors  a  =  R, 
et  l'intégrale  générale  semble  se  réduire  à  u  ;  prise  entre  Içs 
limites  M  =  0  et  tt  =  2R,  elle  aurait  la  valeur  2R. 

Mais  Texactitude  du  résultat  serait  douteuse,  parce  que  le 

a'  —  R* 

terme  — de  Tinlégrale  générale  ne  peut  pas  être  sup- 
primé comme  nul  quand  on  donne  k  u  la  valeur  zéro.  Pour 
traiter  ce  cas,  il  vaut  mieux  revenir  à  la  variable  6  ;  on  a 
àIafois(fig.  140) 

.   0 
•  cosa  =  sin^, 

et  la  distance  AM  =  m  s  exprime  par  2R  sin  ^  ;  par  conséquent 


•  A         j/.      sin  ô  sin -5 
gingcosaae 2  , 


2sin*^cosr       •  cos-s^ô      cos-d- 

: -^de  = 


4R*  sm'  s 

A  •     * 

en  supprimant  le  facteur  commun  sin^x. 

L'intégrale  doit  être  prise  entre  les  limites  6=rO  et  G=x. 
Or  on  a 

e.e.e, 

cos2d5=sm-, 

entre  les  limites  0=0  et  6=71:,  cette      ^ 
fonction  a  pour  valeur  l'unité. 
Donc 

H  =  ÎTt^mpR»  X  ^  =  'infmp:  Fig.  140. 

La  quantité  H,  considérée  comme  fonction  de  la  distance  o, 
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est  donc  discontinue  ;  elle  éprouve  une  brusque  variation  pour 
fl  =  R,  et  elle  prend  la  valeur  0  pour  toute  valeur  de  a,  posi- 
tive et  inférieure  àR. 


LOIS   DE   l'attraction.  DES   SPHÈRES   PLEINES. 

165.  Soit  0  le  centre,  et  CB  la  surface  d'une  sphère 
massive  que  nous  supposerons  homogène;  nous,  représen- 
terons par  p  la  quantité  de  matière  contenue  dans  chaque 
unité  de  volume  de  cette  sphère.  Nous  supposerons  ensuite 
qu'un  point  matériel  A  parcoure   la  droite  indéfinie  OX, 


Fig.  141. 

menée  par  le  centre  de  la  sphère.  En  chacune  de  ses  posi- 
tions, nous  appliquerons  les  théorèmes  précédemment  trou- 
vés, et  fious  déterminerons  Tattraction  totale  exercée  sur 
lui  par  la  sphère  matérielle  ;  nous  pourronB  donc  élever  en 
ce  point  une  ordonnée  proportionnelle  à  cette  attraction,  et 
nous  construirons  ainsi  une  ligne  dont  les  ordonnées  suc- 
cessives représenteront  les  valeurs  de  l'attraction  qui  corres- 
pondent aux  positions  occupées  par  le  point  matériel  sur 
l'axe  OX. 

Lorsque  le  point  matériel  est  placé  au  centre  0,  il  est  au 
centre  de  toutes  les  couches  composant  la  sphère,  et  Tattrac- 
tion  qu'il  subit  est  nulle,  en  vertu  de  la  symétrie.  L'ordonnée 
de  là  ligne  cherchée  est  donc  nulle  pour  le  point  0. 

Prenons  un  point  A  appartenant  au  rayon  OB,  à  une 
distance  a;  du  centre.  Du  point  0  comme  centre  avec  OA 
pour  rayon,  décrivons  une  sphère  :  le  point  A,  placé  à 
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la  surface  de  cette  sphère,  est  extérieur  aux  différentes 
couches  dont  on  'peut  la  regarder  couïme  formée.  Il  est,  au 
contraire,  situé  à  l'intérieur  de  toutes  les  cotiches  sphé- 
riques  remplissant  l'intervalle  compris  entre  la  sphère  AO 
et  la  sphère  OB,  et  par  suite  ces  cpuches  n'exercent  pas 
d'action  sur  lui  (g  160).  La  sphère  ÔA  agit  sur  le  point  A 
comme  si  toute  sa  matière  éiait  réunie  en  son  centre;  or  son 

4 
volume  est  ^  'î:x^\  la  quantité  de  matière  qu'elle  renferme  est 


4 


et  raltraction  exercée  par  un  point  ayant  cette  quantité  de 
matière,  et  placé  au  point  0,  est  donnée  par  la  formule 


■      4 
Nous  prendrons  donc  au  point  A  une  ordonnée  AD=  «  r^fpmx , 

et  nous  obtiendrons  le  point  D  qui  appartiendra  au  lieu.  La 
même  formule  s'applique  à  toutes  les  positions  que  peufreca- 
voir  le  point  attiré  sur  le  rayon  OB  ;  à  ta  limite,  quand  il  est 
placé  en  B,  il  suffira  de  faire  a?  =  R,  rayon  de  la  sphère,  et  on 
aura  pour  l'attraction  correspondante 

Celte  quantité  est  représentée  sur  la  figure  par  rordonnée  BE. 
Les  ordonnées  AD,  BE*,  sont  proportionnelles  aux  abscisses  OA, 
OB,  et  par  suite  le  lieu  cherché  est  une  droite  OE.  Mais  cette 
droilene  doit  pas  ctre  prolongée  au  delà  de  TordonnéeBE, 
car  la  loi  d'attraction  change  quand  le  point  matériel  est  en 
dehors  delà  sphère. 

Supposons  ensuite  aî>  R  ;  le  point  attiré  occupe  une  posi- 
lion  A'.  Il  est  en  dehors  de  toules  les  couches  sphériques  maté- 
rielles; par  conséquent,  toute  la  matière  de  la  sphère  agit 
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comme  si  elle  était  concentrée  au  point  0.  L'attraiction  est 
donc  représentée  par 

4.4 

/mXgTiR'Xp      jTr/lcmRs 

quantité  qui  décroit  indéfiniment  à  mesure  que  x  augmente, 
et  qui  est  représentée  par  les  ordonnées  décroissantes  de  la 
courbe  EF,  asytnplote  à  Taxe  AX. 

166.  Cette  théorie  (roùve  son  application  dan&  l'étude  de 
la  pesanteur.  La  terre  est  à  feu  près  sphérique.  L'attraction 
qu'elle  exerce  sur  un  corps  quelconque  est  donc  à  .peu  près 
dirigée  vers  son  propre  centre,  et  elle  décroît  à  mesure  que  ce 
corps  s'éloigne,  proportionnellement  à  l'inverse  du  carré  de  sa 
distance  à  ce  point.  Mais  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre 
altère  ces  résultats;  le  poids  d'un  côr*ps  n'est  pas  seule- 
ment dû  à  l'attraction  de  la  terre,  il  subit  .aussi  en  grandeur 
et  en  direction  l'influence  du  mouvement  diurne;  sous  cette 
même  influence,  la  terre  ne  peut  conserver  la  forme  sphé- 
rique, et  prend  une  formé  ellipsoïdale.  De  là  un  nouveau  pro- 
blème à  résoudre,  le  problème  de  V attraction  des  ellipsôides^ 
qui  est  beaucoup  plusi  compliqué  que  celui  de  Tatlraction  des 
sphères,  et  dont  nous  ne  nous  occuperons  pas  ici.  Il  nous  suf- 
fit d'indiquer  que  le  poids  d  un  corps  est  une  véritable  résul- 
tante de  deux  actions  principales,  savoir  :  l'atlraction  ter- 
restre, et  un'e  force  fictive  due  à  la  rotation  du  globe,  et  qu'il  a 
pour  direction  la  verticale,  droite  normale  à  la  surface  de  l'el- 
lipsoïde terrestre. 

Si  deux  systèmes  matériels  sont  situés  à  une  dislance  extrê- 
mement grande  par  rapport  à  leurs  dimensions,  les  actions 
attractives  exercées  par  les  molécules  de  l'un  sur  les  molécules 
de  l'autre  sont  sensiblement  parallèles,  et  propoi  tionnelles 
aux  quantités  de  matière  de  ces  molécules;  les  dislances  sont 
en  effet  à  peu  près  égales  pour  tous  les  groupes 'de  molécules 
prises  deux  à  deux  d'un  système  à  Tautrè.  Dans  ce  cas,  Taltrac- 
tion  subie  par  l'un  des  systèmes  peut  être  assimilée  à  la  pesan- 
teur :  toutes  les  forces  appliquées  aux  divers  points  matériels 
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de  lun  de  ces  systèmes  sont  parallèles  et  proportionnelles 
aux  poids  de  ces  points  matériels.  Elles  se  composent  donc 
toutes  en  une  force  '  unique,  qui  représente  le  poids  total 
du  système,  et  qui  est  appliquée  en  son  centre  de  gra\ité.  On 
peut  donc  dire  encore,  mais  seulement  à  titre  d'approximation, 
([ùedeux  systèmes  matériels  très-éloignés  Vun  de  Vautre  s'atti- 
rent  comme  si  la  matière  de  chacun  d'eux  était  concentrée  en  son 
centre  de  gravit é.Ceiic  proposition  n'est  rigoureuse  que  pour 
les  systèmes  de  forme  sphérique,  composés  de  couches  con- 
centriques homogènes. 

ACTION  EXERCÉE  PAR  UN  POINT  MATÉRIEL  SUR  UNE  COUCHE  SPHÉRIQUE 
HOMOGÈNE,  LORSQUE  l'aTTRACTION  EST  SUPPOSÉE  PROPORTIONNELLE 
A  LA   DIStANCE. 

167.  Soit  Aie  point  attirant.  Partageons  la  couche  en  une 
inlinité  d'éléments  égaux  ;  soit  M  un  des  éléments,  |jl  lâ  quan- 
tilé  de  matière  qu'il  contient,  et  qui  est  la  même  pour  tous,  en 
vertu  de  Thomogénéité  ;  appelons  m 
la  quantité  de  matière  contenue  dans 
le  point  attirant;  l'attraction  MP  exer- 
cée par  le  point  A  sur  le  point  M  sera 
représentée  par  le  produi  t 

fntfjL  X  AM, 

el  elle  s'exercera  de  M  vers  A.  ^'^'  ^*** 

On  peut  la  décomposer  en  deux  forces.  Tune  MN,  dirigée 

de  M  vers  le  centre  0  de  la  sphère,  Taulrc,  MQ,  parallèle  à  OA  ; 

il  suffit  pour  cela  d'achever  le  parallélogramme  MNPQ  dont  MP 

est  la  diagonale. 
Le  triangle  MNP  est  semblable  au  triangle  MOA;  on  aura 

donc  pour  les  valeurs  des  composantes  : 

MNr=/m;iXMO, 
MQ  =  PN=/'"/*xA0. 

Les  deux  composantes  sont  ainsi  constantes,  pour  tous  les 
élémenls  égaux  de  la  couche  sphérique. 
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Aux  attractions  dirigées  suivant  MA  on  peut  substituer 
deux  forces  constantes,  lune  dirigée  vers  le  centre  0  de 
la  sphère,  l'autre  parallèle  à  la  direction  OA,  et,  pour  avoir 
•  la  résultante  de  toutes  les  forces  attractives  MA,  il  suffit 
de  composer  ensemble  toutes  les  forces  AO  et  toutes  les 
forces  MN. 

Les  forces  MN  se  détruisent  deux  à  deux  ;  car  à  toute  force 
MN  correspond  une  force  M'N',  égale  et  contraire,  composante 
de  Faction  exercée  par  le  point  A  sur  Télémenl  M',  antipode  de 
l'élément  M. 

Les  forces  MQ,  toutes  égales,  parallèles,  et'  dirigées  dans 
le  même  sens,  se. composent  en  une. seule  force,  égale  à 
à  leur  somme,  et  appliquée  au  centre  de  gravité  0  de  la  cou- 
che sphériqvie  :  c'est  la  résultante  cherchée;  elle  €st  égale  à 
la  somme  des  composantes /mixXAO,  c'esl-à-dire  à  /mMxAO, 
en  désignant  par  M  la  quantité  totale  de  matière  contenue  dans 
la  couche  sphé'rique. 

Uattraction  totale  d  «n  point  sur  une  couche  sphériqué  homo- 
gène est  donc  la  même  que  si  toute  la  matière  de' celte  couche 
était  concentrée  en  son  centre,  lorsque  Vattraclion  mutuelle  est 
proportionnelle  à  la  distance.  Celle  proposition  subsiste  tou- 
jours, que  le  point  soit  situé  à  rextérieur  de  la  couche  ou  à 
Tintérieur;  elle  sera  généralisée  plus  loin,  et  appliquée  à  l'at- 
traction d'un  point  sur  un  système  matériel  cpielconque. 


Digitized  by 


Google 


CHAPITRE  II 

CENTRES    DE   GRAVITÉ. 


RECHERCHE  DES  CENTRES  DE  GRAVITE.  METHODE  GÉNÉRALE. 

168.  La  rccherqjie  du  centre  de  gravité  d'un  système  ma- 
tériel se  ramène  immédiatement  à  la  recherche  du  centre  des 
forces  parallèles  (g  34).  Il  suffit  d'appliquer  à  tous  les  points 
matériels  du  système  des  forces  parallèles,  de  même  sens,  et 
proportionnelles  chacune  au  poids  ou.  à  la  quantité  de  matière 
contenue  dans  ce  point.  Puis  on  emploie  les  formules  du  §  48, 
c'est-à-dire  les  équations  des  moments  par  rapport  h  trois 
axes  rectangulaires;  on  trouve  ainsi  les  trois  coordonne.es  du 
point  cherché. 

Soit,  par  exemple,  un  système  formé  de  n  points,  dont  les 
coordonnées  sont 


«1 

«a 

xm 

Vi 

y% 

.  •      yn. 

21 

3j 

2», 

et  dont  les  poids  sont  respectivement 

.    Pi      p%      ...      pm  , 
le  poids  total  P  du  système  sera 
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et  les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  centre  de  gravité  seronl  données 
par  les  équations: 


V  _]u^\+'ri^i+  • 

.  +  pr^n       ^px 

p 

ip 

.  4-  pnZtt       2^3 

^-               p 

^P 

Remarque  L  —  Si  Ton  multiplie  par  un  même  nombre  k 
les  3n  coordonnées  des  n  points  donnés,  les  coordonnées 
du  centre  de  gravité  de  ces  n  points  sont  multipliées  par  ce 
nombre  k.  En  multipliant  les  trois\  coordonnées  0&,  ba, 
ak.  d'un  point  A  par  un  même  nombre  k^  on  obtient  les 
coordonnées  Ob',  Va\  a'h!  d'un  §econd  point  A',  situé 
sur  la  droite  OA,  à  une  distance  OA'  du  point  0  égale  à 
OAx  fc.  Par  conséquent,  la  figure  que  Ton  obtiient  en  multi-. 
pliant  par  un  même  nombre  les  3n  coordonnées  des  points 
donnés,  est  une  figure  semblable  à  la  figure  donnée,  et  k  est 

ie  rapport  de  similitude;  les 
coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité sont  multipliées  par  le  même 
•  nombre  ;  donc  le  centre  de  gra- 
vité de  la  seconde  figure  est  le 
point  homologue  du  centre  de 
gravité  de  la  première,  et  dans 
des  figures  semblables  (les  poids 
des  points  homologues  étant  les 
mêmes,  ou  variant  d\me  figure  à  Fautive  dans  un  même  rapport) 
les  ceiïtres  de  gravité  sont  des  points  honiologties  (cf.  g  139). 

Remarque  IL  —  Considérons  séparément  les  deux  premières 
équations.  Elles  font  connaître  les  coordonnées  X  et  Y  du 
centre  de  gravité  des  points  p^,  jp^,...^»,  projetés  en  con- 
servant leurs  poids  sur  le  plan  XOY.  Donc  le  centre  de  gravité 
de  la  projection  d'un  système  donné  sur  un  plan  eut  la  projection 
du  centre  de  gravité  de  ce  système.  11  en  est  de  même  de  la  pro- 
jection du  système  sur  une  droite:  hacune  des  équations, 
prise  isolément,  le  démontre. 


Fi«.  145. 
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169.  Lorsqu'on  a  à  déterminer  le  ccnlrc  de  gravité  d'on 
syslème  matériel  continu,  tel  qu'uii  corps  solide  renfermant 
un  nombre  indéfini  de  molécules,  les  sommes  précédentes 
se  composent  d*une  infinité  de  termes,  et  se  changent  en  in- 
tégrales. On  peut  procéder,  par  exemple,  de.  la  manière  sui- 
vante. 

Soit  A  le  solide  donné;  prenons  trois  axes  rectangulaires, 
OX,  OY,OZ,  et  décomposons  le  corps  en  éléments  infiniment 
petits  dans  les  trois  sens,  par  une  triple  série  de  plans  paral- 
lèles aux  axes,  menés  à  des 
distances  infiniment  petites  les 
uns  des  autres.  Tout  élément  a, 
sauf  ceux  qui  sont  voisins  de 
la  surface  terminale  du  corps, 
et  qu'on  peut  soit  négliger, 
soit  compléter,  sans  altérer  les 
sommes  cherchées,  a  pour  vo- 
lume le  produit  dxdydz;  soitp 
le  poids  de  Vunité  de  volume 
au  point  a,  poids  qui  est  con- 
stant lorsque  le  corps  est  homogène,  et  qui  est  supposé 
connu  en  fonction  des  coordonnées  a?,  y,  2  du  point  a,  dans 
le  cas  contraire.  Le  poids  de  Télément  sera 

pdxdydZf 

et  par  suite  les  coordonnées  Ç,  tj,  Ç  du  centre]  de  gravité  se- 
ront données  par  les  trois  équations  : 

f  =  iiJP^dxdydz 
^  jfjpdxdyclz  ' 
^  __  fSSpydxdydz 
^~  SSifAxdydz' 
y  _  Sffpzdxdydz 
''-  SfSi:dxdydz' 

Les  limites  des  intégrations  sont  celles  qui  correspondent 
ilasurracc  terminale  du  corps,  de  manière  à  prendre  tous 
les  éléments  matériels  compris  sous  cette  surface,  et  à  ne 
prendre  que  ces  éléments. 


Fig.  Ui. 


II.   —  HkC.    COLLI(iNO>. 
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On  pourra  commencer  par  int(^grer  par  rapport  à  «,  en 
laissant  oî  et  j/  constants.  Lés  valeurs  de  x  et  de  y  définissent 
un  point  w  du  plan  XOY,  et  une  parallèle  wa  à  Taxe  OZ. 
Cette  parallèle  coupe  généralement  la  surface  terminale  du 
corps  en  deux  points  3  et  y,  qui  sont  définis  par  deux  valeurs 
z'et  z"  de  l'ordonnée  z;  ces  deux  valeurs  sont  des  fonctions 
connues  de  a;  et  de  y.  Les  intégrales  une  fois  faites  s'appli- 
quent à  la  partie  du  système  comprise  dans  Télément  prisma- 
tique Py>  Gt  ne  confiennent  plus  que  les  variables  x  et  y.  On 
fera  la  seconde  intégration  par  rapport  à  j/,  en  traitant  x 
comme  une  constante;  cela  revient  à  faire  varier  y  du  point p 
au  point  9,  entre  des  limites  y%  y"^  qui  sont  fonctions  de  a?  seul. 
Enfin,  on  intégrera  par  rapport  à  x  la  fonction  résultante, 
entre  les  limites  correspondantes  aux  parallèles  mm\  nn\  me- 
nées à  Taxe  OY,  tangentiellement  au  contour  de  la  projection 
MN,  c'est-à-dire  entre  deux  limites  constantes,  a  et  b.  On  peut 
indiquer  ces  diverses  opéralions  successives  en  écrivant  les 
équations  sous  la  forme  suivante  : 

=  &  /•y=y''=îi(«)       /»«=a''=/"i(«.y) 


xdx     I  dy    \  pdi 

dx  I  dy  I  fAz 

x=a      t/   V  =v'      *J   «  =  a;' 


dx  \  dy  p 

x=a      t/  y  =y'      *J  «  =  »' 


x=^a      V   y  =  y'         »/   z=z' 

/dxf     dy  j     f4z 
a     J  xi      J  zf 


>i  = 

'      ,    -, 

a      t/  y'       J  zf 

J 

a      J  y- 


/dx  \      dy  1     pzdi 
a      J  yf      J  7i 


170.  Des  méthodes  analogues  peuvent  être  suivies  pour  dé- 
terminer le  centre  de  gravité  d'une  aire  matérielle  terminée  à 
un  contour  donné,  ou  d'une  ligne  matérielle  finie,  terminée 
en  deux  points  donnés.  S'il  s'agit  d'une  surface  plane,  on 
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partagera  Taire  dont  on  cherche  le  centre  de  gravité  en  bandes 
par  des  plans  parallèles  infiniment  rapprochés,  et  on  aura 
à  faire  plusieurs  quadratures,  l'une  pour  obtenir  ia  somme 
des  surfaces  élémentaires,  les  autres  pour  obtenir  ia  somme 
des  produits  de  ces  surfaces  par  leurs  distances  respectives 
à  des  plans  fixes.  S'il  s'agit  d'une  ligne,  on  la  partagera  en 
tronçons  infiniment  petits,  et  on  procédera  de  la  même 
manière. 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  d'une  surface  rap- 
portée à  des  coordonnées  rectangulaires  sont  données  par  les 
formules  : 

_  SJpydxdysJi  -hp'-hg^ 


»7 


SSpdxdy\/\-^p^'-^q^' 

^^fSpidxdy\/\  -r-;>*  +  y^^ 
''        Jjpdxdy>J\^.^^q^  ' 

dz 
où  p  désigne  la  dérivée  partielle,  -r-  ^  de  z  par  rapport  à  x,  et 

dz 
q  la  dérivée,  -r-,  par  rapport  à  y.  Les  intégrales  doubles  sont 

limitées  au  périmètre  de  l'aire  dont  il  s'agit. 

171.  Prenons  pour  exemple  la  recherche  du  centre  de  gra 
vile  d'un  triangle  homogène,  OAB  (fig.  145). 

Du  point  0,  abaissons  OX  perpendiculaire  sur  le  côté  AB  du 
triangle,  puis  menons  OY  parallèle  à  ce  môme  côté.  Nous 
prendrons  pour  axes  les  droites  OX  et  OY.  Soit  OP  =  /i  la  dis- 
lance  de  la  base  AB  du  triangle  à  Torigine  0.  Prenons  les  mo- 
menls  par  rapport  à  l'axe  OY,  ce  qui  nous  fournira  la  valeur 
de  l'abscisse  X  du  centre  de  gravité  cherché. 

Pour  cela  décomposons  la  surface  du  triangle  en  bandes, 
mnnfm'j  infiniment  étroites,  par  une  série  de  droites  équi- 
distantes,  menées  parallèlement  à  l'axe  OY.  L'aire  élémen- 
taire de  l'une  de  ces  bandes  est  exprimée  par  le  produit 
mn  X  dx,  le  facteur  dx  représentant  la  distance  des  deux 
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droites  infiniment  rapprochées  mn^  m'ri.  Or  OM=a?,  et 
les  triangles  semblables  Omn,  OAB,  nous  donnent  la  propor- 
tion 

OM      X 


mn 


bx 


On  a  donc  mn  =  'r'i  b  désignant  la  base  AB. 
Prenant  les  moments  par  rapport  au  plan  OY,  il  viendra 


f 


«ijO U/  _  2 

«/  0 


Le  centre  de  gravité  du  triangle  OAB  est  donc  situé  sur  une 
droite  menée  parallèlement  à  la  base  AB, 
V  aux  deux  tiers  de  la  hauteur  OP. 

On  peut  prendre  un  autre  côté  OB 
pour  la  base  du  triangle.  La  formule 
s'appliquûnt  encore,  le  centre  se  trou- 
vera sur  une  droite  menée  parallèle- 
ment à  OB,  aux  deux  tiers  de  la  dis- 
tance du  sommet  opposé  A  à  celte  base  : 
ces  deux  droiles  se  couperont  au  point 
cherché.  De  là  résulte  la  conslruction 
suivante  (fig.  146)  : 

Partageons  chacun  des  trois  côtés  OA,  AB,  BO,  en  trois  parties 
égales,  aux  points \j  b,,  pour  le  pre- 
mier, Oj,  o„  pour  le  second,  a^  et  a,  pour 
le  troisième;  les  indices  sont  distribués  sur 
le  périmètre  du  triafiglè  en  suivant  ce  pé- 
rimètre dans  un  même  sens.  Cela  posé,  les 
trois  droites  b^o,,  o^tn^^B^h^^  se  coupent 
en  un  même  point  G,  qui  est  le  centre  de 
gravité  du  triangle. 

11  est  facile  de  reconnaître  que  ce  point  est  le  point  de  con- 


-i^j:j^ 


.146. 
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cours  des  trois  médianes,  ou  des  droites  menées  de  chacun 
des  sommets  au  milieu  du  côté  opposé;  nous  le  démontre- 
rons directement  tout  à  Theure. 

CENTRE   DE   GRAVITÉ  DU   PRISME   DROFT   HOMOGÈNE. 

172.  Soit  AB  un  prisme  droit  homogène,  terminé  en  A  et  B 
à  deux  plans  perpendiculaires  à  ses  arêtes.  Le  centre  de  gra- 
vité de  ce  prisme  sera  situé  dans  le  plan  MN  mené  à  égale 
dislance  des  plans  des  bases  A  et  B. 

Celle  proposition  résulte  immédiatement  de  la  symétrie  du 
système  par  rapport  au  plan  MN.  On  peut  aussi  la  vérifier  en 
décomposant  le  prisme  en  une  infinité  d'éléments  matériels 
infiniment  petits,  qu'on  supposera  sollicités  par  des  forces  pa- 
rallèles entre  elles  et  au  plan  MN,  et  proportionnelles  à  leurs 
poids  respectifs.  On  prendra  ensuite  les  mo- 
ments de  ces  forces  par  rapport  à  un  axe 
quelconque  tracé  dans  le  plan  MN  ;  la  somme 
des  moments  sera  nécessairement  nulle,  puis- 
que à  chaque  force  appliquée  à  un  élément  pg 
correspond  une  force  égale  et  parallèle,  ap- 
pliquée à  l'élément  symétrique  p'ç',  et  don- 
nant un  moment  égal  en  valeur  absolue,  mais  ^ 
de  signe  contraire;  ces  deux  moments  se  *^* 
détruisent  donc  dans  la  somme.  Le  plan  MN  contient  par  con- 
séquent le  centre  de  gravité  cherché. 

Cette  conclusion  est  encore  vraie  pour  un  prisme  droit 
non  homogène,  pourvu  que  la  distribution  de  matière  soit  symé- 
trique par  rapport  au  plan  moyenWi;  c'est-à-dire  pourvu  que 
deux  éléments  égaux,  pç,  pY,  également  distants  du  plan  MN, 
renferment  chacun  la  même  quantité  de  matière. 

CoROLLAKE.  —  Lô  ccutre  de  gravité  d^un  parallélépipède  rec- 
tangle homogène  est  à  l'intersection  de  ses  trois  diagonales. 

On  peut  en  effet  considérer  le  parallélépipède  rectangle 
comme  un  prisme  droit  ayant  pour  base  une  quelconque  de 


M  i\ 
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ses  faces;  lecentre  de  gravité  se  trouve  donc  à  la  fois  dans  les 
trois  plans  menés  parallèlement  aux  faces  opposées ,  à  égale 
distance  de  ces  faces,  c'est-à-dire  au  milieu  des  Irois  diago- 
nales. 

Un  rectangle  matériel  peut  être  considéré  comme  la  limite 
d'un  parallélépipède  rectangle  dont  une  dimension  décroît  in- 
définiment. Le  centre  de  gravité  d'un  rectangle  matériel  homo- 
gène est  donc  au  point  de  rencontre  de  ses  deux  diagonales. 

De  même,  une  droite  finie  homogène  peut  être  regardée 
comme  la  limite  d'un  rectangle  homogène  dont  une  dimen- 
sion aurait  été  «indéfiniment  réduite;  le  centre  de  gravité  d'une 
droite  finie  homogène  est  donc  le  milieu  de  dette  droite. 

173.  Enfin,  si  un  système  matériel  a  un  plan  de  symétrie,  eu 
égard  non-seulement  à  ses  formes  et  à  ses  dimensions  géométri- 
ques, mais  encore  à  la  distribution  des  quantités  de  matière  ré- 
parties entre  ses  divers  éléments,  de  telle  sorte  que  deux  élé- 
ments symétriquement  placés  renferment  d^égales  quantités  de 
matière^  le  centre  de  gravité  du  système  est  situé  dans  le  plan 
de  symétrie.  Car  ce  système  peut  être  décomposé  en  une  infi- 
nité de  prismes  droits  normaux  au  plan  de  symétrie,  et  dont 
les  centres  de  gravité  sont  tous  situés  dans  ce  plan.  Le  centre 
de  gravité  de  l'ensemble  est  donc  aussi  un  point  du  même  plan . 

Il  en  est  encore  de  même  quand  le  système'a  un  plan  dia- 
métral, c'est-à-dire  un  plan  qui  coupe  en  deux  parties  égales 
les  droites  de  jonction  des  élémenis  correspondants  pris  deux 
à  deux. 

Corollaires.  —  l*"  Le  centre  de  gravité  d'une  sphère  homo- 
gène, ou  formée  de  couches  concentriques  homogènes,  est  son 
centre  de  figure. 

S""  Il  en  est  de  même  pour  un  ellipsoïde  homogène. 

3°  Le  centre  de  gravité  d'un  corps  de  révolution  est  situé  sur 
ion  axe. 

4**  Le  centre  de  gravité  d'un  cercle  homogène  ou  d'une  el- 
lipse homogène  est  situé  au  centre  de  figure.  II  en  est  de 
même  du  centre  de  gravité  d'une  circonférence  homogène,  ou 
du  périmètre.d'une  ellipse. 
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Ces  derniers  exemples  montrent  en  même  temps  que  le 
centre  de  gravité  d'un  système  matériel  peut  être  un  poini 
géométrique  en  dehors  de  l'espace  occupé  par  ce  système. 

Considérons  par  exemple  le  solide  engendré  par  la  révolu- 
tion d'un  cercle  autour  d'une  droite  menée  dans  son  plan  en 
dehors  de  ce  cercle.  Ce  solide  reçoit  le  nom  de  tore.  Le  centre 
de  gravité  d'un  tore  homogène  est  le  centre  du  tore,  c'est-à- 
dire  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  du  cercle 
générateur  sur  Taxe  de  révolution.  Ce  point  est  en  dehors  de 
l'épaisseur  du  solide. 

5"*  Le  centre  de  gravité  d'un  polygone  régulier  homogène, 
quel  que  soit  le  nombre  de  ses  côtés,  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  polygone. 


CENTRE   DE    GRAVITÉ  DU  TRIANGLE   ET   DES    POLYGONES. 


174.  Soit  ABC  un  triangle  homogène.  Partageons-le  en 
bandes  infiniment  minces,  en  menant  une  série  de  droites  pa- 
rallèles au  côté  BC.  Nous  pouvons  regarder  l'une  quelconque 
de  ces  bandes,  mm^n'n\  comme  un 
rectangle  infiniment  mince  :  ce  rec- 
tangle étant  homogène  par  hypothèse, 
son  centre  de  gravité  est  au  point  I, 
intersection  de  ses  diagonales.  A  la 
limite,  quand  l'épaisseur  du  rectangle 
devient  infiniment  petite,  le  centre 
de  gravité  se  confond  avec  le  milieu 
de  la  dimension  mn.  „.    ,,„ 

FiflT.  148. 

Tous  les  milieux  des  droites  paral- 
lèles mn,  inscrites  dans  le  triangle,  sont  situés  sur  une  même 
droite  AD,  menée  du  sommet  A  au  milieu  D  du  côté  opposé. 
Le  centre  de  gravité  du  triangle  est  donc  aussi  sur  cette  droite, 
car,  pour  l'obtenir,  il  suffit  de  composer  ensemble  les  poids 
respectifs  des  bandes  mm'nn'y  appliqués  aux  milieux  des 
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diverses  droites  mn,   c'esl-à-dire  appliqués  aux  différents 
points  de  la  droite  AD. 

On  arrive  plus  simplement  à  ce  résultat  en  observant  que 
la  droite  AB  est  un  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  égales 
les  cordes  parallèles  à  la  base  BC,  et  les  trapèzes  infiniment 
petits  mm'n'n. 

On  connaît  donc  une  droite  AD  qui  contient  le  centre  cher- 
ché ;  pour  achever  la  solution,  on  observera  que  le  centre 
de  gravité  du  triangle  se  trouve  aussi  sur  la  droite  BE,  menée 
du  sommet  B  au  milieu  E  du  côté  opposé.  11  est  donc  situé  au 
point  G,  intersection  de  ces  deux  droites. 

On  peut  aussi  avoir  recours,  pour  achever  la  solution  du 
problème,  au  principe  de  la  similitude. 

Prenons  les  milieux  E  et  F  des  côtés  AB,  AC,  et  joignons 
ED,  DF,  FE.  Nous  partageons  ainsi  le  triangle  donné  en  quatre 
triangles  égaux  entre  eux,  AEF,  FDE,  FDB,  RDC,  et  ayant  par 
conséquent  une  surface  égale  au  quart  de  la  surface  du  trian- 
gle total.  Le  point  K,  intersection  des  droites  EF,  AD,  est  le 
milieu  de  la  droite  FE  ;  prenons  les  milieux  L  et  M  des  deux 
parties  BD,  DC,  de  la  base.  Les  centres 
^^^  de  gravité  des  quatre  triangles  partiels 
f^^^  /     seront  respectivement  sur  les  droites 
^^-^-^/^i  7       ^'  ^^^  FL,  EM.  Mais  dans  deux  figures 
A  <^i  L  IjJmp        homogènes  semblables^  les  centres  de  gra- 
\A-^  /  vite  sont  des  points  homologues  (g  157, 

B X^Y  Rem.).  Soit  donc  G  le  centre  de  gravité 

^  du  triangle  total  ;  appelons  x  la  distance 

Fig.  149.  ^^'  P^"^  ^^'^^^  '^^  centres  de  gravité 

des  triangles  partiels,  il  suffira  de  re- 
marquer que  ces  triangles  sont  semblables  au  triangle  total, 

et  que  le  rappport  de  similitude  est  ^.  Soit  AD=/,  Le  centre 
de  gravité  g  du  triangle  AFE  sera  situé  à  une  distance  A^  du 
point  A  égale  'à  ^  x. 
Le  centre  de  gravité  g^  du  triangle  EFD  sera  situé  à  une  dis- 
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tance  D^^  du  sommet  D  de  ce  triangle  égale  aussi  à  ^  ;  la  dis- 

1 

tance  Agf*  sera  donc  égale  kl  —  ^x. 

Les  centres  dé  gravité  f,  g'",  des  deux  derniers  triangles 
sont  situés  sur  une  parallèle  à  la  base  BC,  qui  coupe  la  droite 
AD  en  un  point  I,  situé  à  une  distance  du  point  A  égale  à 

I       X 
AK  -f-  Fjf*',  ou  à^  -h  5.  Les  poids  de  ces  deux  triangles  se  com- 
posent donc  en  un  seul,  égal  à  leur^  somme  et  appliqué  a 

point  I. 

\ 
•  Appelons  S  la  surface  du  triangle  donné;  j  S  sera  la  surface 

de  chacun  des  triangles  partiels  ;  ces  surfaces  sont  propor- 
tionnelles aux  poids,  à  cause  de  Thomogénéité  de  la  figure. 
Ainsi  le  poids  S,  appliqué  en  G,  est  la  résultante  du  poids 

S  S  S 

2  appliqué  en  jf,  du  poids  j  appliqué  en  jf*,  et  du  poids  5  ap- 
pliqué en  L 

Prenons  les  moments  de  ces  poids  par  rapport  au  point  A  ; 
nous  obtenons  l'équation 

Le  facteur  commun  S  disparaît,  et  il  vient 


ou  bien 
ou  enfin 


X       l        X        l  _,x 


4*-2' 


"1-. 


ce  que  nous  avions  trouvé  plus  haut  d'une  autre  manière 
(§  171). 
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TRAPÈZE  HOMOGÈNE. 

175.  Soit  ABGD  un  trapèze  homogène  dont  on  demande  le 
centre  de  gravité. 

On  reconnaîtra,  comme  pour  le  triangle,  que  le  point  cher- 
ché se  trouve  sur  la  droite  KH  qui  joint  les  milieux:  K  et  H  des 
bases  parallèles.  Menons  ensuite  la  diagonale  BD,  et  prenons- 
en  le  milieu  I  ;  celte  droite  par- 
tage le  trapèze  en  deux  trian- 
gles DAB,  BDC;   }e  centre  de 
gravité  du  premier  triangle  est 
au  point  g^  intersection  des  droi- 
^'^-  ^^'  tes  DK,  AI.  Le  centre  de  gra- 

vité du  second  triangle  est  en  3%  à  Tintersection  des  médianes 
BH,  CL  Le  centre  de  gravité  du  trapèze  est  situé  sur  là  droite 
flfjf'.  Le  point  cherché  est  donc  à  l'intersection  G  des  droites 
KHetffSf'. 

176.  Calculons  la  distance  x  du  point  G  à  l'une,  AB, 
des  bases  du  trapèze.  Soit  H  la  hauteur,  ou  distance  des  pa- 
rallèles AB,  DC  ;  soient  AB  =.&,  et  DC  =  B,  les  deux  bases. 
Les  deux  triangles  ADB,  DBC,  ont  même  hauteur  H;  ils  sont 
donc  entre  eux  comme  leurs  bases  b  et  B,  et  leur  somme, 
c'est-à-dire  le  trapèze  entier,  est  proportionnelle  à  ft-f-B;  le 
poids  total,  6-hB,  du  trapèze,  appliqué  en  G,  est  la  ré- 
sultante du  poids  b  appliqué  en  g,  et  du  poids  B  appliqué  en  j'. 

II 
La  distance  de  g  au  côté  AB  est  -= ,  et  la  distance  de  g'  au  même 

•  2 
côté  est  =H  ;  le  théorème  des  moments  par  rapport  à  Taxe  AB 

nous  donne  donc  Téquation 


Donc 


(6  +  B)a:=6xg+Bx|H, 


.  =  «x?+^« 


3  ^  b+B 
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La  distance  1/  du  point  G  au  côté  DC  s'obtiendra  en  chan- 
geant b  en  B,  et  B  en  6;  ce  qui  donne 

•  __H      Bj-26 

La  somme  a;  +  j/  est  égale  à  la  distance  totale  H  des  deux 

bases. 

Le  rapport  -  est  égal  à  ^ ^,  ou  à rr.  Cette  remar- 

que  fournit  une  nouvelle  construction  du  point  G. 


Fig.  15t. 

Prolongeons  en  sens  opposés  les  deux  bases  AB,  CD,  de 
quantités 

BM  =  DC  =  B,       DN  =  AB  =  6, 

puis  joignons  MN.  Cette  droite  coupera  au  point  G  la  droite  KH 
qui  joint  les  milieux  des  bases. 

En  effet,  par  le  point  G  menons  la  droite  I^P  perpendicu- 
laire sur  les  bases  ;  nous  aurons 

GH-GP=LP==Hr=a;H-î/ 

et  de  plus  la  proportion 

GL      KM  _  2"^  x 

GP~HN  ""  B         ~"î/' 

DoncGL  =  xetGP=j/. 
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QUABBILATÈBE  PUN  HOMOGÈNE. 


177.  Décomposons  en  deux  triangles  ABD,  CBD,  en  menant 
la  diagonale  BD,  le  quadrilatère  donné  ÂBCD.  Prenons  le  mi- 
lieu I  de  cette  diagonale,  et  joignons  AT,  CI.  Sur  ces  droites  de 

1  1 

jonction,  prenons  I(jf=  ^  lA  et  lg':=  ^  IC  Les  points  g  et  ^ 

seront  les  centres  de  gravité  des  triangles  ABD,  CBD,  et  le 

centre  de  gravité  G  du  quadrilatère 
sera  situé  quelque  part  sur  la  droite 
gg\  laquelle  est  parallèle  à  la  se- 
conde diagonale  AC. 
'  Les  deux  triangles  ABD,  CBD  ont 
une  base  commune  BD;  ils  sont  donc 
^^^  '^'  ^  entre  eux  comme  leurs   hauteurs 

AH,  CK,  ou  comme  les  segments  AL, 
*■'&•  ^S2.  CL,  interceptés  sur  la  seconde  dia- 

gonale AC  par  la  première,  ou  enfin  comme  les  segments  pro- 
portionnels gM,  jpM,  interceptes  par  la  même  diagonale  sur 
la  droite  gg'.  Le  centre  de  gravité  cherché  partage  donc  la  dis- 
tance gg'  en  segments  dont  le  rapport,  ~^,,  est  égal  à  l'inverse 

du  rapport,  ^n/»  des  poids  appliqués  respectivement  aux  points 

fletsT. 
On  a  donc 


Mais 
donc  enfin 


G^  =  ^'M      et      G^  =  ^M. 


II  suffit,  pour  obtenir  le  point  G,  de  porter  sur  gg'y  à  partir 
du  point  sf,  une  longueur  jfG  =  j'M,  ce  qui  revient  à  retourner 
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bout  pour  bout  la  droite  gg'  sur  elle-même.  Le  point  M, 
intersection  de  cette  droite  avec  la  diagonale  BI),  passe  alors 
au  point  G  cherché.  ' 

178.  Remarque.  —  Le  point  g^  cenlre  de  gravité  du  triangle 
ÂDB,  est  situé  sur  la  droite  DN  qui  joint  le  sommet  D  au  mi- 
lieu M  de  la  base  (6g.  154),  et  le 
segment  jfN  est  le  tiers  de  la  lon- 
gueur totale  DN  de  cette  droite. 

Nous  pouvons  partager  le  qua- 
drilatère en  deux  triangles  en  me- 
nant l'autre  diagonale  AC;  nous 
obtiendrons  ainsi  deux  centres 
de  gravité  /,  g^',  aux  tiers  des 
droites.  BI',  DF,  qui  joignent  les 
sommets  B  et  Dau  milieu  Tde  cette 
diagonale.  Le  cenlre  de  gravité  du  ^^^'  *^* 

quadrilatère  sera  situé  sur  la  droite  fg^'y  et  par  suile  il  sera 
au  point  G,  intersection,  des  droites  gg*,  gVS  o^  intersection 
des  diagonales  du  quadrilatère  g(fg'ç["* 

Mais  le  point  f  est  situé  sur  la  droite  GN,  qui  joint  le  som- 
met G  au  milieu  N  de  la  base  AB,  dans  le  (riangle  CAB^dont  le 
point  g'  est  le  centre  de  gravité.  N/  est  le  tiers  de  NC.  La 
droite  jfgT,  joignant  les  tiers  des  deux  droites  ND,  NC,  est  pa- 
rallèle à  DC,  et  égale  au  tiers  de  DC.  Par  la  même  raison,  la 
droite  //  est  parallèle  à  AD  et  égale  au  tiers  de  AD  ;  g' g"'  est 
parallèle  à  AB  et  égale  au  tiers  de  AB;  f'g  est  parallèle  à  BC 
et  égale  au  tiers  de  BC. 

Le  quadrilatère  gfg'g"'  est  donc  semblable  au  quadrilatère 
ÂBGD,  et  semblablement  placé;  la  similitude  est  inverse,  le 

l 
rapport  de  similitude  est  r^.  Le  centre  de  similitude  sera  le 

point  de  concours  des  quatre  droites,  qui  joignent  les  points 
homologues  Cj,  D/,  Bg"\  kg.  Les  diagonales  du  quadrilatère 
gft/if"  se. couperont  mutuellement  au  centre  de  gravité  du 
quadrilatère  ABCD. 
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GE2n«E  DE  CAiTRÉ   d'bH  P0LTGO5E  PLAN   BOMOGÈNE. 

179.  La  recherche  da  centre  de  gravité  d^un  polygone 
homogène  se  ramène  à  cdie  du  centre  de  gravité  du  triangle. 
Soit  ABCDE  un  polygone  d'autant  de  côtés  qu'on  voudra.  Nous 
le  supposerons  convexe. 

Par  un  sommet  A,  menons  les  diagonales  AC,  AD,  qui  par- 
tagent la  surrace  du  polygone  en  n  —  2  triangles,  n  étant  le 
nombre  des  côtés.  On  peut  mesurer  la  surface  do  chacun  de 
ces  11—2  triangles;  le  centre  de  gravité  de  chacun  d'eux 
s'obtient  en  joignant  le  point  A  aux  milieux  I,  F,  F,.-,  des 
côtés  qui  n^aboutissent  pas  à  ce  som- 
met ,  et  en  prenant  les  points  G,  G',  G", . . . 
aux  deux  tiers,  à  partir  du  point  A,  des 
longueurs  AI,  Al%  AF.  Ces  pointa  G, 
G',  G^,  seront  les  centres  de  gravité  des 
triangles.  On  peut  observer  qu'ils  sont 
situés  à  la  rencontre  des  droites  AI,  Al', 
AL",...  avec  un  contour  polygonal  bede 
^^-  *^*-  semblable  au  contour  BCDE,  el  réduit 

dans  le  rapport  de  3  à  2,  en  prenant  le  point  A  comme  cenire 
de  similitude. 

On  supposera  donc  aux  points  G,  G',  G",...  des  forces  paral- 
lèles appliquées,  proportionnelles  respectivement  aux  surfaces 
des  triangles  ABC,  ACD,  ADE,  et  on  composera  ces  forces.  Pour 
cela,  menons  par  le  point  A  dans  le  plan  du  polygone  deux 
axes  rectangulaires  AX,  AY.  Appelons  a;^,  y^,  a;,,  j/„  Xj,  îfs,.-- 
les  coordonnées  respectives  des  points  I,  F,  I",...  milieux  des 
côtés  qui  n'aboutissent  pas  au  point  A  ;  appelons  S^  S„  S,,... 
les  surfaces  de  chacun  des  triangles  ABC,  ACD,  ADE,  et  X,  Y, 
les  coordonnées  du  centre  de  gravité  cherché.  Les  coordon* 
nées  des  points  G,  G',  G",...  seront  égales  à 


3^*' 3^''     5^t.  3^85     S"^»,  52/5, 
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et  nous  aurons  par  suite  les  équations  : 

2  Sta;t  +  S8ga-|-S:,xs+. 

5  Si-+-Sa  +  î>s+... 
y  _  2S»y«  +  ?^aya4-S^s4-. 
/       3       Sj  +  Ss+Ss-f... 
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CENTRE  DE    GBÂYITÉ  D^UKE  LIGNE   DROITE  NON  HOMOGÈNE. 

f80.  La  recherche  du  centre  de  gravité  d'une  droite  finie 
non  homogène  revient  à  la  recherche  de  l'abscisse  du  centre 
de  gravité  d'une  aire  plane. 

Si  p  est  la  quantité  de  matière  rapportée  à  l'unité  de  lon- 
gueur, contenue  dans  la  droite  au  point  M,  le  centre  de  gra- 
Nilé  de  la  droite  s'obtiendra  en  faisant  la  somme  des  produits 
pxMm  et  pxMmxAM,  et  en  divisant  la  seconde  ^somme 
parla  première.  Élevons  aux  différents  points  de  la  droite  des 
ordonnées  AA',  MM',  BB',  égales  aux  va- 
leurs correspondantes  du  facteur  p  en 
ces  points.  Nous  construirons  ainsi  une 
courbe  A'M'B',  qui  pourra  être  continue 
ou  discontinue,  et  dont  l'aire  élémen- 
taire Mwm'M'  représentera  le  produit 
pxMm,  ou  la  quantité  de  matière  con- 
tenue dans  l'élément  Mm.  La  formule  qui  donne  le  centre  de 
gravité  de  la  droile  AB,  est  donc  identique  à  celle  qui  donne 
Tabscisse  du  centre  de  gravité  de  la  surface  homogène  ABB'A'. 

Supposons,  par  exemple,  que  le  facteur  p  syt  nul  au  point  A, 
et  varie  du  point  A  au  point  B,  pro- 
portionnellement à  la  dislance  au 
point  A  ;  alors  la  ligne  dont  les  or- 
données représentent  les  valeurs 
successives  de  p,  est  une  droite  AB', 
et  le  centre  de  gravité  G  de  l'aire 
ABB'  est  situé  aux  deux  tiers  de  la 
distance  AB.  Il  en  est  donc  de  même  du  centre  de  gravité  g  de 
la  droite  AB. 


Mm 
Fig.  155. 
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Remarque.  —  Le  centre  de  gravité  d'un  système  de 
points  ne  change  pas  si  on  augmente  ou  diminue  les 
poids  de  ces  points  dans  un  même  rapport.  Or,  augmenter 
ou  diminuer  dans  un  certain  rapport  le  poids  p^  qui  varie 
d'un  point  à  Vautre  de  la  droite  AB,  cela  revient  à  augmen^ 
ter  ou  à  diminuer  dans  le  même  rapport  les  ordonnées  de 
la  ligne  A'B';  par  conséquent'  les  centres  de  gravité  de 
deux  aires  planes  homogènes,  dont  les  abscisses  sont  com- 
munes et  les  ordonnées  proportionnelles,  ont  même  abscisse. 
La  même  proposition  a  lieu  quand  les  coordonnées  sont 
obliques. 


CENTRE  DE  GRAVITÉ  d'dN  SEGMENT  PARABOUQUE. 

181.  Soit  BAC  une  parabole,  AX  son  axe,  A  son  sommel, 
AY  la  tangente  au  sommet.  On  demande  le  centre  de  gravité 
de  l'aire  homogène  comprise  entre  la  courbe  et  la  droite  MM', 
parallèle  à  AY. 

L'équation  de  la  courbe,  rapportée  aux  axes  AX,  AY,  est 

y*  =  2par. 

Le  centre  de  gravité  cherché  est  sur  l'axe  AX; 
il  suffit  de  trouver  son  abscisse  Ç.  Elle  sera 
donnée  par  l'équation 

_  j2yx(lx  _  fyxdx 
^"7  yiydx  "^  Sydx  ' 

les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites 
x=0  et  a;  =  AP.  Soit  AP  =  a. 
Pour  faciliter  les  intégrations,   prenons 
y  pour  variable  indépendante.  Il  vient 

^-2p' 

dx=y^^. 
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Donc 


$  = 


Svx"-^ 


Or 


Les  limites  des  intégrations  sont  ici  î/=0  et  t/=PM=y/2po. 


/^'"%'%=|(v'2y«)'. 


0  ^ 

V2pâ 
0 


et  par  suite 


1       5-(V-«'        5  ■       3- 


Le  centre  de  gravité  est  donc  situé  sur  AP  à  une  distance 
du  sommet  A  égale  aux  trois  cinquièmes  de  la  flèche  AP  du 
segment  donné. 

Ce  résultat  s'applique  à  lout  autre  segment  de  parabole, 
lors  même  que  Tangle  de  la  corde  MiM'  avec  le  diamètre  con- 
jugué AP  ne  serait  pas  droit.  Le  centre  de  gravité  du  segment 
MAM'  est  en  G,  sur  le  diamètre  AX  (conjugué 

de  la  corde  MM',  et  AG  est  égal  aux  ^  de  la 

flèche  AP  mesurée  sur  ce  diamètre.  On  peut 
remarquer  que  le  point  G,  situé  sur  le  diamè- 
tre AX,  ne  change  pas  de  position  quand  on 
déforme  le  segment  parabolique  en  faisant 
lomner  d'un  môme  angle  toutes  les  ordon- 
nées PM,  autour  de  leur  pied  P,  et  qu'on  les 
amène  a  être  perpendiculaires  à  AX.  On  trans^oraïc  ainsi  lo 
segment  oblique  MAM'  en  un  segment  M^AM'^  qui  a  le  même 
centre  de  graMté,  et  dans  lequel  la  droite  AX  est  l'axe  de  la 
courbe. 


Fig.  158. 


II.  ->  MIlC.  ccluanok. 
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CENTRE   DE    GRAVITÉ  d'uM  SEGMENT   DE  CERCLE. 

181.  Le  centre  de  gravité  G  du  segment  BAC  est  situé  sur  le 
rayon  OA  qui  partage  le  segment,  la 
corde  et  Tare  BC  en  deux  parties  égales. 
Rapportons  le  cercle  aux  axes  rectan- 
gulaires OX,  OY,  et  prenons  les  mo- 
ments par  rapport  au  point  0.  L*ab- 
scisse  Ç  du  point  G  sera  encore  donnée 
par  réquation 

Fig.159.  ^  =  fe- 

Les  limites  des  intégrales  sont  a;  =  OI,  et  a;=OA;  nous  pose- 
rons OI=m,  OA=R. 

On  a  entre  x  et  y  la  relation 

Donc 

y  =  V^K*  —  x», 

et  faisant 

X  =  RCGSç?, 

on  est  ramené  à  intégrer  — Rsin*(prf<p. 

Or  on  a,  en  faisant  abstraction  des  constantes, 

/  sin'  (fdo  -H  /  cos*  tfd^  —  fdf  =  ^, 
Jco%*fi'^  —  /sin*9d(p  =/(cos*y  —  sm^<f)do  =  fcos2fdf 

Retranchant  membre  à  membre,  il  vienl 

fsiii^uh  =  -0  —  tSiii2ç>. 

Tes  limites  sont  9  =  BOA  pour  x=m  =  OI,  et  9  =  0  pour 
a;  =  R  =  OA.  Appelons  a  l'angle  BOA,  moitié  de  l'angle  au 
centre  qui  correspond  au  segment  donné.  Il  faut  changer  le 
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signe  de  l'intégrale,  et  la  prendre 'entre  les  limites  a  et  0,  ce 
qui  revient  à  la  prendre  avec  son  signe  entre  les  limites  0  et  a; 
il  faut  enfin  la  multiplier  par  R*  : 

1       4 

Pour  (p  =  «,  l'intégrale  indéfinie  devient  ô«  —  Tsin2a, 
Pour  ^  =  0,  elle  devient  0. 

1  1 

La  différence  est  ô  «  —  t  sin  2a,  qu'il  faut  multiplier  par  R*. 
On  a  donc 

R*a        \ 

.;yda:  =  ^-jR«sin2«,   . 

résultat  connu,  car  il  exprime  que  Taire,  2/yrfa;,  du  segment 
BCA,  est  la  différence  entre  l'aire,  R*a,  du  secteur  BOCA,  et 

Taire,  ^  R*  sin  2a,  du  triangle  BOC. 

Nous  avons  encore  à  faire  Tintégrale 

et  à  la  prendre  entre  les  mêmes  limites*  a;  =  m,  a;  =  R. 

On  Tobtient  facilement  en  prenant  y  pour  variable  indé- 
pendante. 

En  effet, 

a;«=:R«-y«, 

ce  qui  nous  donne  xix  =  —  j/dy. 
Donc 

iyxdx  =  —  fy*dtj  =  ~  j' 


fonction  qu'on  doit  prendre  entre  les  limites  î/=IB=v'ï^* — ^^* 
pour  a;  =  m,  et  y  =  0  pour  05  =R. 
Le  résultat  est 

Mais  nous   avons   posé  m  =  R  cos  a ,    et   par    conséquent 
VR*  —  m*=Rsina;  l'intégrale  définie  a  donc  pour  valeur 

^R'sin'a. 
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Ea  d^iiifhe,  Fabscisse  dierchce  ^  est  donoée  par  la 
fbnunle 

Pour  Tërifier  cette  formule,  obsenrons  qu  elle,  doit  donner 
çz=0,  quand  le  sèment  comprend  toute  la  surface  du  cercle, 
c'est-à-dire  quand  %  =  'z;  car  alors  le  centre  de  gravité  est  au 
point  0  ;  et  c'est  en  eflet  ce  que  le  calcul  indique.  Nous  devons 
de  plus  avoir  ç=R  pour  a  =  0,  puisque  le  segment  se  ré- 
duit au  point  A,  qui  est  à  lui-même  son  propre  centre  de  gra- 
vité. Pour  reconnaître  ce  résultai,  remarquons  que  si  a  est 
un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  sin'  a  est  un  infiniment 
petit  du  troisième,  et  qu'ainsi  le  dénominateur  6x — 5sin2i 
doit  être  lui-même  du  troisième  ordre,  pour  que  la  valeur  de 
Il  fraction  puisse  être  un  nombre  fini.  On  a  en  effet,  en  déve- 
loppant sin  2a  en  série, 

lx2x3^1X!;iX.X4x5 


et  par  suite 

6x  —  5  sin  2a  =  '^ etc., 


.,.-^^'' 


les  ter.nes  omis  étant  tous  d'un  ordre  de  petitesse  supérieur 
au  troisième.' 


On  a  donc 


4sin*a  4siii'o 


«a  — 3  sir  2a        (2a)5        .    ' 


divisant  haul  et  bas  par  a',  puis  faisant  a=0  pour  passer  à  la 
limite,  on  trouve  l'unité  pour  vraie  valeur  de  la  fraclion. 

On  parvient  au  même  résultat  en  prenant  les  dérivées  des 
doux  termes  de  la  fraclion,  et  en  supprimant  le  facteur  com- 
mun sin*  a. 
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CENtRE  DE  GRAVITÉ  d'uN  ARC  DE  CERCLE  HOMOGÈNE. 


182.  Le  centre  de  gravité  G  de  Tare  homogène  BC  est  situé 
sur  la  droite  OA  qui  divise  cet  arc  en  deux  parties  égales,  à 
une  distance  Ç  =  OG,  qu'il  s'agit  de 
déterminer, 

SoitBOC  =  2a,elOA  =  R. 

La  position  des  différents  points  m 
de  l'arc  BC  sera  définie  par  l'angle 
mOA  =  6,  mesuré  dans  le  sens  Am  à 
partir  du  milieu  A  de  Tare  total.  Cet 
angle  variera  donc  de  —  a  à  -H  a. 

C'arc  élémentaire  mn  aura  pour  me- 
sure Rd6  ;  il  est  à  la  distance  mp  =  Rcos  6  de  Taxe  OY,  élevé 
au  point  0  perpendiculairement  à  OA.  Son  moment  par  rap- 
port au  plan  profilé  en  OY  est  R*cos6rf6,  et  par  suite  Tal}- 
scîsse  Ç  du  centre  de  gravité  est  donnée  par  l'équalion 


Fig.  160. 


l  =  - 


/: 


h*cos$d6 


X 


MB 


Le  dénominateur  n'est  autre  chose  que  la  longueur  de  l'arc 
CAR  lui-même.  Représentons  la  par  s. 

Le  numérateur  /R'cos6de  est  égal  à  R*sine,  fonc- 
tion à  prendre  entre  les  limites  — a  et  H- a,  ce  qui  donne 
en  définitive  2R*sina,  ou  bien  Rx2Rsina.  Or  2Rsina 
est  la  longueur  de  la  co»  de  BC.  Représentons-la  par  /. 

Il  viendra 

.  <-?• 

La  distance  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle  au 
centre  de  cet  arc  est  donc  le  quatrième  terme  de  la  proportion 
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dont  les  trois  premiers  sont  la  longueur  de  Varc^  le  rayon  et  la 
corde. 

On  peut  aussi  conserver  à  cette  équation -la  forme  primitive 
sous  laquelle  elle  a  été  obtenue  : 


^=-T 


2n«sina 


'2a<jt 


=  Rx: 


Fig.  161. 


La  recherche  du  centre  de  gravité  de  l'arc  de  cercle  homo- 
gène peut  se  rattacher  à  l'étude  du  mouvement  circulaire  uni- 
forme projeté  sur  un  diamètre  fixe  (I,  g  56). 
Soit  ACB  un  arc  de  cercle,  dont  le  centre  est  au  point  0; 
le  rayon  OC  divise  l'arc  en  deux  parties 
égales  ;  soit  ab  la  direction  d'un  diamètre 
perpendiculaire  à  ce  rayon. 
Posons  AOC  =  COB  =  a. 
Imaginons  un  mobile  M  partant  du 
point  A  et  parcourant  l'arc  AB  jusqu'au 
point  B  avec  une  vitesse  constante  :  soit  w 
la  vitesse  angulaire  du  rayon  OM.  Le  mouvement  de  la  projec- 
tion m  du  point  mobile  M  sera  défini  par  l'équation 

x  =  Rsinoi)^, 

en  supposant  qu'on  compte  les  distances  a;  =  Om  à  partir  du 
point  0,  et  les  temps  t  à  partir  de  l'heure  du  passage  du  mo- 
bile.au  point  C  ;  les  valeurs  négatives  de  a;  et  de  ^  correspon- 
dront au  parcours  de  l'arc  AC. 
La  vitesse  v  du  point  m,  est  égale  à 

dx       _ 

V  =:  -^  =  Rw  COS  (d  =  wî/, 

en  appelant  y  l'ordonnée  Mm. 

La  vitesse  moyenne  (I,  g  289)  du  point  m  dans  le  trajet  ab 
est  égale  à  la  moyenne  de  toutes  les  vitesses  v,  ou  au  produit 
de  (I)  par  la  moyenne  de  toutes  les  ordonnées  y  de  l'arc  homo- 
gène AB,  ou  enfin  au  produit  wt/^  de  la  vitesse  angulaire  par 
l'ordonnée  y^  =  OG  du  centre  de  gravité  G  de  l'arc  AB. 
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D'un  autre  côté,  cetle  vitesse  moyenne  est  égale  à  la  lon- 
gueur aby  divisée  par  la  durée  T  du  trajet. 

Ce  temps  T  est  double  du  temps  que  le  mobile  M  met  à  aller 

2a 
de  C  en  B,  c'est-à-dire  il  esl  égal  à  —• 

On  a  donc  l'égalité 


ou  bien 


Multiplions  haut  et  bas  par  R,  rayondu  cercle  ;  il  viendra 


ab 

wj/l 

~(SÏ 

2/1- 

ab      AB 

''  2a  _  2* 

2/1  =- 


RXAB      RxAB 


2Rst 


arcAB 


formule  identique  à  celle  que  nous  venons  de  trouver  par  une 
autre  méthode. 

183.  Remarque.  —  Si  Ton  considère  sur  la  circonférence 
(fig^.  162)  une  série  d'arcs  AB,  commençant  tous  en  un  poinl 
fixe  A,  et  terminés  en  un  point  B  variable,  on  pourra  con- 
struire le  centre  de  gravité  de  chacun  d'eux;  il  se  trouvera 
sur  la  bissectrice  OC  de  l'angle  au  centre  correspondant,  à 
une  distance  OG  =  Ç  donnée  par 
la  formule.  On  obtiendra  ainsi  un 
lieu  géométrique  qui  passe  au 
point  A  et  au  point  0,  et  qui  peut 
se  prolonger  indéfmînient  en  con- 
sidérant des  arcs  plus  grande  que 
la  circonférence.  Si  G  est  le  cen- 
tre de  gravité  de  l'arc  AB,  il  est 
facile  de  voir  que  la  droite  BG 
est  tangente  au  lieu  géométrique 
au  point  G.  En  effet,  pour  passer  du  centre  de  gravité  G  de 
Parc  AB  au  centre  de  gravité  G'  de  l'arc  AB',  infiniment  peu 
différent  de  l'arc  AB,  il  suffit  de  composer  le  poids  de  l'arc 


Fig.  162. 
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AB,  appliqué  en  G,  avec  le  poids  de  l'arc  BB'  appliqué  au  mi- 
lieu de  Tare  BB'  ;  le  centre  de  gravité  G'  est  donc  sur  la  droite 
qui  joint  le  point  G  au  milieu  de  l'arc  intîniment  pelit  BB', 
c'est-à-dire  à  la  limite,  sur  la  droite  GB.  Celte  propriété  est 
générale  et  appartient  à  tous  les  lieux  géométriques  des  cen- 
tres de  gravité  des  arcs  de  courbe  qui  ont  une  extrémité  fixe. 

Le  lieu  géométrique  des  centres  de  gravité  a  donc  pour  tan- 
gente au  point  0  le  rayon  OA  ;  car  le  point  0  est  le  centre 
de  gravilé  de  la  circonférence  entière  qui  se  termine  au 
point  A. 

L'équation  du  lieu,  en  coordonnées  polaires  ?■  =  OG  =  r,  cl 
0= GO  A,  sera 

*'  =  R— ;r-' 


La  brandie  AGO  correspond  aux  valeurs  de  6  comprises 
entre  0  et  tc,  c'est-à-dire  aux  centres  de  gravilé  d^arcs  donl 
Tangle  au  centre  varie  de  0  à  2x,  Pour  avoir  le  centre  de  gra« 
vite  de  l'arc  2icR  +  AB,  il  faut  composer  le  poids  de  l'arc  2^R, 

appliqué  en  0,  avec  le  poids  de 
;b  Tare  AB=:26,  appliqué  en  G,  ce 

qui  donnera^  sur  OG  un  point  Gp 
défini  par  la  proportion 

OG^  _  arcAR  _  e 
GjG""    SttR   ~w' 

La  tangente  au  point  G^  sera  la 
droite  G^B. 

La  courbe  fait  une  infinité  de 
circuits,  de  plus  en  plus  resser- 
rés; cliacun  passe  par  le  point  0,  et  touche  en  ce  point  la 
droite  OA.    / 

Nous  nous  arrêterons  un  inslant  à  étudier  les  propriétés 
géométriques  de  cette  courbe. 


Fig.  163. 
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PROPRIÉTÉS   GÉOMÉTRIQUES  DU   LIEU   DES   CENTRES  DE   GRATITÉ  DES 
ARCS  DE   CERCLE. 


184.  Soil  ((ig.  164)  AGEOla  courbe,  lieu  des  centres  degra- 
vilé  des  arcs  comptés  sur  la  circonférence  AB  à  parlir  du  point 
A.  Un  point  G,  pris  sur  la  courbe,  est  le  centre  de  gravité  de 
Tare  AB,  double  de  l'arc  AM,  qui  se  termine  à  la  rencontre  de 
la  circonférence  et  du  rayon  OG. 

Par  le  point  1,  milieu  de  OG,  életons  sur  OG  une  perpendi- 
culaire 10',  qui  coupe  en  0'  la  direction  OK,  perpendiculaire 
àOA;  du  point  0'  comme  centre 
avec  O'O  pour  rayon  décrivons 
un  arc  de  cercle,  qui  touchera 
en  0  le  rayon  OA,  et  qui  passera 
par  le  point  G.  Je  dis  que  la  lon- 
gueur de  l'arc  OG  est  égale  au 
rayon  du  cercle  donné. 

En  effet. 


^  -       „  .       sin  0 
0G  =  0AX  -7-» 


Fig.  164. 


en  appelant  6  Tangle  AOM.  Le  rayon  O'O  de  Tare  OG  est  égal  à 


01 


cosO'Oii 


oui 


l04x  — 
-2^'^^    e     _0A 


sinô 


La  longueur  de  Tare  OG  s'obtiendra  en  mullipliant  le  rayon 
O'O  par  l'angle  au  centre  OO'G,  qui  est  égal  à  2e  ;  elle  est 

donc  égale  à  ^  x  20,  ou  à  OA. 

Corollaires.  —  l""  La  demi-circonférence  décrite  sur  OE 
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comme  diamèlre  a  une  longueur  égale  à  OA  ;  et  par  suite  le 
point  E  appartient  à  une  cycloïde  dont  la  distance  AA'  serait 
la  base. 

2°  Si  l'on  prend  le  milieu  F  de  OE,  et  qu'on  décrive  une  cir- 
conférence sur  OF  comme  diamètre,  cette  circonférence  sera 
osculalrice  au  point  0  à  la  branche  EO  dû  lieu  des  centres  de 
gravité. 

i85.  Construction  mécanique  de  la  courbe.  —  Une  lame 
élastique  infiniment  mince,  de  section  uniforme,  solide- 
ment encastrée  dans  un  mur  à  une  de -ses  extrémités,  et 
fléchie  par  un  couple  appliqué  à  son  extrémité  libre,  se 
courbe  suivant  un  arc  de  cercle  dans  la  région  comprise  entre 
l'encastrement  et  le  point  d'application  de  la  force  la  plus 
voisine;  cette  déformation  n'entraîne  aucune  altération  de 
longueur  de  la  fibre  moyenne  entre  les  mêmes  points. 

On  peut  utiliser  cette  propriété  pour  le  tracé  mécanique  de 
la  courbe  AGE. 

Fixons  dans  un  étau,  au  point  0,  une  lame  élastique 
de  section  constante  qui,  dans  sa  forme  naturelle,  coïnci- 
dera avec  la  droite  OA.  Appliquons  à  cette  lame,  au  delà  du 
point  A  auquel  on  veut  faire  décrire  la  courbe^  deux  forces 
parallèles,  égales  et  contraires,  La  lame  se  courbera,  et 
prendra,  dans  la  région  OA,  une  courbure  proportionnelle 
au  moment  du  couple  ainsi  formé.  Nous  pourrons  par  con- 
séquent, en  faisant  croilre  le  moment  du  couple,  donner  à 
la  lame  une  courbure  graduellement  croissante,  et  tant  que 
la  limite  d  élasticité  ne  sera  pas  atteinte,  la  ligne  dessinée 
à  chaque  instant  par  la  région  OA  de  la  lame  sera  un  arc 
de  cercle  qui  aura  son  centre  sur  la  droite  OK,  normale  à 
la  direction  OA  de  l'encastrement,  et  dont  la  longueur  sera 
égale  à  la  longueur  primitive  OA  de  la  lame  élastique. 
L'arc  OG  étant  l'un  de  ces  arcs  de  cercle,  le  lieu  décrit 
par  le  point  A  dans  ces  déformations  successives  est  la 
courbe  AGE. 

186.  Des  propriétés  connues  des  centres  de  gravité  on  peut 
déduire  certaines  formules  de  trigonométrie. 
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1**  Soit  G  le  ceïilrQ  de  gravité  de  l'arc  AB,  situé  sur  la  bis- 
sectrice de  Tangle  AOB. 

Soient  G',  G"  les  centres  de  gravité  des  deux  moitiés  lA,  IB, 
de  Parc  AB.  Ces  deux  nouveaux  points  seront  situés  sur 
les  bissectrices  OF,  01"  des  deux  moitiés  de  l'angle,  et  la 
droite  G'G"  passera  au  point  G  et  y  sera  divisée  en  deux  parties 
égales.  La  symétrie  exige  d'ailleurs  que 
Vahgle  OGG'  soit  droit.  Donc,  étant  donné 
le  centre  de  gravité  G  d'un  arc  AB,  on 
obtiendra  le  centre  de  gravité  de  sa  moitié 
AI  en  élevant  en  G  sur  OG  une  perpendi- 
culaire qui  coupera  au  point  cherché  la  bis- 
sectrice de  l'angle  GOA. 

Le  point  G'  appartient  à  la  courbe  lieu  des  centres  de 
gravité  des  arcs  issus  du  point  A.  Par  conséquent,  si  r 
est  la  distance  OG,  et  r'  la  dislance  OG',  correspondante 
à  un  arc  moitié  moindre,  0  étant  l'angle  GOA,  on  aura  à  la 
fois 


Fig.  165. 


sinO 


2 


et  le  triangle  OGG'  donnera 


COS  jr 


De  ces  trois  équations  on  déduit  la  formule  connue 


sinO  =  2eiin  5CQS5. 


2**  On  passe  du  rayon  r  au  rayon  r'  en  divisant  le  premier 
X  ;  de  même  on  passera  du  rayon  r'  au  rayon  r",  cor- 


par  ces  X 


respondant  à  un  angle  ^7  en  divisant  par  cos  7,  et  on  peut 

pousser  aussi  loin  qu'on  voudra  cette  déduction.  A  la  limite, 
on  parviendra  au  rayon  qui  correspond  au  centre  de  gravité 
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d'un  arc  infiniment  petit,  c'est-à-dire  au  rayon  a  du  cercle 
donné.  On  a  donc  l'équation 


fl  =  lim  - 


-  0\ 

COS  5  COS  7COS-5  . .     cos  ô"  I 


e      $ 


,        .  ,  sinO 

ou,  en  remplaçant  r  par  sa  valeur  fl— r— , 


sin-O      ..     /       ô       0 

-r— =  Iira  (cOSrCOS^ 


COS  r  COS^  COS^  .  .  .  COSâ^  I 

pour  n  infini. 

De  là  on  déduit  une  manière  de  trouver  le  rapport  de  la  cir- 
conférence au  diamètre.  La  courbe  coupe  la  droite  OK  en  un 
point  E,  centre  de  gravité  de  la  demi- 
circonférence,  situé  à  une  distance  OE  du 

centre  égale  à  ~ .  Élevant  en  E  sur  OE  la 

"î?  ■ 

perpendiculaire  EF,  jusqu'à  la  rencontre 
du  rayon  OF,  qui  divise  l'angle  droit 
en  deux  parties  égales,  on  aura  le  centre 
de  gravité,  F,  du  quart  de  la  circonférence,  puis,  en  répétant 
la  même  construction,  le  centre  de  gravité,  6,  du  huitième  de 
la  circonférence,  le  centre,  H,  du  seizième,  etc.  Donc 


et  par  suite 


Fig.  lCv6. 


fl^lim- 

TT 

X 

1 

cos^cos^cos^IL... 

7t 

1 

2~            TT 
COSy 

cos^cosfg... 

Chacun  des  facteurs  du  dénominateur  peut  être  calculé 

'  X       1    * 

priori.  On  a  en  effet  cos  7  =— ,  et,  pour  t 

cosinus,  on  appliquera  la  formule  générale 


.  X        1 

apriori.  On  a  en  effet  cos  7  =— ,  et,  pour  trouver  les  autres 


«       A  H  -4-cosa 
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La  série  devient  Irès-convergenle  dès  qu'on  atleint  des  arcs 
suftisamment  petits  par  les  bissections  successives.  Si  Ton 

fait  le  calcul,  par  exemple,  jusqu'au  fadeur  cos  ^^i  corres- 
pondant à  un  angle  au  centre  de  10'  32",8,  on  trouvera  très- 
rapidement,  en  s'aidant  des  logarithmes,  la  valeur  suivante, 
dont  les  six  décimales  sont  exactes  :  î:=3,141592. 

5°  Parlageons  Tare  AB,  correspondant  à  un  angle  au  centre 
20,  en  n  parties  égales  aux  points  1 ,  2,..;  n  —  1  ;  prenons  les 
centres  de  gravité  de  chacune  de  ces  n**°*®*  parties,  et  cher- 
chons le  centre  de  gravité  de  l'ensemble,  ou  de  l'arc  total 
AB,  Il  suffira  pour  cela,  puisque  toutes 
les  parties  sont  égales,  de  prendre  la 
moyenne  arilhmélique  des  coordonnées 
des  centres  de  gravité  de  cliacune. 

Soient,  d'une  manière  générale,  ir»,  j/», 
Içs  coordonnées  du  centre  de  gravité  de 
l'arc  compris  entre  les  points  k — 1  et 
fc,  et  X,  Y  les  coordonnées  du  centre  de  ^ig.  i67. 

gravité  général,  ces  coordonnées  étant 
rapportées  aux  axes  rectangulaires  OA,  OY;  il  viendra,  en  ap- 
pliquant les  formules  : 

nn  0       ,  sin  0  .    . 

Xi  =  a cosO.  w,  =  «— —sinO, 

sinO       ^^  sinO  .    .. 

x^  -=  a  -^  cos  00,  î/a  =  a  -,—  sm  oO. 


0 
ini 


ar-  =r  rt  --—  cos  50,  ?/r,  =  «  —tt'  ^'"  ^^» 


0 

Donc 


j-„=  rt  -pcos  [2/1  -  1)  0.       yn  =  a^---  bin(2;i  —  1)0. 


x  = 

«« 

4- 

-hxn 

rtsinO 

n 

~    ne 

Y  = 

-yt 

+ 

. . . 

-t-î/n 

asinB 

fi 

""    ne 

(cos  0  +  cos 30  -f-  cos  50  +  .  » .  4-  cos  (2n  —  t)  0), 
(sin  0  4-  sin  30  -h  sin  50  -h  ...  4- sin(2/i  —  i j  0) . 
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Mais  on  a  d'un  autre  côté,  toujours  en  vertu  des  mêmes 
formules, 


a  sin  nS 
\  =  — -:: — cosnô, 


k6 

a  sin  nO 

nO 


sin  nB. 


Comparant  ces  deux  groupes,  on  en  déduit  les  relations  sui- 
vantes : 

sinnOcosnO      sin2nd 


sinO 


COS0  -I-  cos30  -f  cos50  4-  . . .  +  cos  (2n  —  1)  0  = 

sin  0  -+-  sin  5d  +  sin50  +  . . .  -f-  sin(2fi  —  1)0=  -— - . 

Soit  par  exemple  0  =  ^        . .  On  aura 


2 sine  ' 


cos8  +  cos30  -+-...  +cos(2«  —  1)0  : 


2sin 


2w7r 
2n4-l_1 

TT  -2* 

2n  +  l 


187 .  La  courbe  coupe  le  rayon  OK,  perpendiculaire  à  OA,  en 
une  infinité  de  points  E,  E',  E",.».  sans  compter  le  point  0  qui 
est  un  point  multiple  d'un  ordre  infini,  puisque  toutes  les 
boucles  successives  du  lieu  y  passent.  Le  point  E  est  le  cen- 
tre de  gravité  de  la  demi-circonférence,  le  point  E'  le  centre 
de  gravité  de  trois  demi-circonférences,  le 
point  E"  de  cinq  demi-circonférences,  etc. 
On  obtient  ces  points  en  faisant  successive- 
ment 

^-5'    ^=T'    ^=T'    ^=T'"- 


dans  la  formule 


Fig.  168.         ce  qui  donne 


sin0 


r  =  — ,         r*^  — =-,         r"  =  +r-»         r"' =  —  =-,  etc.; 

n  Oit  oit  lit 

Les  valeurs  négatives  correspondent  aux  valeurs  de  ô  pour 
lesquelles  le  rayon  prend  la  direction  OK';  elles  doivent  par 
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suite  être  portées  comme  les  antres  sur  la  figure  dans  le 
sens  OK. 
Gela  posé,  la  limite  de  la  somme  algébrique 

est  égale  à  la  moitié  du  rayon  OA. 

En  effet,  remplaçant  r,  r',  r",...  par  leurs  valeurs,  il  vient 
pour  celte  somme 

La  série  entre  parenthèses  est  le  développement  connu 

de  j  par  la  série  de  Leibniz;   donc  la  somme  est  égale  à 

^a      T.        ,  a 
—  X  -/  ou  a  7t . 

188.  Connaissant  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  cercle,  rien 
n'est  plus  facile  que  d'en  trouver  la  longueur.  On  a,  en 
effet,  en  appelant  s  la  longueur  de  l'arc,  et  0  le  demi-angle 
au  centre. 


Donc 


s  =  2a0,] 

sinô 

rs  =  aX^a  sin 

On  trouvera  la  longueur  de  Tare  en  prenant  une  quatrième 
proporlionnelle  à  la  distance  r  du  centre 
de  gravité  au  centre,  au  rayon  et  à  la  corde. 

Si  Ton  a,  par  exemple  le  centre  de  gra- 
vité E  de  la  demi-circonférence  ABA',  on 
trouvera  le  développement  de  Tare  AB  en 
joignant  EA',  et  en  élevant  A'S  perpendi- 
culaire à  EA',  jusqu'à  la  rencontre  avec 
EO  prolongé*  On  a  en  effet 


os  K  CE  =  A'uS 


Fig.  169. 


Digitized  by 


Google 


288  COURBE  DES  CENTRES  DE  GRAVITE 

OU  bicii 


Donc 


osx^  =  w^ 


OS  =  y=arcAB. 


189.  Co7istruction  de  la  courbe  par  points.  —  La  courbe  lieu 
des  centres  de  gravité  des  arcs  issus  du  point  A  n'a  qu'un 
seul  paramètre,  le  rayon  OA  =  a  du  cercle.  Toutes  les  cour- 
bes qu'on  peut  obtenir  en  traitant  successivement  différenis 
cercles  sont  donc  semblables  entre  elles,  et  on  peut  construire 
une  fois  pour  toutes  une  courbe  de  cette  nalure,  dont  on 
pourra  déduire  toutes  les  autres  au  moyen  d'un  simple  chan- 
gement d'échelle. 

Celte  considération  permet  d'éliminer  Tare  ô,  et  de  rame- 
ner la  construction  par  points  de  la  courbe  type  a  des  opéra- 
tions algébriques  qu'on  puisse  exécuter  avec  la  règle  et  le 
compas. 

Ne  fixons  pas  d'avance  le  rayon  a  ;  soit  OX  le  rayon  à  partir 
duquel  on  compte  les  arcs  sur  un  cercle  indéterminé;  don- 
nons-nous un  point  M  delà  courbe,  sur  un  rayon  OM  qui  fasse 
avec  la  droite  OX  un  petit  angle  6  dont  on 
connaisse  d'avance  le  sinus.  Menons  par 
le  point  0  des  droites  Oa,  Ofr,  Oc,...  qui 
fassent  avec  Taxe  OX  les  angles  26,  50, 
40,... 

Fig.  170.  Nqus  pourrons  facilement  trouver  les 

points  de  la  courbe  situés  sur  ces  nouveaux  rayons.  Ne  nous 
occupons,  pour  plus  de  simplicité,  que  des  rayons  0&,  Od,.  . 
qui  font  avec  OX  les  angles  36,  50,...  égaux  aux  multiples 
impairs  de  0.  Appelons  r  la  distance  OM,  r^  la  dislance  OM^, 
^5  la  distance  OMjj,...,  r„  la  dislance  correspondante  à  l'an- 
gle fiô;  nous  aurons  à  la  fois 

sin  nd 


nù 
sin0 
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Donc 

rn  _  sinnQ 
r       wsinô* 

Mais  pour  n  entier  impair  on  a  l'équation  d'Euler  : 
sin».  =  „sin«-!ii;^sin».H-"t";-^j'»--^in.a--... 

formule  qui  contient  un  nombre  limité  de  termes,  et  dans 
laquelle  on  suppose  que  6  est  le  plus  petit  arc  positif  répon- 
dant au  sinus  donné. 
Donc 

""="(^-1X3-^'"'^+       1/2.3.4.5     ^^"^*<^---)> 

expression  qu'on  pourra  construire. 

On  trouvera  ainsi,  par  des  opérations  algébriques,  autant 
de  points  qu'on  \oudra  de  la  courbe;  ces  points*  seront 
assez  rapprochés  pour  permettre  de  la  tracer,  si  Ton  est  parti 
d  une  valeur  de  6  suffisamment  petite. 

Pour  trouver  ensuite  le  rayon  a,  on  appliquera  la  remar- 
que 2**  du  g  186,  et  on  aura,  avec  une  approximation  aussi 
grande  qu'on  le  voudra, 


fl  =  OM  X  - 


e      0 

COS^cCOStCOSs-... 
2         4         O 


190.  Division  d'un  angle  en  p  + 1  parties  égales.  —  Suppo- 
sons qu'on  ait  tracé  la  courbe  lieu  des  cenlres  de  gravité  des 
arcs  issus  d'un  point  A.  Soit  AM  cette 
courbe.  Proposons-nous  de  prendre  sur 
l'arc  AB,  à  partir  du  point  A,  un  arc  AG 
égal  à  la  (p  + 1  )"**  partie  de  AB.  L'arc 

BC  sera  égal  à  AB  x     ^  .  »  et  les  deux 
®  p  + 1 

arcs  AC  et  BC  seront  entre  eux  comme 

1  est  à  p. 

Joignons  OC,  et  menons  la  bissectrice  01  de  l'angle  COA, 


II.   '—  MÉG.  COIUGKON.  ^^ 
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Le  point  g  où  elle  coupe  la  courbe  AM  est  le  centre  de  gravité 
de  Tare  AC. 

4 

Le  centre  de  gravité  de  l'arc  BC  s'obtiendra  de  même,  en  répé- 
tant symétriquement  la  courbe  AM  à  parlir  du  point  B,  ce  qui 
donnera  une  courbe  BM',  coupant  la  courbe  AM  au  point  G,  cen- 
tre de  gravité  de  Tare  total  AB.  Le  centre  de  gravité  de  l'arc  BC 
sera  le  point  g',  intersection  de  BM'  avec  la  bissectrice  OF. 

Il  résulte  de  là  que  les  trois  points  jf,  g'  et  G  sont  situés  sur 

fl'G  i 

une  même  droite,  et  que  le  rapport  ~-  est  égal  à  -. 

Donc  le  point  g'  est  à  l'intersection  de  la  courbe  BM'  et 
d'une  courbe  homothétique  à  AM,  obtenue  en  prenant  le'point 
G  pour  centre  de  similitude  inverse,  et  en  faisant  le  rapport 

1 
de  similitude  égal  à  -.  La  courbe  ainsi  construite  sera  le  lieu 

dçs  centres  de  gravité  d'arcs  comptés  sur  le  cercle  qu'on, 
déduit  du  cercle  OA  par  la  construction  de  la  figure  sem- 
blable. 

Cetle  construction  s'applique  notamment  à  la  division  du 
cercle  en  p  4- 1  parties  égales.  Construisons  la  courbe  AEO, 
lieu  des  centres  de  gravité  des  arcs  issus  du  point  A,  dans 

le  sens  AB.  -En  répétant  cette 
courbe  en  AE'O,  symétriquement 
par  rapport  au  rayon  OA,  nous 
aurons  le  lieu  des  centrés  de  gra- 
vité des  arcs  issus  du  point  A  et 
comptés  dans  le  sens  AB'.  Par  le 
point  0,  menons  une  droite  gOg\ 
telle  que  Ton  ait 


li ^M 


90 ' 


Fig.  172.  ^ 

Pour  trouver  le  point  g\  il  suf- 
fira de  construire  une  courbe  semblable  à  la.  courbe  AEO,  avec 

le  point  0  pour  centre  de  similitude  inversa,  et  -  pour  rap- 
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port  de  similitude.  Cela  revient  à  décrire  un  cercle  OA"  avec 

OA 
un  rayon  égal  à  — ,  et  à  construire  le  lieu  A"E"0,  des  cen- 
tres de  gravité  des  arcs  de  ce  nouveau  cercle,  issus  du  point 
A"  et  comptés  dans  le  sens  A"B".  Le  point  g'  sera  l'intersec- 
lion  des  courbes  A"E"0,  OE'A. 

La  direction  Oj  étant  ainsi  déterminée,  il  n'y  aura  plus  qu'à 
doubler  Tare  AI  pour  avoir  en  AM  Tare  cherché,  égal  à  la 
(p  +•  1)"*^  partie  de  la  circonférence  entière.  Car  le  point  g  est 
le  centre  de  gravité  de  AM;  le  point  g'  est  le  centre  de  gravité  de 
l'arc  AB'A'M,  qui  complète  la  circonférence.  \m  centre  de  gra- 
vité de  la  circonférence  est  au  point  0.  On  a  donc 


et  par  conséquent 


arc  AM     _  0/ 
arc  AB'A'M  ~"  Og  ' 


arc  AM 
cire.  OA  ' 


1 


CENTRE  DE    GRAVITÉ   DU   SECTEUR. 


191.  La  recherche  du  centre- de  gravité  du  secteur  circu- 
laire homogène  se  ramène  à  celle  du  centre  de  gravité  d'un 
arc  de  cercle. 

Décomposons  le  secteur  AOB  en  une  infinité  de  secteurs  in- 
finiment petits,  par  des  rayons  Om,  On  ; 
ces  secteurs  peuvent  être  assimilés  à 
des  triangles,  car  l'arc  mn  est  un  élé- 
ment rectiligne,  et  leurs  surfaces  sont 
proportionnelles  aux  arcs  mn  qui  leur 
servent  de  base.  Le  centre  de  gravité 
du  triangle  Omn  est  situé  en  3,  sur  la 
bissectrice  de  Tangle  au  centre,  et  au\ 

2 

p  du  rayon  à  partir  du  point  0.  Tous 

^  Fig.  173. 

les  centres  de  gravité  des  éléments 

appartiennent  donc  à  un  arc  de  cercle,  A'B-,  décrit  du  point  0 
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2 
comme  centre,  avec  les  =  du  rayon  du  secteur  donné  pour 

rayon,  et  le  poids  de  chacun  de  ces  secteurs  est  proportion- 
nel à  l'arc  mn  qui  lui  sert  de  base,  ou  à  Tarc^  mV,  qui  en 

2 
est  les  ^.  En  résumé,  le  centre  de  gravité  cherché  s'obtien- 

dra  en  composant  des  poids  appliqués  aux  différents  éléments 
de  Tare  A'B' ,  proportionnels  aux  longueurs  mV  de'  ces 
éléments;  c'est  donc  le  centre  de  gravite  de  l'arc  A'B'  lui- 
même. 

Le  centre  de  gravité  G  du  secteur  circulaire  homogène 
est  situé  sur  la  bissectrice  OC,  à  une  distance  OG  du  centre 
donnée  par  la  formule  : 

og  =  oc'x^.5î:^=oc'x^5î:^=  |o^ 

arc  A'B'  arcAB    .     Z  .         arcAB 


CENTRE  DE   GRAVITÉ  d'uN   ARC   D*flÉLIGE   HOMOGÈNE. 

192.  Soit  ABC  (fig.  174)  une  hélice  tracée  à  la  surface  d'un 
cylindre  droit  à  base  circulaire,  projeté  horizontalement  sui- 
vant le  cercle  EF. 

L'axe  du  cylindre  O'O"  se  projette  horizontalement  au  centre 
0  du  cercle. 

Proposons-nous  de  chercher  le  centre  de  gravité  d  un  arc 
d'hélice  projeté  horizontalement  en  MN  et  verticalement  en  M'N'. 
Nous  ne  diminuons  en  rien  la  généralité  des  raisonnemènis 
en  supposant  les  points  M  et  N  symétriques  par  rapport  à  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  0  sur  la  ligne  de  terre  LT. 

Le  centre  de  gravité,  de  l'arc  d'hélice  a  pour  projection  sur 
le  plan  horizontal  le  centre  de  gravité  gf  de  Tare  de  cercle  MN, 
projection  de  l'arc  d'hélice  (§  168,  Rem.  2).  Car  tous  les  élé- 
ments de  rhélice  faisant  le  même  angle  avec  le  plan  ho- 
rizontal, chaque  arc  as  pris  sur  l'hélice  correspond  sur.  le 
cercle  à  un  arc  proportionnel  à  as,  de  sorte  que  l'égalité  de  la 
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réparliiion  des  poids  le  long  de  Thélice  entraîne  pour  la  pro- 
iection  une  répartitio.i  égale  le  long  de  l'arc  de  cercle. 

Pour  avoir  la  hauteur  du  centre  de  gravité  au-dessus  du 
plao  horizontal,  on  se  jservira  de  l'équation 

Cette  équation  montre  que  le  centre  de  gravité  nd  change 
pas  de  hauteur  quand  on  déplace  les  points  d'application  des 
poids  p  saris  altérer  leurs  hauteurs  %.  Imaginons  donc  qu'on 
développe  sur  un  de  ses  plans  tan- 
gents la  surface  cylindrique  ;  Tare 
WN'  se  transformera  en  une  ligne 
droite,  et  le  centre  de  gravité  de 
cette  ligne  homogène  sera  au  milieu 
de  sa  longueur,  c'est-à-dire  à  la 
•hauteur  moyenne  entre  ses  deux 
extrémités. 

Il  en  est  de  même,  par  consé- 
quent, de  Tare  M'W;  le  centre  de 
gravité  est  donc  dans  un  plan  hori- 
zontal RS,  mené  à  égale  distance 
des  plans  horizontaux  MT,  N'Q.  Il 
est  projeté  verticalement  au  point  B,  à  l'intersection  du  plan 
RS  avec  la  verticale  menée  par  le  point  jf,  centre  de  gravité 
de  l'arc  MN. 

195.  Cherchons  (fig.  175)  le  lieu  géométrique  des  centres  de 
gravité  G  des  arcs  d'hélice  commençant  au  point  A,  et  termi- 
nés à  un  point  B  mobile.  Par  le  point  B,  menons  Bfr,  parallèle 
à  Taxe  de  l'hélice,  jusqu'à  la  rencontre  en  b  avec  le  plan  per- 
pendiculaire AÛV. 

Soit 

A06  =  a, 
OA  =  R. 

L'équation  de  l'hélice,  sur  le  cylindre  où  elle  est  tracée,  sera 


Fig.  174. 
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en  appelant  h  le  pas.  Cette  équation  représente  la  surface 
-hélicoïdale    obtenue,    en  abaissant  des   divers    points   de 

rhélice  des  perpendiculaires  sur  OZ. 
Le  point  g  est  défini  sur  le  plan 

XOY  par  l'angle 


AO^  =  fl  =  |, 


et  la  distance 


0^  =  r  =  R  — . 


Fig.  175. 


Le  point  G  a  pour  hauteur 

OUr  =  î'  =  ^3  =:  7-  =  rr— . 

^  2  47r  ÎTT 


Les  coordonnées  rectangles,  x\  y%  %'  du  point  G  sont  donc 
exprimées  en  fonclion  de  6  par  les  équations  : 


a;'  =  R 


sinôcosô 
1       ' 


'  =  R 


sin*Ô 


w 


he 


La  courbe  appartient  à  l'hélicoïde  àplan  directeur  défini  par 

ha 
l'équation  z=  ^^  sur  lequel  est  tracée  l'hélice,  comme  il 

était  facile  de  le  prévoir. 
La  tangente  au  point  G  s'obtient  en  joignant  GB. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  d'dNE  SURFACE  COURBE  HOMOGÈNE.  CENTRE  DE 
GRAVITÉ  DE  LA  ZONE  SPHÉBIQUE. 

194.  Comme  exemple  de  la  recherche  du  centre  de  gravité 
d'une  surface  conrbe,  proposons-nous  de  trouver  le  centre  de 
gravité  d'une  zone  sphérique  homogène.  Soit  0  le  centre  de  la 
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sphère  à  laquelle  appartient  cette  zone,  et  OF=:OP=OE  son 
rayon.  La  zone  ABCD,  dont  on  demande  le  centre  de  gravité,  est 
comprise  entre  deux  plans  parallèles,  profilés  sur  la  figure  en 
AB,  DC,  et  distants  du  centre  0  de  quantités  OS,  OR. 

Par  le  centre  0  de  la  sphère,  menons  un  plan  EF  parallèle 
aux  bases  de  la  zone  ;  ce  plan  coupe  la  surface  sphérique  sui- 
vant un  grand  cercle;^ circonscrivons  à  la  sphère  un  cylindre 
qui  lui  soit  tangent  tout  le  long 
de  ce  grand  cercle.  Il  suffira 
pour  cela  de  mener  au  point  F 
une  tangente  FK  au  profil  FPE 
de  la  sphère,  et  d'imaginer  la 
surface  cylindrique  engendrée 
par  la  révolution  de  cette  droite 
FK  autour  de  l'axe  OP.  Les  plans 
AB,  CD,  coupent  cette  surface 
cylindrique  suivant  deux  circon- 
férences projetées  en  MH  et  LG, 
et  on  sait  que  la  surface  de  la 
zone  sphérique  ABCD  est  égale  à  la  surface  convexe  du  cylin- 
dre HGLM,  comprise  entre  lés  mêmes  plans.  Partageons  la 
hauteur  RS  de  la  zone  en  un  très-grand  nombre  de  parties 
égales,  et  soit  pp'  Tune  de  ces  parties.  Par  les  points  de  di- 
vision menons  des  plans  pç,  p'ç'  parallèles  aux  bases;  ces 
plans  couperont  la  zone  donnée  en  zones  élémentaires  engen- 
drées par  les  arcs  çç',  et  la  surface  cylindrique  en  tronçons 
engendrés  par  les  éléments  correspondants  55'.  Or  les  hauteurs 
pp'  de  tous  ces  éléments  étant  les  mômes,  toutes  les  zones  çç', 
égales  aux  surfaces  ss',  sont  équivalentes.  Chaque  zone  q((  a 
pour  <;entre  de  gravité  un  point  situé  sur  l'axe  RS,  entre  les 
points  pet  p';  à  la  limite,  lorsqjie  le  nombre  des  parties  ali- 
quotespp'  est  infiniment  grand,  le  centre  de  gravité  de  la  ione 
élémentaire  peut  être  confondu  sans  erreur  avec  le  point  p; 
il  en  est  de  même  de  la  zone  cylindrique  ss'  correspondante. 
On  peut  donc  remplacer  la  zone  sphérique  CB  par  la  zone 
cylindrique  GH,  sans  changer  les  surfaces  ni  les  poids  des 


Fig.  176. 
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zones  élémentaires,  .et  sans  déplacer  leurs  centres  de  gravité 
respe<îtifs.  Le  centre  de  gravité  de  la  zone  sphérique  CB  coïn- 
cide donc  avec  le  centre  de  gravité  de  la  surface  cylindrique 
GH,  c'est-à-dire  avec  le  milieu  1  de  la  hauteur  RS,  et  par  suite, 
le  centre  de  gravité  d[une  zone  sphérique  homogène^  à  une  on  à 
deux  bases^  est  situé  sur  son  axe^  au  milieu  de  sa  hauteur. 


CENTRE   DE  GRAVTTÉ  d'uN  FUSEAU  mPlNMENT  PETIT  PAA',  PARTANT    DU 
PÔLE  P  DE  LA  SPHÈRE,  ET  TERMINÉ  AU  PETIT  CERCLE  AB. 

195.  Le  centre  de  gravité  de  la  zone  PAB  est  au  point  I, 
milieu  de  la  flèche  PF.       •        . 

Le  centre  de  gravité  d'un  fuseau  infiniment  petit  PAA'  est 
situé  dans  un  plan  CD,  parallèle  à  la  base  de  la  zone,  et  mené 

par  le  point  I.  Car  imaginons  la 
calotte  sphérique  PAB  décomposée 
en  n  fuseaux  égaux  entre  eux.  Les 
centres  de  gravité  de  chacun  de 
ces  fuseaux  égaux  seront  tous  si- 
tués, à  distances  égales,  sur  la 
circonférence  d'un  cercle  dont  le 
plan  sera  perpendiculaire  à  PO, 
^*^^^^'  .        et  dont  le  centre  sera  situé  sur 

cette  droite.  Le  centre  de  gravité  de  l'ensemble  est  le  centre  de 
ce  cercle.  Or  il  coïncide  avec  le  point  I.  Donc  le  centre  de 
gravité  de  chaque  fuseau  pris  individuellement  est  situé  dans 
le  plan  CD. 

En  vertu  de  la  symétrie,  le  centre  de  gravité  de  PAA'  est 
situé  dans  le  plan  bissecteur  de  Tangle  dièdre  APA'. 

On  connaît  donc  une  droite  sur  laquelle  le  point  cherché  se 
trouve  situé.  Il  suffit  de  déterminer  sa  distance  Ç  à  l'axe  PO, 
en  prenant  les  moments  par  rapport  à  un  plan  conduit  par 
cet  axe  normalement  au  plan  POA. 

Décomposons  la  surface  du  fuseau  en  éléments  infiniment 
petits  mm'n%  par  des  arcs  de  cercle  décrits  du  point  P 


c      , 

p 

I 

^^^i^^g^m  ^, 

l 

F 

/^' 

0 
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comme  pôle.  L*aire  élémentaire  mnnfm'  aura  pour  mesure  le 
produit  mm'  x  mn,  et  son  moment  sera  mm'  x  mn  x  mp.  On 
aura  donc 

s  [mm'  X  mn  X  wp) 
^^      2(mm'Xm/i)      *  ' 

les  sommes  devant  être  étendues  à  toute  la  surface  PAA'. 

Soit     POm=e,-  POA=:a;     angle     APA'  =  rf9;     enfin 
OP  =  OA  =  R. 

Il  \icndra 

mp  =  R  sin  Ô, 

mn  =  mpxdf=:  Rsinôrfç». 

Les   intégrales    devront    être    prises    enire   les   limites 
0  =  0,  e  =  a: 


'^sïn*  dded:^ 


Le  facteur  dç  est  constant,  et  disparait,  ainsi  que  le  fac- 
teur R'  ;  l'équation  prend  la  forme 


s- 


sin*0rfÔ 
,/n 
Ç  =  R. 


smQdd 


Or 


Donc  enfin 


Jsii 
0 


JsinOdG  =  1  —  cosa, 
0 

s\n*ede  =  ^a  -Jsin2a. 


i  «       2a  —  sin  2a 
Ç  =  ^RX 


"4  1  —  cos 


a 


S'il  s'agit,  par  exemple,  du  fuseau  entier,  qui  s'étend  du 
pôle  P  au  pôle  opposé,  on  fera  a=:x,  et  il  viendra 


ç  =  ^Rxt^  =  RX^ 
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Il  faut  bien  se  souvenir  que  celte  formule  suppose  le 
dièdre  APA'=î=d(p  infiniment  petit.  S'il  s'agissait  d'un  dièdre 
quelconque,  il  faudrait  prendre  le  centre  de  gravité  de 
l'arc  de  cercle  formé  par  les  centres  de  gravité  indivi- 
duels des  fuseaux  infiniment  petits  dans  lesquels  on  aurait 
partagé  le  fuseau  donné. 


CENTRE  DE  GRAVITÉ  d'uN  VOLUME  HOMOGÈNE. 


196.  Le  centre  de  gravité  d'un  cylindre  homogène,  à  base 
circulaire  ou  elliptique,  terminé  à  deux  plans  parallèles,  est 
situé  au  milieu  de  Taxe  du  solide,  ou  de  la  droite  qui  joint  les 
centres  des  bases. 

197.  Soit  SAB  un  cône  homogène;  S  son  sommet^  AB  sa 
base,  et  G  le  centre  de  gravité  de  sa  base.  Si  nous  menons  une  - 
infinité  de  plans  équidistants,  parallèles  à  la  base,  entre  le 
point  S  et  le  plan  AB,  ces  plans  couperont  le  cône  suivant,  des 
sections  semblables  etsemblablement  placées  par  rapport  au 

point  S  ;  les  centres  de  gravité  des 
sections,  étant  des  points  homolo- 
gues, seront  tous  situés  sur  la 
droite  SG. 

Considérons  deux  sections  voi- 
sines mti,  m'n'^  et  soient  g,  g' 
leurs  centres  de  gravité.  Du  points 
abaissons  sur  le  plan  AB  une  per- 
pendiculaire SH,  qui  sera  perpen- 
diculaire aux  plans  de  toutes  les 
sections.  Puis  prenons  les  mo- 
ments des  poids  des  volumes  élémentaires  compris  entre 
deux  sections  consécutives,  par  rapport  à  un  plan  PQ,  mené 
par  le  point  S  parallèlement  à  la  base.  Appelons  B  la  sur- 
face de  la  base  AB,  et  H  la  hauteur  totale  SH.  Posons 
enfin  Sft=ic,  distance  de  la  tranche  mnn'm'  au  plan  PQ. 


Fig.  178. 
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La  surface  de  la  section  mn  sera  fournie  par  la  proportion 


B~H** 

Elle  est  égale  à  -nr  ♦    ^^    ^®  volume    de  la  tranche   est 

H» 

Son  moment  par  rapport  au  plan  PQ  est 

et  la  distance  Ç  du  centre  de  gravité  au  même  plan  est  par 
conséquent 


r   Bx^dx         ^H 

/      "ï^  /     ^ 

Bx^dx  /     x*dx 

.   -lis-  c/0 
0 


x^dx 


Le  centre  de  gravité  du  cône  est  donc  situé  dans  un  plan 
parallèle  à  la  base  AB,  mené  à  une  distance  du  sommet 
égale  aux  trois  quarts  de  la  distance  du  sommet  à  la  base. 

D'un  autre  côlé,  le  centre  de  gravité  d^une  tranche  élémen- 
taire mnm'n',,  réduite  à  une  épaisseur  infiniment  petite,  est 
infiniment  voisin  du  point  g,  centre  de  gravité  de  la  section 
mn  qui  lui  sert  de  base.  Les  centres, de  gravité  des  tranches 
dans  lesquelles  on  a  décomposé  le  cône  sont  tous  sur  la  droite 
SG.  Le  centre  de  gravilé  de  l'ensemble  est  donc  aussi  sur  cette 
droite,  et  par  suite,  le  point  cherché  est  le  point  F,  pris  sur 
la  droite  SG,  aux  trois  quarts  de  la  distance  SG  à  partir  du 
point  S. 

d98.  Les  mêmes  raisonnements  s'appliquent  à  la  pyra- 
mide. Donc  :  V  le  centre  de  gravité  d'une  pyramide  quelconque 

3 
homogène  est  aux  t,  à  partir  du  sommet,  de  la  droite  qui  joint 

le  sommet  au  centre  de  gravité  de  la  base;  Q"*  les  quatre  droites 
quiy  dans  un  tétraèdre^  joignent  les  sommets  aux  centres  de  gra- 
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vite  des  faces  opposées,  se  coupent  en  un  même  points  qui  est 
le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  et  qui  partage  chaque  ligne 
de  jonction  en  deux  segments  dont  le  rapport  est  égal  au  nom- 
bre 3. 

Il  est  facile  de  démontrer  aussi  que  le  centre  de  gravité  d'un 
tétraèdre  homogène  coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  quatre 
poids  égaux,  concentrés  en  ses  sommets;  comme  corollaires  de 
ce  théorème,  on  peut  déduire  les  propositions  suivantes  :  le 
centre  de  gravité  d'un  tétraèdre  homogène  est  au  milieu  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées,  et  les  trois 
droites  qui  joigtient  les  milieux  de  deux  arêtes  opposées  d'un 
tétraèdre  concourent  en  un  même  point,  qui  les  divisé  chacune 
en  deux  parties  égales. 

De  même,  le  centre  de  gravité  d'un  triangle  homogène  coïncide 
avec  le  centre  de  gravité  de  trois  poids  égaux  concentrés  en  ses 
sommets. 


CENTRE   DE   GRAVITÉ   DU   TRONC   DE   PYRAMIDE    OU  DE   CÔNE. 


199.  1°  Considérons  d'abord  un  tronc  de  pyramide  trian- 
gulaire, compris  entre  deux  plans,  parallèles  ABC,  DEF  ;  les 

arêtes  DC,  BE,  AF,  prolon- 


s 


gées  vont  se  couper  en  un 
même  point  S,  sommet  de 
la  pyramide  entière. 

Rappelons  la  méthode 
suivie  dans  la  géométrie 
pour  obtenir  la  mesure  du 
vohime  du  tronc  de  py-. 
ramide.  Par  un  des  som- 
mets E  de  la  petite  base, 
on  mène  deux  plans,  Fun 
EÂD,  passant  par  la  dia- 
gonale AD  de  la  face  latérale  opposée,  l'autre  EAC,  pas- 
sant par  le  côté  de  la  grande  base  appartenant  à  la  même 


Fig.  179. 
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fece.  Ces  deux  plans  partagent  le  tronc  de  pyramide  en 
trois  pyramides  triangulaires  ADEF,  EADC,  EADC;  la  pre- 
mière a  pour' base  la  petite  base  du  tronc;  la  seconde,  la 
grande  base;  elles  ont  toutes  deux  pour  hauteur  la  hauteur 
même  du  tronc  ;  la  troisième  peut  être  transformée,  sans  al- 
tération de  son  \olume,  en  une  pyramide  ayant  pour  base 
ADC,  et  pour  sommet  le  point  K,  intersection  de  l'arête 
AP  avec  une  parallèle  EK  menée  à  l'arête  AF  ;  on  peut  la 
considérer  comme  ayant  pour  sommet  le  point  D,  et  pour  base 
le  triangle  ACK,  dont  la  surface lest  moyenne  proportionnelle 
entre  la  grande  base  et  la  petite;  cette  troisième  pyramide 
est  donc  ramenée  à  avoir  la  hauteur  du  tronc. 

Appelons  donc  H  la  hauteur  du  tronc,  ou  la  distance  des 
plans  ABC,  DEF  ;  6  la  grande  base,  b  la  petite. 

Les  trois  pyramides  auront  respectivement  pour  volumes, 

1 

la  pyramide  ADEF,  =bU, 

la  pyramide  EABC,      ^  =BH, 

la  pyramide  EADC,  équivalente  à  DACK,        =Hv/fi^. 

Le  centre  de  la  première  pyramide  est  à  une  distance  du 

plan  EFD  égale  à  ^H,  et  à  une  distance  du  plan  ABC  égale  à 

5 

iH;  de  même,  le  centre  de  la  seconde  est  à  des  distances  des 

3         1 
mômes  plans  respectivement  égales  à  t  H  et  ^  H.  Pour  le  cen- 

^  tre  de  gravité  de  la  troisième,  remarquons  qu'en  vertu  d'un 
corollaire  indiqué  tout  à  Theure  (§  199),  il  est  situé  au  mi- 
lieu g  de  la  droite  IL  qui  jpint  les  milieux  I  et  L  des  deux  arêtes 
opposées  ED,  AC  dans  le  tétraèdre  EADC  ;  il  est  donc  dans  le 
plan  mené  à  égale  distance  des  plans  des  deux  bases,  et  sa  dis- 
tance à  chacun  des  deux  plans  est  ^  H. 
La  somme  des  moments  des  poids  des  trois  pyramides  par 
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rapport  au  plan  EFD  est  égale  au  produit  du  poids  total  du 
tronc  par  la  distance  x  de  son  centre  de  gravité  à  ce  plan, 
et  nous  avons  Téquation 

a;xV  =  ÎMIx|H-|-^BHx|u-fÎHv^B6x^H 

en  appelant  V,  pour  abréger,  le  volume  du  tronc,  égal    à 

^H  (fc  4-  B  +  \JBb)'  Le  solide  étant  supposé  homogène,  nous 
o 

avons  pu  en  effet  remplacer  dans  l'équation  des  moments  les 

poids  par  les  volumes  qui  leur  sont  proportionnels.  Appelons 

y  la  distance  du  centre  de  gravité  au  plan  de  la  base  ABC  ; 

nous  aurons  de  même  .    , 

yxV=gftHx|H4-|BHX^H+ÎHv/B5x|lï 
=.H'(B-|-3&4-2v^B6). 

Djjnc 

a;_6H-5B4-2v/M 
V^B-^U  +  ^s/U 

Cette  équation  fait  connaître  le  rapport  des  distances  du 
centre  de  gravité  aux  plans  des  bases,  et  permet  par  suite  de 
conduire  parallèlement  à  ceux-ci  un  plan  qui  contienne  le 
point  cherché;  il  se  trouvera  à  l'intersection  de  ce  plan  avec 
la  droite  qui  joint  les  centres  de  gravité  G,  G'  des  deux  bases/ 

2°  La  même  formule  s'applique  à  un  tronc  de  pyramide  à 
base  quelconque. 

Soit  ABCDEabcde  le  tronc  de  pyramide  oblenu  en  coupant  la 
pyramide  SABCDE  par  un  plan  abcde  parallèle  à  la  base 
ABCDE. 

Construisons  dans  le  plan  de  la  base  un  triangle  MNP  équi- 
valent au  polygone  ABGDE  ;  puis  prenons  un  point  S'  dans  le 
plan  mené  par  le  sommet  S  parallèlement  au  plan  de  la  base. 
Nous  formons  ainsi  la  pyramide  S'MNP,  dans  laquelle  le  plan 
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abcde  prolongé  détermine  une  section  mjip  ;  le  tronc  triangu- 
laire MNPpmn  est  équivalent  au  volume  donné,  et  les  sections 
faites  dans  ces  deux  solides  par  des  plans  parallèles  aux 
bases  sont  équivalentes.  Si  l'on  décompose  les  deux  trônes 
en  tranches  infiniment  minces,  les  volumes*  de  ces  Iranches, 
et  leurs  distances  aux  points  S  et  S',  seront  respectivement  les 
mêmes;  les  sommes  des  moments  par  rapport  aux  points  S 


et  S'  seront  aussi  égales,  et  par  suite,  les  centres  de  gravité  des 
deux  troncs  sont  situés  dans  un  même  plan  parallèle  aux  bases. 
La  Formule  démontrée  pour  le  tronc  de  pyramide  triangulaire 
MNPpmn,  s'applique  donc  sans  modification  au  tronc  de  pyra- 
mide équivalent  ABCDEeabcd. 

On  remarquera  que  dans  cette  formule  on  peut  remplacer 
les  surfaces,  B  et  fc,  des  deux  bases,  par  les  carrés  de  deux 
arêtes  homologues.  Les  sections  ABCDE,  abcde  étant  sem- 
blables, on  a  en  effet 

3*"  La  formule  s*applique  enfin  à  un  tronc  de  cône  ;  car  le 
cône  est  la  limite  vers  laquelle  tend  une  pyramide  inscrite  à 
mesure  qu'on  multiplie  le  nombre  des  côtés  de  sa  base. 

200.  L'analyse  conduirait  aux  mêmes  conséquences.  Si  Ton 
appelle  h  et  h'  les  distances  des  bases  B  et  fc  du  tronc  au  sommet 
S  de  la  pyramide  ou  du  cône,  x  la  distance  au  môme  point 
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d'une  tranche  quelconque  faile  dans  le  tronc  par  un  plan  pa- 
rallèle aux  bases,  et  §  la  distance  du  plan  qui  contient  le 
centre  de  gravité  cherché,  Véqualion  des  moments  donnera 


Jh' 

r 


^_-_^ 5  A*  —  //* 

h! 


La  hauteur  du  tronc  est  la  différence  h  —  h'. 

Les  distances  du  centre  de  gravité  aux  plans  des  bases  sont 
respectivement  égales  à  Ç  —  h'  et  h  —  Ç.  Enfin 


Donc 

3  A4_A'4 


—  A' 


l  —  h'  _  l  /t>  —  h^  _  5/t4  —  Zh'*'  —  W/t^  +  4/1-^ 

h  —  l  _3  A^'-A^*'"  4/t*  —  4A'5A  — 3A*  +  3/t'* 

■"A*H-3A'*  — 4A'Vi' 

Cette  fraction  peut  se  simplifier  par  la  suppression  à  ses  deux 
termes  du  facteur  commun  {h  —  h')';  il  vient  en  faisant  les 
divisions 

et  remplaçant  dans  les  deux  termes  ainsi  simplifiés,  qui  sont 
ho  nogônes  par  rapport  à  fc  et  h',  les  quantités  h  et  hf  par  les 
quanlitéi  proporlionnelles  yjH  et  y^ï,  on  retrouvera  la  formule 
déj'i  obtenue 

•   l—h'  _3B+2v/b?+6 
^— ^""U-f-2v/B6+36' 
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CENTRE   DE   GRAVITÉ   d'uN   SEGMENT   DE   SPHÈRE  A    UNE   BASE. 

204.  Soit  PBA  le  segment  de  sphère  donné,  BA  le  plan  de 
sa  base,  P  le  pôle  du  pelit  cercle  AB.  Le  centre  de  gravité 
cherché  est  situé  sur  la  droite  OP,  à  une  dislance  Ç  que  nous 
déterminerons  par  le  théorème  des  moments. 

Prenons  les  moments  par  rapport  au  plan  MN  conduit  par 
le  point  0,  perpendiculairement  à  OP. 

Soit 

la  tranche  infiniment  petite  pqp'q'  a 
pour  mesure 

en  appelant  y  Tordonnée  mp  du  cer- 
cle PA.  ''''''• 

L'équation  du  cercle  est  x*  -H  y*  =  R%  R  étant  le  rayon  OA. 
Donc 

y«  =  R«  — «*. 

Le  volume  Ae  la  tranche  est  x  (R*  —  x^)dx. 
L'abscisse  Ç  du  centre  de  gravité  est  égale  à 

/•a;  =  R 


T 

""^W 

^ 

^ 

j.XP'           m 

^^J 

\         c 

M               0 

■N 

$  =  • 


Tt(R*  —  X*^(lx 

x  =  0.\ 


Faisons  OC  =  a;  c'est  la  distance  du  centre  de  la  sphère  au 
plan  AB  qui  limite  le  segment  : 

/;,».-. •,-=h-fl:=(.^-ç)-(--f) 

=;  =  X(m5-.5R«rt4-a'); 

ù 

Y^  (Ri  - x^xdx  =  [l.*|*  -  jf  =  J X  [(2R*  -  R*)  -  (2R«a*  -  «♦)] 
=  ^(R*— 2R«a*  +  fl*); 

IX.  -^  Mte.   QOLLlOKQfS.  ^ 
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et  par  suite 

,_3  R*  — 2R«fl«-ffl* 
*~'4  2R»  — 3R«a4-a** 

Les  deux  termes  de  la  fraction  s'annulent  par  a=R  puis- 
que cette  supposition  fait  évanouir  à  la  fois  les  deux  inté- 
grales; ils  admettent  donc  le  facteur  commun  R  — a.  Sup- 
primant ce  facteur,  on  trouve  une  nouvelle  fraction  dont  les 
deux  termes  s'annulent  encore  pour  R=a,  et  qu^on  peut 
simplifier  de  nouveau  par  la  suppression  du.  facteur  R  —  a  ; 
et  l'on  obtient  en  définitive 

*""4^        2R  +  «        ""Î^ÎR  +  a* 

Si  Ton  fait  a  =  Oy  on  obtient  le  centre  de  gravité  de  la 
moitié  de  la  sphère  : 


CENTRE  DE  GRAVITÉ    d'uN    SEGMENT   DE    PARABOLOÎDE  DE    RÉVOLUTION. 

202.  Le  paraholqide  de  rA)olution'  s'obtient  en  faisant  tour- 
ner autour  de  son  axe  SA  la  parabole  SMB.  On  coupe  la  surface 
par  un  plan  CAB  normal  à  Taxe,  et  on  demande  le  centre 

de  gravité  du  volume  homogène 
compris  entre  ce  plan  et  la  sur- 
face CNSiMB. 

Le  centre  de  gravité  de  ce  vo- 
lume étant  situé  sur  Taxe  SA«  il 
suffit  de  déterminer  sa  dislance 

Fig.  182.  •    .  n 

au  pomt  S.  ' 
Menons  deux  plans  infiniment  voisins  NPM,  npm^  qui  inter^ 
ceptent  dans  ce  volume  un  élément  cylindrique  dont  la  hau- 
teur est  Pp,  et  dont  la  base  est  un  cercle  ayant  pour  rayon 
PM.  Le  volume  de  ce  cylindre  est  donc  wxTM^xPp; 
nous  pouvons,  à  cause  de  l'homogénéité,  prendre  ce  volume 
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pour  la  mesure  du  poids  ;  le  moment,  par  rapport  au  point 
S,  sera 

ttXPM^XP/JXSP, 

ou  bien,  en  faisant  SP=x,  PM  =  y\  Vp  =  dx, 

Posons  SA  =  a.  La  distance  Ç  du  centre  de  gravité  au  point 
S  s'obtiendra  au  moyen  de  l'équation 

/     Tty^xdx        I    y^xdx 

/•a  /•« 

/     vy^dx  1     y*dx 

Or  réquation  de  la  parabole  est  y'=:2px,  en  appelant  p  le 
paramètre  de  la  courbe. 

Remplaçons  y*  par  sa  valeur;  il  viendra,  en  supprimant  le 
facteur  commun  2p, 

£xdx        ft) 

Le  volume  du  segment  est  d'ailleurs  égal  à 

/  .  Tzyhix=^  I      2itj)xdx  =  it  X  ;>«*  =  ô«  X  it  AB",      . 

ou  à  la  moitié  du  cylindre  qui  aurait  pour  base  le  cercle  C6, 
et  pour  hauteur  SA. 

Ces  résultats  s'étendent  sans  difficulté  au  parabolo'ide  dans 
lequel  les  sections  circulaires  CB  seraient  remplacées  par  dos 
ellipses  « 
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CENTRE    DE   GRAVITÉ  DE    LA   CYCLOÏDE. 

2Q3.  La  cycloïde  ABC  est  le  lieu  décrit  par  le  poinl  M 

^  d'une  circonférence  EMD  qui 
roule  sans  glisser  sur  la 
droite  AC.  Elle  est  définie 
par  l'équation 

arc  MD  =  AD. 

Du  point  M  abaissons  une  perpendiculaire  MP  sur  la  droite 
AC,  et  faisons  AP=a;,  MP  =  î/;  joignons  le  point  M  au  centre 
0  du  cercle  générateur,  et  soit  MOD  =  e. 

A|)pelons  R  le  rayon  du  cercle.  Il  viendra 

arcMD  =  AD  =  R0; 

PD  est  la  projection  sur  AC  du  rayon  MO,  qui  fait  avec  AC  un 
angle  égal  à^  — ô. 
Donc 

a;  =  AD  — PD  =  Re  — Rcos^|— 6)  =  R(6  — sinô). 

La  longueur  MP  est  égale  à  la  projection  sur  DE  de  la  corde 
MD,  laquelle  a  pour  longueur  2R  sîn  ^ ,   et  fait  avec  DE  un 

angle  MDE  égal  à  —^  ;  donc 

y=2Rsin|xcos/^|  — I y=  2Rsin«|=R(l  -  cose). 

Proposons-nous  de  trouver  le  centre  de  gravité  d'un  seg- 
ment ARS  compris  entre  le  point  A  et  une  ordonnée  RS,  définie 
par  son  abscisse  AR=:  a. 


Digitized  by 


Google 


DE  LÀ  CYCLOÏDE.  509 

L'abscisse  Ç  du  point  cherché  sera  égale  à 


J^xydx 

:  a 


Quant  à  son  ordonnée  y;,  observons  que  le  centre  de  gravité 
de  Taire  élémentaire  ydx  est  au  milieu  de  l'ordonnée  y,  et  que 
son  moment  par  rapport  à  AC  est  égal  à  \y^dx.  On  aura  donc 


'0 
VI  =  ■ 


^y^dx 


Or  les  équations  de  la  courbe  donnent 

rfa:  =  ft{l— cosô)</e, 
2/rfa:  =  R«(l  — cosOlMô, 
xydx  =  R5(1  —  cose)«(0  —  sinô)de, 
yVa:  =  R5(1— cos6)Me. 

Appelons  ô'  la  valeur  de  0  qui  correspond  h  x=a\  il  vien- 
dra 


f    (1— cosô)^/ô 

I     (1  —  cosoy^dl 

/     (t—  vos  0)*  do 
Jù 


>:=|l* 


Ces  diverses  intégrales  sont  faciles  à  obtenir.  Développons 
les  carrés  et  les  produits  indiqués  : 

(1  —  cose)«  =  1  —  2cos9  4-  cos«e, 
(1  —  cos6)' =  1  —  Scose -h  Scos'ô  — cos'0, 
(1  —  cos6]*(0— sin6)=0— 2ecosO-hecos'9— sin9-f-2cosesin6 
—  cos*Osinô. 
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Les  intégrales  de  certains  termes  s'obtiennent  immédiate- 
ment: 

f  cas  0d6=z  sine, 

/sin0rfô.=  — cosft, 
/2  cos  $  sin  Qd9  =  sin*  0 , 

i 
/  cos*  B  siri  erf9  =  —  5  cos"»  0» 

Il  reste  à  trouver  /cos*8dô,  /cos*ede,  /Ocosôdô,  /ecos*8cf6. 
Nous  avons  déjà  obtenu  (§  181''")  l'intégrale 

1      1 

/sin«ô<îô  =  ^0  — jsin2d. 

Le  même  calcul  donnerait 

/cos«0«/0  =  îo-hisin2O. 

Pour  avoir  /cos'ôdO,  observons  que 

cos'ô  =  COS0  X  cos»d  =  (1  —  sin*ô)  cosô . 

Donc 

Jco^$d$  =  fcosQdO  ~  /sin*  0  cos  WO  =  sin  0  —  ^s'ur  0. 

Les  intégrales  /ôcosôdO  et  /ôcos*6d6  s'obtiennent  en  ap- 
pliquant le  procédé  de  Vintégration  par  parties  : 

fcos$dd  xe  =  ôsjnô  —  fsmOdB  =  Ôsinô  +  cosô, 
/cos«0d0xe  =  ôx(|o  +  ^sin2ô)—  r^|o+jsin2ô)c/0 

=  Ç  +  |siu20-j6»  +  gCOs2ô      . 

=  Çh-  ■jsln20-h|cos20. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  réunir  ces  différents  termes,  après  les 
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avoir  multipliés  par  les  coefficients  convenables  ;  il  vient,  en 
indiquant  seulement  les  limites, 


ç=R 


[fl  — 2sinO  +  20  +  jSinî^9| 
ô  — 3sinô4-5fl-4-Tsin2fl— sinfl-f-jSinSdj 


6* 
0 


7=AR 


[11        1^' 


Appliquons  cette  formule  à  l'aire  de  la  cycloide  entière 
ABC.  U  faudra  faire  pour  cela  6'  =  2x. 

Faisant  danS  les  inlégrales  générales  6  ==0,  puis  6=2iç,  et 
retranchant,  il  vient 

«=«x^^ .      (..!,)   ^ ^  =  "«' 

•  ce  qui  indique  que  le  centre  de  gravité  est  situé  sur  Taxe  de 
symétrie  IB  ;  et 

valeur  qui  définit  le  point  G,  aux  |  de  IK,  ou  aux  -^  de  IB. 

L'aire  de  la  cycloïde  étant  égale  à  SirR*,  et  l'aire  du  rectangle 
ACLF,  à  4TrR%  la  somme  des  aires  FAB,  IBC,  est  égale  à  Taire 
du  cercle  générateur  icR.   Le  centre  de  gravité  de  Taire 
•FABCLF  est  en  un  point  g  tel  que 

GKx37tR«  =  flrKXfrR«, 
OU 

ôrK  =  3xKG=iR. 

Le  point  g  est  donc  le  milieu  du  rayon  BK. 
On  obtiendrait  par  des  opérations  analogues  le  centre  de 
gravité  d'un  arc  de  cycloïde  AS,  d'un  segment  du  solide  de 
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Vévolulion  engendré  par  la  cycloïde  tournant  autour  de  la 
droite  AC,  ou  de  la  droite  IB,  ou  de  la  droite  BF,  ou  de  la 
droite  AF,  etc. 

REMARQUE   SUR   LES  CENTRES   DE  GRAVITÉ  DES  ARCS  DE*  CERTAINES 

GOURDES. 

204.  La  recherche  du  centre  de  gravité  d'un  arc  de  courbe 
plane  homogène  suppose  connue  la  longueur  s  de  cet  arc;  elle 
exige  de  plus  l'intégration  des  différentielles  xds^  yds,  ce  qui  fait 
en  tout  trois  quadratures  à  exécuter.  11  y  a  des  cas  ou  la  recher- 
che des  intégrales  fxds  et  fyds  est  plus  simple  que  celle  de 
fds,  et  peut  s'achever  sans  introduire  d'autres  transcendantes 
que  les  fonctions  circulaires  et  logarithmiques,  tandis  que 
rintégrale  fds  représente  une  fonction  plus  élevée.  Dans  ce 
cas,  on  peut  construire  a  priori  une  droite  sur  laquelle  sera 
situé  le  centre  de  gravité  cherché.. 

Considérons,par  exemple,  un  arc  d'ellipse,  commençant  au 
sommet  du  grand  axe,  et  terminé  en  un  point  quelconque  du 
quadrant.  Les  coordonnées  a;  et  y  d'un  point  de  l'ellipse  seront 
données  par  les  équations 

«  =  «cos  B,     y'=  h  cosô, 

a  étant  le  demi  grand  axe  et  h  le  demi  petit  axe.  On  en  déduh 

d»  =  de  V^««sin*ô  +  6«cos»  ô, 

quantité  non  intégrable;  tandis  que 
et 

yd^  =  a  sin  BdB  V^a«sin«ô-+-6»cos«e, 

sont  réductibles  à  une  forme  intégrable  en  faisant  u  =  asinO 
dans  la  première,  et  u=5cosO  dans  la  seconde.  On  pourra 
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donc  achever  ces  dernières -intégrations.  Désignons  par  P  et 
Q  les  fonctions  qu'on  obtiendra,  prises  entre  les  limites  0  et  6 
qui  définissent  les  deux  extrémités  de  Tare  ;  Ç  et  v)  étant  les 
coordonnées  du  centre  de  gravité,  on  aura,  en  appelants  la 
longueur  de  Tare, 


'^  =  s 


et 


Q 
Donc 


»,=  g- 


équation  d'un^  droile  qui  passe  par  l'origine  et  par  le  centre  de 
gravité  cherché.  On  pourra  tracer  cette  droite  avant  de  con- 
naître l'arc  S,  fonction  elliptique  de  seconde  espèce,  qui  n'est 
pas  exprimable  en  termes  finis. 

Pour  second  exemple,  prenons  la  lemniscate  représenlée  en 
coordonnées  rectangles  par  Téquation 


ou  en  coordonnées  polaires  par  l'équation 

r  =  av^oos2ô. 

On  passe  de  la  première  forme  à  la  seconde  en  faisant 
x==rçosô  et  j/  =  rsinô.  Cherchons  le  centre  de  gravité  d'un 
are  commençant  au  sommet,  a:  =  a,  î/  =  0,  de  la  courbe. 

De  l'équation  de  la  courbe  on  déduit  successivement 


V        t"Os29  VCOS26I 

expression  qui  a  pour  intégrale  une  fonction  elliptique  de 
-première  espèce; 

I  ûdB  I flrfO 

xd9  =  rcosô  X  • ,  =  a  Vcosïô.cosô  X  -p^^  =  à^cosBdO, 

VC0s2ô  vcosïê 


ydg=z  rsin0X-7=  =  a*sin9J0. 
Vcos2ô 
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Donc 


X'-*-' 


:  a-sinO 
el 

a^sin$d$  =  ««  (1  —  cosô), 
0    . 


en  prenant  les  intégrales  entre*les  limites  0  et  6. 

On  aura  par  conséquent,  en  appelant  Ç  et  t)  les  coordonnées 
rectangles  du  centre  de  gravité  d'un  arc  commençant  au  som- 
met 6  =  0,  et  finissant  en  un  point  0  quelconque  : 

g*sinQ  g»  (i  —  cosfl) 


Donc 


•   ad9  i        ade 

V^cos20  /     v^cos2ô 


1— côsô      .       1^ 
=  tangue. 


sin  0  **  2 


Le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  lemrtiscate  commençant  au 
sommet  de  la  courbe  est  situé  sur  la  bissectrice  de  l angle  formé 
en  joignant  le  centre  aux  deux  extrémités  de  cet  arc. 


CONSTRUCTION  GRAPHIQUE  AU  MOYEN  DE  LAQUELLE  ON  PEUT  DETERMINER 
LE  CENTRE   DE   GRAVITÉ  d'uNE   AIRE   PLANE. 

205.  Soit  AB  (fig.  184)  une  aire  plane  homc^ène  dont  on 
demande  le  cenire  de  gravité.  Nous  chercherons  la  distance 
de  ce  point  à.  une  droite  XY,  tracée  arbitrairement  dans  le 
plan  de  la  figure.  En  répétant  la  même  opération  pour  une 
seconde  droite  coupant  la  première,  nous  aurons  deux  distan- 
ces qui  définiront  la  position  cherchée. 

Nous  pouvons  partager  Taire  en  bandes  infiniment  petites 
par  des  droites  mn,  m'n' ,  parallèles  à  XY  et  infiniment 
rapprochées.  La  position  de  ces  droites  est  donnée  par  les 


DigitizQd  by 


Google 


LE  CENTRE  DE  GRAVITÉ  D'UNE  AIRE  PLANE.  515 

dislances  OM=y,  OM'  =  y  +  (iy,  à  la  droite  XY,  distances 
qu'on  peut  mesurer  sur  un  axe  00',  perpendiculaire  a  leur 
direction  commune. 

Appelons  z  la  dimension  mn  de  la  bande  correspondante  à 
la  distance  OM  =  y.  L'aire  AB  aura  poUr  mesure  Tintégrale 
fzdy,  et  la  somme  des  moments  des  bandes  par  rapport  à 
Taxe  XY  sera  fzydy]  ces  quadratures  sont  prises  entre  les 
limites  î/ = OR;  y  =  OR',  qui       ^  p_     po  v 

correspondent  aux  tangentes  7\~    j^x    ' 

extrêmes  de  la  courbe.  /  ^'^/t\  \^ 

La  distance  y.  du  centre  de  /     \,    ii       \b 

gravité  à  la  droite  XY  sera  le  Z^       fÂ^iifî~  ~  'n 

quotient    ^  •     /\  /;        / 

//'      M   /. 

Nous  allons  transformer  Tm-         _> -_^  rrrl..  Ur/ 

tégralé /«t/dy  et  la  ramener  à ^_  '' -  ^  .y 

la  recherche  de  Taire  d'un  con-    ^  ^  ^ 

tour  tracé  sur  la  figure.  ^'^'  *^ 

A  une  distance  arbitraire,  00'= a,  de  la  droite  XY,  menons 
une  parallèle  X'Y'  à  cette  droite.  Joignons  On  ;  puis  menons 
mp  parallèle  à  On,  jusqu'à  la  rencontre  de  X'Y'  ;  joignons  pO; 
cette  droite  coupe  la  droite  mn  en  [a.  Construisons  le  lieu  du 
point  [A.  Nous  obtiendrons  une  certaine  courbe  riJif',  et  l'aire 
comprise  entre  cette  courbe  et  la  partie  r'nr  du  contour  donné, 
fera  connaître  Tinlégrale  fzydy. 

En  effet,  soit  z'  la  longueur  [in.  On  a,  à  cause  des  paral- 
lèles mp,  On,  la  proportion 


Donc 

Ou.                OM 

ou  bien 

— ^ 
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et 

zy  =  az'. 

Par  suite 

Jzydy  =  Jaz'dy  =  afz'dy  ==  «  X  aire  rftr^nr, 

La  distance  j/^est  donc  à  la  distance  00'  dans  le  rap- 
port des  deux  aires  représentées  sur  la  figure.  La  con-. 
structionpeut  d'ailleurs  être  variée  de  bien  des  manières  dif- 
férentes. • 

Si  du  contour  rpiV  on  déduit,  par  la  môme  construction,  un 
second  contour  r[iV',  déterminant  une  troisième  aire,  on  aura, 
en  appelant  z"  la  dimension  \ffn  de  la  bande  terminée  à  ce 
contour, 

az"  =  z^y, 

par  conséquent 

aH"  •=a%*yz=zzy. 

De  sorte  que  l'aire  comprise  entre  le  nouveau  contour  r^f'  et 
la  p  ri^îonf  mr'  du  contour  donné,  multipliée  par  a*,  représen- 
tera l'intégrale  'fyhdy,  étendue  à  la  totalité  de  l'aire  du  con- 
tour primitif. 

La  même  consiruclion  répétée  une  troisième  fois  ferait 
connaître,  au  facteur  a^  près,  une  aire  proportionnelle  à  l'in- 
tégrale/j/*:rdî/,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment. 

L'évaluation  des  aires  planes  se  fait  très-rapidement  au 
moyen  du  planimètre  d'Amsler;  Vmtégromètre  de  M.  Deprez, 
fondé  sur  les  mêmes  principes  cinématiques,  donne  directe- 
ment l'aire,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité,  et  le  mo- 
ment d'inertie  à* une  surface  plane,  c'est-à-dire  les  intégrales 
f^y^fy^dy,  fyhdy.  Pour  la  description  et  la  théorie  de  ces 
appareils,  nous  renverrons  à  des  notes  insérées  dans  les  An- 
nales des  Ponts  et  Chaussées^  1868,  tome  XVI,  page  224,  et 
1872,  tome  lit,  page  225. 
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THÉORÈME  DE  GULDIN. 

206.  Le  théorème  de  Guldin,  connu  aussi  sous  le  nom  de 
théorème  de  Pappus^  donne  le  volume  engendré  par  une  figure 
plane,  tournant  autour  d'un  axe. fixe  tracé  dans  son  plan,  en 
fonclion  du  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité  de  celle  fi- 
gure, ou  bien  la  superficie  d'une  surface  de  révolution  engen- 
drée par  une  ligne  plane  tournant  autour  d -une  droite  menée 
dans  son  plan,  lorsqu'on  connaît  le  chemin  décrit  par  le  cen- 
tre de  gravité  de  cette  ligne, 

Inversement,  le  théorème  de  Guldin  permet  quelquefois  de 
déterminer  le  centre  de  gravité  d'une  aire  plane  ou  dune  ligne. 

Voici  l'énoncé  de  ce  théorème  :  . 

1"*  Le  volume  engendré  par  une  figure  plane  A»  quatid  elle  fait 
une  révolution  entière  autour  d^un  axe  CB,  tracé  dans  son  plan  {en 
dehors  de  la  figure)^  est  égal  au  produit  de  V aire  A  par  la  circon- 
férence décrite  par  le  centre  de  gravité  G  de  celte  aire. 

-  Si  on  appelle  A  l'aire  de  la  figure,  V  le  volume  engendré 
par  sa  révolution,  et  H  la  distance  EG 
du  centre  de  gravité  de  l'aire  à  l'axe 
CB,  on  aura 

V  =  27rHA. 

Considérons,  en  effet,  le  volume  en- 
gendré par  l'élément  rectangulaire 
mnpq^  pris  où  l'on  voudra  dans  la 
figure  A,  mais  tracé  de  manière  que  les 

•  Fia    18S 

côtés  wn,  pq  soient  perpendiculaires 
à  Taxe  BC,  et  les  deux  autres  côtés,  mq,  npj  parallèles  au 
même  axe-.  Prolongeons  les  côtés  mn,  pq  jusqu'à  la  rencontre 
.de  l'axe  en  r  et  s;  le  volume  engendré  par  le  petit  reclangle 
mnpq  sera  la  différence  de  deux  cylindres  droits,  dont  la  hau- 
teur commune  est  r^,  et  dont  les  rayons  sont  pr  et  qr  ;  le  vo- 
lume cherché  est  donc 

n{pr*'^gP)xrs, 
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expression  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

it[pr'\-qi){pr  —  qr)xrs, 

ou  encore 

Sous  cette  forme^  il  est  facile  de  vérifier  l'énoncé  du  théorème; 

car  qpxqm  est  Taire  w  de  la  surface  mnpq  ;  2tc  x  r     ,.       ) 

est  égal  à  2tc  X  ^fc,  jf  étant  le  centre  de  gravité  du  rectangle, 
et  gh  la  distance  de  ce  point  à  Taxe;  2x  X  gh  est  donc  la  cir- 
conférence décrite  par  le  centre  de  gravité  quand  le  rectangle 
fait  une  révolution  entière  autour  de  BC. 

Pour  passer  delà  au  volume  engendré  parla  figure  totale  A, 
on  décomposera  celte  figure  en  éléments  rectangulaires  infi- 
niment petits,  on  fera  pour  chacun  le  produit    « 

In  Xhot, 

où  (0  désigne  Taire  du  rectangle  considéré,  et  h  la  distance  de 
son  centre  de  gravité  à  la  droite  BC  ;  et  enfin  on  fera  la  somme 
de  tous  ces  produits.  Or  cette  somme  sera,  à  part  le  facteur 
constant  27?,  la  somme  des  moments  des  aires  o)  par  rapport  à 
TaxeBC;  elle  sera  donc  égale  au  moment  de  la  somn^e  des 
aires,  c'est-à-dire  au  produit  de  Taire  totale,  A,  par  la  dis- 
tance, H,  de  son  centre  de  gravité  au  même  axe.  Le  volume 
engendré  est  donc 

.2itHA, 

ce  qui  démontre  le  théorènfie. . 

Si,  au  lieu  de  faire  un  tour  entier  autour  de  BC,  la  figure 
décrivait  seulement  autour  de  cet  axe  un  angle  mesuré  par 
Tare  a,  le  volume  engendré  serait  réduit  dans  le  rapport  de  a 
à  2tc,  et  serait  exprimé  par  le  produit  allA, 

2"^  ha  sutface  engendrée  par  une  ligne  plane  finie,  AA',  quand 
elle  fait  une  révolution  entière  autour  d'une  droite  BG,  tracée 
dans  son  plan  (de  manière  à  ne  pas  la  couper)  j  est  égale  au  pro- 
duit de  la  longueur  L  de  cette  ligne  par  la  circonférence  décrite 
par  son  centre  de  gravité  6. 
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Soit  GE=H*la  dislance  du  callr^  de  gravité  de  la  ligne 
à  l'axe  BG  ;  Taire  engendrée  par  la  révolution  entière  dé 
ÂA'  sera  exprimée  par  le  produit 

2,rHL. 


V 

--^- 


c  \ 


En  effet,  cette  aire  est  la  somme 
des  aires  engendrées  par  les  arcs 
élémenlaires  successifs  mn^  qui  com- 
posent Tare  total  ÂÂ.'.  Abaissons  des 
points  m  et  n  des  perpendiculaires 
«M,  nr  sur  Taxe  ;  l'élément  mn  étant  *** 

infiniment  petit,  peut  être  considéré  comme  recliligne;  il 
engendre  la  surface  convexe  d'un  tronc.de  cdne  qui  a  pour 
mesure  la  moyenne  des  circonférences  des  bases,  multipliée 
par  la  génératrice  mn^  ou  bien 


2       ) 


Soit  jf  le  milieu  de  mn;  la  demi-sonime  -. — ^ —  est  égale  à  la 

dislance gh  du  milieu  àemnk Taxe  BC;  le  produit  précédent 
devient 

^nXghXmn; 

il  faut  faire  la  somme  de  tous  ces  produits  élémentaires,  ce 
qui  revient  à  multiplier  par  2içla  somme  des  produits  mnxgh^ 
ou  la  somme  des  moments  des  arcs  mn  par  rapport  à  Taxe  BC; 
carie  point  3,  milieu  de  mn,  est  le  centre  de  gravité  de  Tare 
ttn.  La  somme  des  moments  des  arcs  élémentaires  est  égale 
au  moment  de  la  somme  de  ces  arcs*  ou  au  produit  de  la 
longueur  totale  L  de  l'arc  AA',  par  la  distance  H  =  GE  de 
son  centre  dé  gravité  à  Taxe  de  révolution,  ce  qui  donne  en 
définitive 

27tHL 

Si  la  ligne  AA^  ne  faisait  pas  un  tour  entier,  et  qu'elle  dé- 
crivit seulement  un  angle  a  autour  de  Taxe  BC,  a  étant  me- 
suré en  parties  du  rayon^  la  surface  engendrée  serait  seule- 
ment alIL. 
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APPLICAnON    DU    THÉORÈME    DE    GULDIN   A   L  ÉVALUATION    DES    VOLUMES 
OU   DES   SURFACES.  * 

207.  Soil  proposé  de  trouver  le  volume  engendré  par  le  trian- 
gle ABC,  faisant  une  révolution  entière  autour  d'une  droite  Al\ 
menée  par  le  sommet  A  en  dehors  de  ce  Iripngle,  mais  dans  son 
plan.  On  délerminera  le  milieu  I  de 
B  la  base  BC  du  triangle,  puis  le  point 

v/ V  G,  centre    de   gravité,   en   prenant 

/    '^^   \i  2  ■ 

^  :_  ;^^  ~'\   .       AG  =  =  AI.  Abaissant  GH  perpendicn- 

Ac    laifement  5  Taxe  AP,  on  aura  pour 

mesure  du  volume  cherché 

Fi.,   187  Vr=  aire  ABC  x2iiGH. 

Du  point  I,  abaissons  IF  perpendiculaire  sur  AP.  La  dis- 

2  ' 

tance  HG  est  les  =  de  IF  ;  substituant,,  il  vient 

0 

V  =  |7rlFx  aire  ABC. 

Cherchons  aussi  l'aire  engendrée  dans  le  même  mouvement 
par  le  côté  BC  ;  celte  aire  S  sera  égale  au  produit  du  côté  BG 
par  la  circonférence  décrite  par  le  centre  de  gravité  I  de  ce 
côté  :  .  ' 

StLSirlFxBC; 

par  conséquent 

car  Taire  du  triangle  ABC  est  la  moitié  du  produit  de  la  base 
BC  par  la  hauteur  AK-,  abaissée  du  point  A,  perpendiculaire- 
ment sur.BC. 

208.  Volume  du  tronc  de  cône.   —  Le  tronc  de  cône  peut 
être  considéré  comme  engendré  par  la  révolution  entière  au- 


Digitized  by 


Google 


, 

\        -^    ''  \ 

y/ 

^     y     1    \ 

-7-v^r„./  \ 

~j72: 

/  ym 

/^ 

DE  GULDIN.  32Ï 

tour  du  côté  AB  d'un  trapèze  ADCB,  dont  deux  angles  A  et  B 
sont  droits.  Soit  G  le  centre  de  gravité  du  trapèze. Le  volume  V 
du  tronc  de  cône  sera  égal  au  produit     ^  ^         ^ 

V  =  SttGL  X  surf .  ABCD. 

Soient  BC=R,  AD=r,  les  rayons    \ 
des  bases  du  tronc   de    cône,   et 
AB  =  H  sa  hauleur .  c*"  tr 

La  distance  a;  =  LG  du  centre  de  fig.  iss. 

gravité  du  trapèze  s'obtiendra  en  prenant  par  rapport  à  AB  les 
moments  des  deux  triangles  ABD,DBC,  ce  qui  donne  l'équation 

surf.  ABD  Xgl-h  surf.  DBG  X  g'V  =  surf.  ABCD  X  ar, 

en  appelant  g  et  g'  les  centres  de  gravité  des  deux  triangles 
situés  sur  les  médianes  BI,  DK. 
Or 

surf.  ABD  =  I  rll, 
surf.  DBG  =  1  RH, 
surf.  ABCD  =  |  (R  +  r)  H  ; 

Pour  obtenir  g'l\  observons  que  la  diagonale  BD  du  trapèze 
divise  cette  droite  en  deux  segments,  dont  l'un,  /'m,  est  le  tiers 
de  AD,  tandis  que  l'autre  est  égal  aux  deux  tiers  de  BK,  ou  au 
tiers  de  BC  ;  donc 

^/'  =  i(AD  +  BC)=^(I4-r). 

Nous  avons  donc  en  résumé 

^"xlr4-|RnxJ([l+r)_^^,^^^,;^^^^. 
i(K-fr)n  ^'         '^^^       ' 

Le  volume  V,  égal  à  ^t:x  X  surf.  ABCD,  est  donc  donné  par 
la  formule 

formulj  des  éléments  de  géométrie. 

II.  — '  m£g.  COLLIGKON.  21 
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209.  Le  volume  d'un  torej  engendré  par  la  révolution  du 
cercle  0  autour  d'une  droite  AB  tracée  dans  son  plan  en  de- 
hors du  cercle ,  est  le  produit  de  Taire  du  cercle  0  par  la 
circonférence  dont  le  rayon  est  égal  à  la  distance  OH  ;  c'est 
le  produit 

,rR»  X  27rH,       OU      2,t«R«H, 


R  étant  le  rayon  du  cercle  0,  et  H  la 
distance  OH. 

La  surface  engendrée  par  la  circon- 
férence a  pour  mesure 

•    Fig.  189.  2;rR  X  27rH  =  47r«RH. 

On  trouverait  de  même  le  volume  engendré  par  une  ellipse 
tournant  autour  d'une  droite  tracée  dans  son  plan. 

APPLICATION  DU  THÉORÈME  DE  GULDïN  A  LA  RECHERCHE  DES  CENTRES 
DE  GRAVITÉ  DES  AIRES  ET  DES  LIGNES  PLANES. 

210.  Soit  proposé  de  chercher  le  centre  de  gravité  d'un  arc 
de  cercle  homogène  AB. 

L*arc  AB  est  symétrique  par  rapport  à  la  droite  OC  ^nenée 
du  centre  0  au  milieu  de  l'arc.  Le  centre  de  gravité  G  est 
situé  sur  cette  droite,  à  une  certaine  distance 
X  du  point  0. 

Par  le  cenire  0  menons  une  droite  OP,  per- 
pendiculaire à  OC;  puis  faisons  tourner  la 
jfigure  autour  de  OP  ;  l'arc  AB  engendrera  dans 
ce  mouvement  une  zone  sphérique  dont  la 
hauteur  PQ  est  égale  à  la  corde  AB  de  l'arc 
donné.  Celte  zone  a  pour  mesure  le  produit 
de  sa  hauteur,  ou  de  la  corde  AB,  par  la  cir- 
conférence d'un  grand  cercle  de  la  sphère,  c'est-à-dire  par 
StcxOC.  Le  théorème  de  Guldin  nous  montre  d'un  autre 
côté  que  la  surface  engendrée  par  une  révolution  entière  de 
Parc  AB  est  égale  au  produit  de  la  longueur  de  l'arc  par  la 


y1\ 

>y 

Digitized  by 


Google 


DE  GULDIN.  323 

circonférence   décrite    par   son  cenlre  de  gravité,    ou    à 
arcABx2xa;.  On  a  donc 

corde  AB  x  SttOC  =  arc  AB  x  -'ira;, 

d'où  Ton  tire 

.  corde  AB 


a;  =  0Cx 


arc  AB 


formule  identique  à  celle  que  nous  avons  trouvée  (§  185)  en 
appliquant  d'autres  méthodes. 

EXTENSION  bu  THÉOHÈME  DE  GULDIN. 

211.  Supposons  qu^n  trace  un  contour  F  dans  un  plan  P, 
qui  roule  sans  glisser  sur  une  surface  développable,  et  qui 
tourne  successivement  d'un  angle  infiniment  petit  autour  des 
arêtes  rectilignes  AB,  A'B',  A^B",  ...,  de  cette  surface. 

Dans  ce  mouvement,  la  figure  F  engendrera  un  volume,  et 
le  périmètre  de  cette  figure  engendrera  une  surface. 

Cela  posé,  le  volume  engendré  par  la  surface  F  entre  deux 
positions  qu^lconqv£S  du  plan  mobile  est  égal  au  produit  de 
V aire  ¥  par  le  chemin  décrit  par  son  centre  de  gravité  G. 

La  surface  engendrée  par  le  périmètre  de  la  surface  F  a  pour 
mesure  le  produit  du  périmètre  L  par  le  chemin  décrit  par  son 
centre  de  gravité  G' . 

Pour  démontrer  ces  théorèmes,  il  suffit  d'observer  que 
pendant  un  temps  infiniment  court  le  pian  P  tourne  autour 
d'un  axe   fixe  AB,   et  que  ^--7i.« 

la  figure  F  engendre  un  élé-  /--^a  v  "■  ''^"'"^^/ 

ment  de  solide  de  révolution.   -        /      //^~-^II~  /    7^' 
Le  théorème  de  Guldin  peut       /       /  /  /    f   ^y^ 
s'appliquer  à  ce  temps  très-    /         Z,  'bV^Vg^v      // 
court;  il  ne  reste  plus  qu'à  bT"-^  / 

faire  la  somme  de  tous  les  ^-^ 

éléments  décrits,  ce  qui  don-  g      •        . 

nera  Taire  F,  ou  le  périmètre  L,  multiplié  par  le  chemin  total 
décrit  par  le  centre  de  gravité  de  Taire  ou  par  celui  du  péri- 
mètre* 
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212.  L'axe  de  rotation,  dans  tout  ce  qui  précède,  est  supposé 
extérieur  à  la  figure  mobile.  Le  théorème  de  Guldin  s'applique 
encore  au  cas  où  l'axe  traverse  la  figure  méridienne,  sauf  à 
prendre  positivement  les  volumes  et  .les  superficies  engen- 
drées par  les  parties  situées  d'un  cô(é  de  l'axe,  et  négative- 
ment les  volumes  et  les  superficies  engendrées  par  les  parties 
situées  du  côté  opposé. 

Si  Ton  adopte  celte  convention,  on  pourra  dire  que  k  vo- 
lume  engendre  par  une  aire  fermée,  tournant  autour  d'une 
droite  tracée  dans  son  plan  et  passant  par  son  centre  de  gravité^ 
est  égal  à  zéro.  Car  le  chemin  décrit  par  le  centre  de  gravité 
est  nul.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  dans  cet  énoncé  on  prend 
avec  des  signes  contraires  les  volumes  élémentaires  engen- 
drés par  les  deux  parties  de  la  figure  séparées  par  l'axe  de  ro- 
tation. 


TRANSFORMATION   d'uNE   SURFACE   HÉLICOÏDALE    EN   SURFACE     . 
DE   RÉVOLUTION. 

21 3.  Lemme.— Soit  AB  (fig.  1 92)  un  élément  mobile  infiniment 
petit  dont  tous  les  points  décrivent  à  chaque  instant  des  trajec- 
loires  normales  à  la  direction  correspondante  de  l'élément. 
L'aire  engendrée  par  l'élémenl  entre  deux  posi- 
tions quelconques  AB,  A'B'  sera  égale  au  produit  de 
AB  par  le  chemin  I V  décrit  par  le  centre  de  gravité, 
I,  de  l'élément,  et  comme  les  longueurs  AA',  BB', 
ce,  diffèrent  de  quantités  infiniment  petites,  on 
pourra  exprimer  cette  aire  AA'B'B  par  le  produit 

AB  X  AA'. 

Fig.  192.  En  effet,  considérons  les  positions  successives  AB, 
A^B^,  A,Bj,...  de  Téléinent  mobile,  et  évaluons  l'aire  AA^B^B 
comprise  entre  deux  positions  consécutives. 

Par  AB  (fig.  193),  faisons  passer  un  plan  P,  normal  à  la  tra- 
jectoire du  point  1;  par  A^B^,  faisons  passer  un  plan  P^, 
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normal  à  la  même  trajectoire  au  point  F^.  Ces  deux  plans  se  cou- 
peront suivant  la  droKe  LL',  axe  de  courbure  de  la  courbe  II^. 
Prolongeons  AB  dans  le  plan  \\  jusqu'à  la  rencontre  de  LL' 
enC;  puis  imprimons  au  planP,  autour  de  LL',  un  mouvement 
de  rotalion  infiniment  petit,  qui  amène  le  point  I  au  point  I^, 
cl  Télément  AB  dans  la  position  «p.  Dans  ce  mouvement,  l'élé- 
ment AB  engendre  une  portion  infiniment*  petite  de  surface 
conique  dont  le  sommet  est  au 
point  C,  et  cette  portion  a  pour  me- 
sure le  produit  ABxII^.  Pour  ame- 
ner ensuite  Télémenl  mobile  dans  sa  ^  ^  ^<c--  -.-  î  ' 
position  A^B^,  il  n'y  a  plus  qu'à  faire  ^/^ 

tourner  dans  le  plan  P^  l'élément  ag  .  ^ 

d  unangle  infiniment  petit  autour  de    l'--^^  ..  _ 
son  milieu  I^.  On  déforme  ainsi  l'élé-  ^^--^^ 

ment  de  cône  AaPB,  qui  devient  un 
élénnent  de  surface  gauche,  AA,B,B.  ^'^'  ^^' 

Dans  cette  déformation,  chaque  élément  de  la  surface  conique 
reçoit  un  déplacement  normal  infiniment  pelit. 

A  chaque  élément  de  la  surface  gauche  correspond  donc 
sur  le  cône  un  élément  superficiel  qui  en  est  la  projection  or- 
thogonale, et  comme  l'angle  de  ces  deux  éléments  est  infini- 
ment petit,  il  y  a  égalité  entre  les  deux  éléments,  et  par  suite 
entie  les  deux  surfaces  (I,  §62).  La  déformation  n'entraine 
ainsi  ni  altération  des  aires  ^  ni  altération  des  éléments  de 
longueur,  et  l'on  a 

surf.  AAjBiB  =  AB  X  Hi, 

comme  si  le  déplacement  de  l'élément  générateur  avait  con- 
sisté dans  une  simple  rotation  autour  de  LL'. 

11  en  est  de  même  de  chaque  élément,  et  par  suite  aussi  de 
leur  somme,  ce  qui  donne  pour  résultat  définitif  ABxII',  ou 
AB  X  AA',  en  remplaçant  I V  par  la  longueur  A  A',  qui  en  dif- 
fère infiniment  peu  (fig.  192). 

214.  Ce  lemme  trouve  son  application  dans  la  théorie  de 
surfaces  hélicoïdales. 


Digitized  by 


Google 


526  THÉORÈME 

Soil  00'  Taxe  d'une  surface  engendrée  par  le  mouvement 
hélicoïdal  imprimé  à  une  fîgure  quelconque. 
Le  point  A  parcourt  dans  ce  mouvement  une  hélice  AA',  le 
point  B  une  hélice  BB';  toutes  ces  hé- 
lices ont  môme  pas  AA'=BB'  =  ft; 
elles  diffèrent  par  les  rayons  Aa,  Bft 
des  cylindres  droits  sur  lesquels  elles 
sont  tracées. 

Pour  définir  la  figure  génératrice, 
menons  sur  la  surface  une  ligne  PP', 
qui  coupe  à  angle  droit  toutes  les  héli- 
ces AA',  BB',  ce,...  Sur  cette  ligne 
prenons  une  origine  arbitraire  P,  et 
comptons  les  arcs  à  partir.de  ce  point, 
dans  le  sens  PP'.  Un  point  A  de  la  ligne 
sera  donné  par  Tare  PA  =  s  qui  lui 
correspond;  ce  point  appartient  d'ailleurs  à  un  cylindre  droit 
de  rayon  A/i  =  R,  et,  par  suite,  la  forme  de  la  surface  héli- 
coïdale établit  entre  les  deux  quantités  5  et  R  une  relation 

qu'on  peut  supposer  connue. 

Évaluons  la  surface  de  la  bande  hélicoïdale  engendrée  par 
l'élément  AB  =  ds,  et  comprise  enlre  deux  positions  AB  et  A'B' 
éloignées  d'une  spire.  Chacun  des  points  de  cet  élément 
décrivant  des  lignes  normales  à  sa  direction,  on  peut  appli- 
quer le  lemme  précédent,  ce  qui  donne  pour  aire  de  la  bande 
le  produit  - 


ou  bien 


AB  X  longueur  (Amm'A'), 


rfsXV'^TrW-f-A*. 


^  Nous  allons  chercher  (fig.  19&)  à  quelle  distance  y  =  aa,  de 
l'axe  0)0)'  il  faut  placer  un  arc  a^  =  ds= AB,  pour  qu'une 
révolution  entière  de  a^utour  de  o)o)'  engendre  une  surface 
égale  à  cette  bande  hélicoïdale* 
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L'aire  engendrée  étant  égale  à 

OU  à 

ds  X  ÎTry, 

la  condition  d'équivalence  des  deux  bandes  est 
ou  bien 

h* 
,y'  =  R»  +  -,. 

Imaginons  que  cette  relation  soit  satisfaite  en  tous  les  points 
de  la  courbe  a^y ...  Il  y  aura  équivalence  entre  les  aires 
•de  la  surface  de  révolution  et  les  aires  correspondantes  de  la 
surface  hélicoïdale  ;  cette  équivalence  aura  lieu  non-seulement 
de  bande  à  bande ,  mais  encore  d'élé- 
ment à  élément,  en  prenant  pour  élé- 
ments correspondants  une  même  partie 
aliquote  de  deux  bandes  correspondan- 
tes. On  partage  ainsi  les  deux  bandes  en 
éléments  rectangulaires  qui  se  corres- 
pondent, et  qui  ont  à  la  fois  même  sur- 
face et  même  dimension  aP=AB=ds.  p^ 
Leurs  secondes  dimensions  sont  donc 
aussi  égales,  et,  par  suite,  il  y  a  non-seulement  équivalence 
des  aires,  il  y  à  encore  égalité  entre  les  éléments  de  longueur 
correspondants,  tracés  sur  les  deux  surfaces,  et  égalité  des 
angles  que  ces  éléments  font  entre  eux.  Donc  enfin  la  surface 
hélicoïdale  est  applicable  sur  la  surface  de  révolution. 

L'équation  de  la  méridienne  a^Y---  s'obtiendra  en  rempla- 
çant R  par  sa  valeur 


V' 


>--& 


dans  l'équation  s = F  (R) ,  et  l'on  aura 

il  restera  à  intégrer  cette  équation,  pour  la  ramener  à  ne  con- 
tenir que  les  variables  x  et  y. 
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Prenons  pour  exemple  Thélicoïde  à  plan  directeur.  La  ligne 
PP',  trajectoire  orthogonale  des  hélices  est'  alors  la  généra- 
trice rectiligne  de  la  surface,  et  Téquation  5  =:F  (R)  prend  la 
forme  simple  s  =  R,  en  comptant  les  arcs  à  partir  de  Taxe  00'. 

L'équation  de  la  méridienne  correspondanle  sera 


■=v^^.- 


Nous  verrons  plus  loin  que  celte  équation  appartient  à  une 
chaînette  qui  aurait  pour  axe  horizontal  la  droite  oxi)',  et  pour 

ordonnée  au  point  le  plus  voisin  de  l'axe  la  quantité  ^p.  La 

surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  chaînette  autour  de 
son  axe  horizontal  a  reçu  d'Edmond  Bour  le  nom  à*alysséide. 
C'est  au  mêmç  géomètre  qu'on  doit  le  théorème  général,  que 
toute  surface  hélicoïdale  est  applicable  sur  une  surface  de 
révolution.  La  proposition  particulière  relative  à  Thélicoïde 
à  plan  directeur  avait  été  démontrée  précédemment. 


VOLUME   DU   CYLINDRE   TRONQUÉ. 

215.  Si  Von  projette  orthogonalement  une  figure  plane  F  sur 
un  plan  fixe  Vjlé  centre  de  gravité  de  la  projection  F'  est  la  pro- 
jection orthogonale  du  centre  deyravité  de  la  figure. 

Cette  proposition  peut  être  considérée  comme  un  cas  parti- 
culier de  la  remarquell  du  g  168.  On  pourrait  d'ailleurs  réta- 
blir directement. 

La  même  proposition  subsiste  pour  les  projections  obliques, 
faites  par  des  droites  parallèles.  Il  suffit,  pour  l'établir,  de 
couper  les  droites  projetantes  par  un  plan  perpendiculaire  à 
leur  direction  commune,  et  d'appliquer  le  théorème  aux  trois 
sections  ainsi  obtenues. 

•  216.  Soit  MN  (fîg.  196)  une  surface  cylindrique  ou  prismati- 
que, coupée  par  un  plan  ABCD.  Soit  G  le  centre  de  gravité  de 
cette  section.  Par  ce  point,  menons  une  droite  AB  dans  le  plan 
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de  la  section,  ef  conduisons  par  celte  droite  un  second  plan 
AEBF,  faisant  un  angle  infiniment  petit  avec  le  premier. 
De  celte  manière,  nous  ajoutons  d'un  côlé  au  volume  du 
prisme  ou  du  cylindre  un  onglet  infiniment  petit  AFDB,  et 
nous  retranchons  de  l'autre  l'onglet  infiniment  petit  ACEB. 
Faisons  tourner  la  figure  ACDB  autour  de  AB  pour  l'ame- 
ner dans  le  plan  "AEBF.  Dans  ce  mouvement  elle  engen- 
drera deux  onglets  de  révolution  opposés  par  le  sommet,  qui 
différeront  des  onglets  cylindriques  AFDB  et 
ACEB,  d'infiniment  petits  du  second  ordre  ; 
or  ces  deux  onglets  de  révolution  sont  égaux 
en  vertu  du  théorème  de  Guldîn  ;  car  l'un 
étant  pris  positivement,  l'autre  négativement, 
leur  somme  algébrique  est  nulle  (§  213).  11 
en  est  donc  de  même  des  onglets  cylindri- 
ques, et  par  suite  le  volume  du  cylindre  ou 
du  prisme,  compris  entre  une  section  quel-  ^'^'  ^^* 

conque  MN  et  la  section  ACBD,  n'est  pas  altéré  par  la  substitu- 
tion au  plan  ACBD,  d'un  plan  infiniment  voisin  AEBF,  pourvu 
que  le  second  plan  passe  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  sec- 
tion déterminée  jpar  le  premier. 

Le  centre  de  gravité  de  la  nouvelle  sectipn  coïncide  avec  le 
centre  de  gravité  G  de  l'ancienne,  car  la  seconde  section  est 
la  projection  delà  première,  parallèlement  aux  arêles  du  cy- 
lindre (g  216).  On  n'altère  donc  pas  le  volume  du  cylin- 
dre en  faisant  encore  tourner  le  plan  de  la  section  EF  d'un 
angle  infiiiiment  petit  autour  d'une  droite  passant  par  le  point 
G.  En  définitive,  qu'on  modifie  comme  oji  voudra  l'orien- 
tation du  plan  de  la  section  ACBD,  pourvu  que  ce  plan  passe 
toujours  par  le  centre  de  gravité  G  de  la  section,  le  volume 
du  cylindre  n'en  est  pas  changé. 

217.  Celte  remarque  conduit  à  la  mesure  du  volume  du 
cylindre  ou  du  prisme  tronqué.  Soit  P  un  cylindre  coupé 
par  deux  plans  A,  B,  menés  d'une  manière  quelconque. 
Prenons  le  centre  de  gravité  G  de  la  section  A  :  la  section  B 
est  la  projection  de  la  section  A  sur  le  plan  B,  faite  parai- 
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lèlement.aux  génératrices  du  cylindre;  donc  le  centre  de  gra- 
vité, G',  de  cette  section,  est  situé  sur  une  parallèle  aux  géné- 
ratrices, menée  par  le  centre  de  gravité  de  Tautre  section  A. 
Par  les  points  G  et  G',  menons  deux  plans,  a,  6, normaux  aux 
génératrices.  La  substitution  de  ces  sections  aux  sections  pri- 
mitives n'altère  pas  le  volume  du  cylindre  (§  216),  de  sorte 
que  le  volume  compris  entre  les  sections  normales  a  et  6  est 
égal  au  volume  donné  ;  mais  le  cylindre  ab  est  un  cylindre 
droit,  dont  le  volume  s'obtient  en  multipliant  la  base,  Surf,  a, 
par  la  hauteur,  GG'  ;  le  produit  Surf,  a  x  GG'  est  donc  aussi  la 
mesure  du  volume  A.B,  et  Toifi  obtient  ce  théorème  : 

Le  volume  d'un  cylindre  ou  d'un  prisme  tronqué  est  le  produit 
de  Vaire  de  sa  section  droite  par  la  distance  des  centres  de  gra- 
vité de  ses  deux  bases. 


THÉORÈAfÉS   DIVERS   SUR   LES   CENTRES    DE    GRAVITÉ. 

218.  Lorsque  des  forces  se  font  équilibre  autour  d-wn  même 
point'Oj  ce  point  est  le  centre  de  gravité  d'un  système  de  points 
également  pesants  placés  aux  extrémités 
des  droites  représentatives  de  ces  forces. 
'^  Soient 


?! 


la.  La. 


Fig.  197.  Y  V  7 

les  composantes  suivant  les  trois  axes  rectangulaires  0X,  OY, 
OZ  des  n  forces  qui  sollicitent  le  point  0.  L'équilibre  ayant 
lieu,  on  aura 

XiH-Xs  +  X5+...+X„  =  0, 
Zi  +  Za  +  Z5  +  . . .  +  Z„  =  0. 

Un  point  matériel  de  poids  p,  placé  à  l'exlrémilé  M  de  la 
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droite  OM  qui  représenle  la  première  force,  a  pour  coordonnées 
OP=Xj,  PN='Yj,  NMzrrZj.  Les  composantes  des  forces  don- 
nées représentent  ainsi  les  coordonnées  des  points  maté- 
riels correspondants.  Le  centre  de  gravité  de  ces  points,  sup- 
posés tous  également  pesants,  a  pour  coordonnées 

^  ~"  2j>  ""  2/>  ' 

^       Ip         Ip  ' 

Or,  les  sommes  ZX,  ZY,  ZZ,  étant  nulles,  il  en  ësl  de  même 
des  coordonnées  Ç,  y;  et  Ç.  Le  centre  de  gravité  est  donc  à  l'o- 
rigine. 

On  pourrait  aussi  placer  tous  les  points  matériels  M  à  une 
distance  constante  de  Torigine,  sauf  à  leur  donner  à  cha- 
cun un  poids  proportionnel  à  la  force  correspondante  OM 
(Cf.  §28). 

219.  Lorsque  différentes  forces  sont  appliquées  à  un  même 
point  M,  la  résultante  de  ces  forces  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité G  dVn  système  de  points  également  pesants  placés  aux 
extrémités  des  droites  représentatives  de  ces  forces^  et  elle  est 
égale  au  produit  de  la  distance  MG  par  le  nombre  des  forces 
'  données. 

Soient  MF,  MF',  MF'', ....  les  n  forces  données;  elles  sont 
tenues  en  équilibre  par  une  force  MR,  égale  et  contraire  à 
leur  résultante.  Plaçons  des  poids  égaux  p  aux  points 
F,  F',  F",  ...  et  au  point  R  ;  le  centre  de  gravité  de  ces  points 
sera  le  point  M,  Soit  G  le  centre 
de  gravité  des  poids  placés  en 

F,  F,  F",  ....  On  obtiendra  le     ^   .^  - 

centre  de  gravité  M  du  sys-     ^ 

tème  total  en  composant  le  ^*^*  ^^• 

poids  np  appliqué  en  G  avec  le  poids  p  appliqué  en  R.  Donc 

les  trois  points  R,  M,  G  sont  en  ligne  droite,  et  MR  est  égal  à 

n  fois  MG. 
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220.  Le  théorème  du  §  167  est  un  simple  corollaire  de 
cetle.proposition. 

Soit  M  un  point  matériel  qui  attire  chaque  molécule  d'un 
systèmes  proportionnellement  à  la  quantité  de  matière  qu'elle 
renrerme  et  à  sa  dislance  h  ce  point. 

Partageons  le  système  S  en  »  parties  infiniment  petites, 
ayant  chacune  un  même  poids  p.  Les  forces  qui  représen- 
tent les  attractions  de  ces  diverses  parties  A,  A',  A"...  sur  le 

point   M    sont    représentées  en 


.  ^     ^^    grandeur  et  en  direction  par  les 

^  *.A'     \    droites  MA,   MA',   MA",...   Leur 

^---^^/^^  *       /    résullante,    qui   représente  l'at- 

^•'^^^Z7  *^     /    traction  totale  de  M  sur  S,  ou  de 

;    -;•,       /      S   sur  M,   passe  au    centre  de 

\       y        gravité  G  des  n  poids  p  placés 

"'  en  A,  A',  A",...    c'esl-à«dirc  au 

*°"  '  '  centre  de  gravité  du  système  S,  et 

elle  est  représentée  en  grandeur  par  le  produit  MGx«; 

elle  est  donc  la  même  que  si  les  n  poids  p  étaient  réunis  au 

point  G. 

Lorsque  Vattraction  par  unité  de  poids  est  proportionneUe 
à  la  distance,  un  point  matériel  attire  un  système  comme  si 
toute  la  matière  de  ce  système  était  réunie  en  son  centre  de 
gravité,  et  par  suite  deux  systèmes  matériels  s^attirent  comme 
si  la  matière  de  chacun  d'eux  était  concentrée  en  son  centre  de 
gravité. 

221.  Soient  A,  B,  C,...D,  n  points  matériels  donnés  de  posi- 
tion dans  l'espace  ;  soient  p^ ,  j)j,  jjj, . .  .p„,  leurs  poids  respectifs. 
Déterminons  le  centre  de  gravité  G  du  système  formé  par  ces 
n  points.  Soit  enfin  M  un  point  quelconque  pris  dans  l'espace. 
Le  théorème  que  nous  allons  démontrer  consiste  dans  Ténoncé 
suivant: 
La  somme 

des  carrés  des  distances  du  point  M  aux  n  points  donnés^  multi- 


Digitized  by 


Google 


SUR  LES  CENTRES  DE  GRAVITÉ.  333 

plies  par  les  poids  respectifs  de  ces  points^  est  égale  à  la  même 
somme  prise  pour  le  centre  de  gravité  G, 

GÂ-xi^i  +  Gii*Xi>s-h(ïc*x;^î,H-...  -tGb^xjhh 

augmentée  du  produit  du  carré  de  la  distance  des  points  M  et  G 
par  le  poids  total  (Pi  H-p,  -hpj  -h  . . .  -h  JJ„) . 
En  d'autres  lerrnes,  on  a  l'équation 

.wÂ'x;>,+  .    .  +  iHJ*X;>n  =  (GÂ*Xi;i-f-  ...-\-Wxpn) 
+  MG*x(y'i4-...+rnl. 

Plaçons  l'origine  des  coordonnées  au  centre  de  gravité  G. 
Soient 

^i»         Vu         3i. 

3Ci,      2/a,      Sj. 


^n»       yn,       3». 

les  coordonnées  rectangulaires  des  points  A,  B,...D,  et 

a-,      y,      3, 

les  coordonnées  du  point  M. 

Le  prenaier  terme  de  l'équation  peut  se  représenter  en 
abrégé  par 

Développant  les  carrés,  et  faisant  sortir  les  facteurs  com- 
muns des  signes  2,  il  vient 

(x«  4-  y  «  +  3«)  ip,  -  2x2p,x,  -  2ylp,y,  -  2zlp,,,  +  v^,,  (^^»  +  y,t  +  ^^t) . 

Les  sommes 

^Pk'^K»    ^PkVk^    ^rkh> 

sont  nulles,  puisque  le  centre  de  gravité  est  à  Torigine. 
.  La  somme  se  réduit  donc,aux  deux  termes 
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OU  au  second  membre  de  réquation  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer. 
On  a  en  effet 

et 

Il  est  Irès-facile  de  démontrer  cette  proposition  par  la  sim- 
ple géométrie.  On  l'établit  d'abord  pour  un  syMème  de  deux 
points;  puis  on  fait  voir  que,  si  elle  est  vraie  pour  un  système 
de  n  points,  elle  est  vraie  aussi  pour  un  système  qui  en  com- 
prendrait n  -4- 1 . 

222.  Corollaires.  —  1°  Le  lieu  géométrique  des  points  M  tels, 
que  la  somme, 

des  carrés  de  leurs  distances  à  n  points  donnés,  multipliés  res- 
pectivement par  les  poids  de  ces  points,  soit  constante,  est  une 
surface  sphérique  décrite  du  centre  de  gravité.  G,  des  n  points 
comme  centre. 
En  effet,  la  somme 

(SÂ'X;^, -f  ...+MD*X?>n) 

se  décompose  en  deux  parties  :  l'une, 

(ÏÏI*Xiîi  +  ...  +GD*x;?»), 

est  indépendante  de  la  position  du  point  M;  l'autre 

MG*X(i>i+Pâ +...+/?«), 

ne  dépend  que  de  la  distance  MG.  La  somme  est  donc  con- 
stante si  MG  est  constant,  ce  qui  a  lieu  pour  tous  les  points 
de  la  sphère  décrite  du  point  G  comme  centre  avec  MG  pour 
rayon. 
2^  Le  minimum  de  la  somme 

MÂ*xpi+  ...  +MÏj*x;j« 
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a  lieu  lorsque  MG=0,  c'est-à-dire  lorsque  le  point  M  coïn- 
cide avec  le  centre  de  gravité  des  n  points  donnés. 

223.  On  peut  rattacher  ces  dernières  propositions  au  théo- 
rème §  219,  en  s^appuyant  sur  la  méthode  exposée  g  H9  pour 
mener  des  normales  aux  surfaces. 

A,  B,...D  étant  des  points  fixes,  soient 


rn, 


les  distances  variables  d'un  point  mobile  M,  assujetti  à  véri- 
fier dans  toutes  ses  positions  Téqùation  . 

Pif*  -\-Pi''i'  4-  • . .  4-  Pnrn*  =  constante. 

Cherchons  la  normale  à  la  surface  représentée  par  cette 
équation 

Pour  cela,  formons  les  dérivées  partielles  du  premier  mem- 
bre par  rapport  aux  variables  r^,  rj,...r„,  ce  qui  donnera 


Nous  devrons  porler,  à  partir  du  point  M,  sur  les  rayons 
MA,  MB,...MD,  des  longueurs  respectivement  proportion- 
nelles à  ces  dérivées,  ou  proportionnelles  aux  produits  p/^, 
/^î^svJVm  puis  composer  ces  longueurs  à  la  manière  des 
forces.  La  résultante  aura  la  direction  de  la  normale  cher- 
chée. 

Or  il  résulte  du  théorème  du  g  219  que  la  résultante  passe 
par  le  centre  de  gravité  G  des  poids p^,  p^y...pn^  placés  respec- 
tivement aux  points  A,  B,...D. 

La  normale  passe  donc  par  un  point  fixe,  et  par  suite  la 
surface  cherchée  est  une  sphère  qui  a  ce  point  pour  centre* 

A  la  vérité,  le  théorème  du  g  219  est  établi  pour  des  points 
également  pesants,  et  pour  des  forces  représentées  par  les 
dislances  r^,  rj,...r«.  Mais  la  proposition  s*étend  à  des  points 
dont  les  poids  p^,  p^^^^-Pn  soient  inégaux,  pourvu  que  les  forces 
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soient  représentées  par  les  produits  p^r^,  p^r^y.-^Pnrn'  Admet- 
Ions  en  effet  que  les  poids  p^,  p^,  --Pn  aient  une  commune 

mesure,  p,  de  sorte  que  les  rapports  ^ ,  ^  ,...  — ,  soient  tous 

exprimables  par  des  nombres  entiers*.  On  pourra  regarder  le 

point  A  comme  renfermant  (^jpoints  matériels,  le  point  B 

r^j  points,...  le  point  D^^j  points,  tous  ces  points  ayant 

le  même  poids  p.  Le  système  des  n  points  donnés  sera  ra- 
mené ainsi  à  un  système  de 

Pi  +  ;^a+  •..  -\-rn 
p 

points  également  pesants,  auxquels  on  peut  appliquer  à  la 
lettre  le  tliéorème  du  §  219  ;  ce  qui  revient  en  définitive  à 
attribuer  aux  points  donnés  leurs  poids  effectifs,  et  à  repré- 
senter les  forces  par  les  produits 

ainsi  que  nous  Tavons  fait.  La  démonstration  s'étendrait  aisé- 
ment aux  cas  où  les  poids  p^^p^...  n'auraient  pas  de  com- 
mune mesure. 


APPLICATIONS    GÉOMÉTRIQUES. 

224.  Soient  ABC  m  triangle,  0  le  centre  du  cercle  circonscrit^ 
et  G  le  centre  du  cercle  inscrit.  On  demande  de  déterminer  la 
distance  OG  de  ces  deux  points. 

Le  point  0  est  à  des  distances  égales,  OA=OB  =  OC  =  R, 
des  sommets  du  triangle. 

Le  point  G  est  à  des  distances  égales,  Ga  =  Gft;=Gc=r, 
des  côtés  du  même  triangle. 

Plaçons  en  A,  en  B  et  en  C  des^ poids  lels,  que  le  centre  de 
gravité  de  ces  trois  points  soit  au  point  G.  Appelais  p,  p',  p\ 
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les  poids  placés  en  A,  en  B  et  en  C,  cl  prenons  les  moments 
successivement  par  rapport  aux  côlés  du  triangle.  Nous  aurons, 
en  appelant  ft,  h\  h",  les  hauteurs  Aa,  Bg.  Cy,  les  irois  équa- 
tions : 

py<h=  [p  -^p'  +  ;>")  X  Grt  =])-}-  V'  -f  •  />")  r, 
;/X /*'={;) +•;/  +  ;/')»•» 

Donc 

ph  =  p'h'  -r  //'/*", 

et  par  suite,  ou  peut  faire  p=ia,  p'=zb,p"=c^  en  appelant 
.a,  &,  c,  les  trois  côtés  du  trian- 
gle ;  car  les  produits  ah,  bh\  cU\ 
et  le  produit  {a'^h-['C)r  sont 
tous  les  quatre  égaux  au  double 
de  Taire  du  triangle. 

On  satisfait  à  la  condition 
demandée  en  plaçant  au  point  A 
un  poids  a  proportionnel  au 
côté  BG  ;  en  B,  un  poids  è,  pro- 
portionnel à  AC  ;  en  C,  un  poids 
c,  proportionnel  5  AB. 

Appliquons  le  théorème  du 
g  221  au  point  0  et  au  systènie  ainsi  formé.  Nous  aurons 
l'équation 

GÂ^  X  a  -h  ÔÛ*  X  //  -+■  Ûi^"  X  c  =:  GÂ^  X  rt  4-  Cili"  X  ^  +  fc*  X  r 
-h  ()(i*x(«4-6H-c) 

ou  bien 

U«X  (a-|-6-4-c)  =  GÂ*Xa  +  Ô5'x^^GC*Xc      *' 
f  , 

Résolvant  par  rapport  à  l'inconnue  OG  ,  il  vient 

QC^  —  r       ^'  X  ^  +  ^^  X  ^-l-'GC'x  c 
a->rb-\-c 

Le  dernier  terme  du  second  membre  peut  être  simplifié. 

II.  —  U£C.   COLUOXOM.  22 
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soient  représentées  par  les  pro(^'      .  ^^^^g  ^ôlés  Go,.Gb,  Gc, 
tons  en  effet  que  les  poid«      .  '.r^^g angles  opposés,  res- 

.  -'y 
mesure,  p,  de  sorte  qu  .  ,^ 

exprimables  par  de 

point  A  comme 

{^  poinlF 

le  mèmf 
mené  ' 


-és  valeurs;  il  vient 


^ 

r 

CB^ 

r 

GC  = 

r 

^— c 

siny 

OG' 

„„  sait  que 


l  rin«|       sin»!       s.n«j    I 
^  K«  -  >•»  X  L -o  +  t  +  c  J 


2p  ==  a  +  fr  +  c  ; 


sin.|=-i£^^^^. 


sin 


B      (?j  — qHp  —  g), 


L*^== 


ad 


m*  —  =  ^ rr- 


sin    .^ 


Donc 


sin*!       sin«^       sin«- 


aewîXP 


et  enfin 
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oit  S  la  surface  du  triangle  ABC.  On  aura  à  la  fois 

s  =  \/p{p  —  a){p^b)[p^c]j 

1 

S.=^6csinA 

et 

S=|?r. 

2S 
Remplaçons  dans  le  numérateur  bc  par  -^— r,  et  pr  par  S  ; 

et  dans  le  dénominateur,  p  {p  —  a)  (p  —  b)  (p  —  c)  par  S'  : 

2a 
rX-4^XS« 

ÔG*  =  RB. !!JL^ =  R.-,X-^. 

'^S*    ^  sin  A 

Prolongeons  la  droite  AG  jusqu'à  la  rencontre  I  avec  le  cer- 
cle circonscrit.  Le  point  I  sera  le  milieu  de  Tare  BC,  et  la 
droite  01  coupera  la  droite  BG  au  point  K  à  angle  droit  et  en 
deux  parties  égales.  L'angle  au  centre  BOI  est  égal  à  l'angle 
BAC,  inscrit  dans  le  cercle  et  sous-tendant  sur  la  circonfé- 
rence Un  arc  double  de  BL  Donc 

Boi  =  A,     • 


BK=: 

1 

lisinA, 

a     __ 
sin  A  " 

2K 

ôï? 

=  B«- 

-  IWr. 

et 


La  distance  OG  est  en  définitive  une  fonction  des  deux 
quantités  R  et  r.  Donner  en  grandeur  le  cercle  inscrit  et  le 
cercle  circonscrit,  c'est  donner  en  môme  temps  la  dislance  de 
leurs  centres.  Il  en  résulte  qu'étant  donnés  deux  cercles 
dans  un  plan,  il  n'est  pas  toujours  possible  de  construire  un 
triangle  qui  soit  inscrit  dans  Tun  et  circonscrit  à  l'autre  ;  et 
que  s'il  est  possible  d'en  construire  un,  on  peut  en  construire 
une  infinité  d'autres.  Plus  généralement,  étant  données  deux 
courbes  du  second  ordre  dans  un  plan,  il  n^est  pas  toujours 
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possible  d'inscrire  dans  l'une  un  polygone  fermé  d'un  nom- 
bre détermine  de  côlés  qui  soit  circonscrit  à  l'autre,  et  s'il  y 
en  a  un,  il  y  en  a  une  infinité*. 

225.  Étant  donnés  iin  cercle  0  et  un  point  A  dans  le' plan  de 
ce  cercle j  on  mène  par  ce  point  deux  droites  rectajigulaii^es  AB, 
AC,  qui  rencontrent  la  circonférence  en  B  et  C.  Ojï  joint  BC, 
et  du  point  A  on  abaisse  sur  BC  la  perpendiculaire  AP.  On  de- 
mande le  lieu  dû  point  P,  pied  de  cette 
perpendiculaire. 
/  V  .j  ,^,  .  .  ^  Soit  R  le  rayon  du  cercle;  faisons 
-    \i>f<''    '  .   Ah=x,  kC  =  y.  Le  point  P   divise 

[     A  "Fo  r^   l'hypoténuse,  BC,  du  triangle  rectan- 

^  /    gle  ABC  en  segments  proporlionnels 

/      aux  carrés  des  côtés  de  l'angle  droit. . 


-^  Donc  le  point  P  est  le  centre  de  gra- 

^*^-  ^^'  vite  du  système  formé  par  un  poids 

égal  à  j/*  placé  en  B,  et  par  un  poids  égal  à  x*  placé  en  C.  Cette 

remarque  nous  donne  immédiatement  la  distance  OP;  en  effet, 

appliquons  le  théorème  du  g  221,  nous  aurons 

Or  . 

OB=rOC=l's 

ÂÏÏ*         X' 

•   •  CP-'  y" 


L'éi]uation  devient  donc 

OU,  en  supprimant  le  facteur  x*  4-  j/*, 

*  Ce  théorème»  démontré  pour  la  première  fois  par  Poncelet  dans  son  Traité 
des  propriétés  projectives  des  figures  (section  IV,  chap.  m],  à  été  rattaché  d*une 
manière  très-ingénieuse  par  Jacobi  à  la  théorie  des  fonctions  eUiptiques. 
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Mais  APxBC,  double  de  là  surface  du  Iriangle  ABC,  est 
égal  à  AB  X  AC  ou  à  xy.  Donc 

et  enfin  .  - 

Prenons  le  milieu  I  de  AQ;  nous  supposeroiis  deux  poids 
égaux  placés  en  A  et  en  0,  qui  auront  leur  centre  de  gravité 
en  I,  et  nous  appliquerons  encore  le  Ihéorèm'e.  Il  viendra 

ôP'-hÂP^  — 'iFï*  +  2ÂT^ 
et  par  suite 

R2  =  m^  +  2ÂT*. 

Donc  PI  esl  conslant,  et  le  lieu  du  point  P  est  une  circonfé- 
rence décrite  du  point  I  comme  centre  avec  un  rayon 


H='V'f-^^^  =  V^T-f' 


226..  Étant  donnés  (fig.  202)  n  jwinls  matériels  A,  B,  C, ...  D, 
dont  les  })oi(ls  respectifs  sont  p^,  Pj,.-'  P»»  ^^  ^^^^  droite  LL\  on 
abaisse  de  tous  ces  points  sur  la  droite  des  perpendiculaires ^  Aa, 
Dft,...  D(^  et  on  forme  la  somme 

du  carié  de  la  distance  de  chaque  point  à  la  droite^  multiplié 
par  le  poids  de  ce  point. 

Par  le  centre  de  gravité^  G,  du  système  des  n  points^  on  mène 
une  parallèle  X7/  à  ta  droite  LL',  et  sur  cette  parallèle  on  abaisse 
des  points  donnés  des  perpendiculaires  Aa,  B^,  Cy,  ...,  Do.  On 
forme  la  somme  I^  . 

Cela  posé,  la  sommel  est  égale  à  la  somme  J^,  augmentée  du  pro- 
duit 

i)^  X  (;'4  4-  ;>3  -h  .  - .  +  /'»)  ». 


Digitized  by 


Google 


L' 

b 

a 
c 
d 

1 

1  ^--î-' 

~^        1 

p/ 

/    . 

l 

1        î    / 
1       C- 

iiy/ 
yr» 

342  THÉORÈMES 

rftt  carr^  de  la  distance  des  deux  droites  LL',  XX',  multiplié  par 
le  poids  total  du  système. 

Menons  un  plan  PP  perpendiculaire  aux  parallèles  LL',  XX', 
qis    projetons  arthogonalement  sur  ce  plan  tous  les  points 

lionnes,  A,  B,  ...  D;  nous  obte- 
nons ainsi  les  points  A',  B',...,  D', 
auxquels  nous  pouvons  attribuer 
les  poids  p^ ,  Pj,  . . . ,  p„ .  Le  centre  de 
gravité  du  système  projeté  sera  la 
projection  du  centre  de  gravité  G 
du  système  donné  (§  168,  Rem.  Il)  ; 
soit  X  ce  point,  et  soit  L  le  pied  de 
Fig.m  la  droite  LL'. 

Nous  pouvons  appliquer  le  théorème  précédent  (§  221)  au 

Système  projeté  ;  il  viendra  : 

,     •       

(rr*  X  Pi  4-  B'I.*  XPa4-  . . .  -f  D'L*  X  Pn) 
=  (F;*X;jt  +  B^*X;^i  4--. . .  H-  D^  Xj^n)  +  LÀ*  X  [pi  -f  Pi+  . . .  +!>«). 

Or,  les  distances  Aa,  Bft,  ...  Drf,  des  points  donnés  à  la 
droite  LL',  se  projettent  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  PP,  et 
ont  pour  projections  les  distances  des  points  A',  B',  ....D', 
au  point  L.  On  a  donc  :  A'L  =  Aa,  B'L  =  Bft, ...,  D'L  =  Dd.  De 
même,  A'X  =  Aa,  ...,  D'X  =  D$  ;  et  par  suite,  Téqualion  précé- 
dente peut  s'écrire  : 

li^Xpi+Wxp^-h  ...  -i-Wxpn 

=  X;*xpi-4-S^^xp2-H  .-.  -f  Dâ^Xi>«-f-C*x(y^i-h  ...  4-M 

c'est  l'expression  algébrique  du  théorème  qu'il  s'agissait  de 
déniontrer. 

Corollaires.  —  V  La  somme  des  produits  du  poids  de  cha- 
que point  par  le  carré  de  sa  distance  à  une  droite  LL'  est  la 
même  pour  toutes  les  positions  de  cette  droite  sur  la  surface 
d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  décrit  autour  de  la 
droite  XX'  comme  axe. 

2**  Elle  est  minimum  pour  l'axe  XX'  lui-même. 

11  serait  très-facile  d'élàlJir  directement  ces  diverses  pre- 
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positions,  que  nous  retrouverons  dans  la  dynamique  lorsque 
nous  exposerons  la  théorie  des  moments  d'inertie. 

CENTRE  DE  GRAVITÉ  DE  LA  COURBURE. 

227.  On  appelle  ainsi  le  centre  de  gravité  d'un  arc  de  coarbe 
plane,  dont  chaque  élément  infiniment  petit  ds  reçoit  un 
poids  spécifique  proportionnel  à  la  courbure  de  cet  élément, 
ou  inversement  proportionnel  à  son  rayon  de  courbure,  p. 

Les  coordonnées  x^  et  y^  du  centre  de  gravité  de  la  cour- 
bure d  une  portion  définie  d'une  courbe  donnée  s'obtiendront 
donc  au  moyen  des  équations 


les  intégrales  étant  prises  entre  les  limites  correspondantes 

aux  extrémités  de  la  portion  de  courbe  que  Ton  considère. 

ds' 
On  remarquera  que  —  est  Y  angle  de  contingence  dw  de  l'élé- 

.  P  ■ 

ment  de  courbe  ;  de  sorte  qu'on  peut  poser 

/  xdù)       j  xdoi  I  ydoi 


/- 


Vi-- 


Q  étant  la  somme  des  angles  de  contingence,  somme  qui  me- 
sure l'angle  formé  par  les  tangentes  aux  extrémités  de  Tare 
donné. 

SoitO  le  centre  de  gravité  de  la  courbure  d'une  courbe 
prise  entre  deux  points  donnés.  On  pourra  appliquer  à  ce  point 
les  propriétés  générales  du  centre  de  gravité  d  un  système 
pesant. 

Cherchons,  par  exemple,  le  lieu  géométrique  des  points  0' 

ds 
du  plan  pour  lesquels  la  somme  des  produits  du  poids,  —  ou 

,  P 

d(i),  de  chaque  élément  successif  rn,  par  le  carré  O'm  de  sa 
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distance  à  ce  point  0',  ait  une  valeur  constante.  Nous  trouve- 
rons pour  ce  lieu  une  circonférence  décrite  du  point  0  comme 
centre;  et  la  somme /O'm' xdo)  seia  minimum  quand  le 
point  0'  coïncidera  avec  le  point  0.  On  peut  donc  définir  le 
ccnfre  de  gravité  de  la  courbure,  le  point  du  plan  tel  que  Tin- 
légraic  fr\liù,  des  produits  de  l'angle  de  contingence  de  cha- 
que'arc  pnr  le  c^irré  de  sa  distance  au  point,  soit  la  moindre* 
possible.  . 

Un  théorème  de  Steiner  montre  l'utilité  de  ces  définilions. 

Soit  AB  une  courbe  fermée  qui  roule  sans  glisser  sur  une 
droite  fixe  A\'.  Dans  ce  mouvement,  le  point  M,  appartenant 
au  plan  de  la  courbe  mobile,  décrit  une  roulette  MNM'  :  nous 
dirons  que  la  roulette"  est  complète  quand  le  point  A  de  la 


B/ 


.■/"■! 

\   \N  ^ 

^-  1   51'      / 

C  r; 

A' 

Fig.  203. 

*  courbe  mobile  est  revenu  pour  la  première  fois  au  contact  de 
la  droite  directrice,  en  A'  ;  alors  le  point  M  se  trouve  en  M',  et 
la  roulette  se  prolongerait  au  delà  par  une  nouvelle  branche 
de  courbe,  qui  serait  la  reproduction  de  la  courbe  MNM'  déjà 
décrite.  Évaluons  Paire  comprise  entre  celle  courbe,  et  les 
trois  droites  MA,  AA',  A'M'. 

Pour  cela,  considérons  la  courbe  mobile  dans  une  position 
B"  quelconque.  Soit  N  la  position  correspondante  du  point  M, 
et  C  le  point  de  contact  de  la  courbe  roulante.  La  droite  CN 
sera  normale  à  la  roulette  au  point  N.  Concevons  qu'on  im- 
prime à  la  courbe  roulante  un  déplacement  infiniment  petit, 
qui  amène  le  point  N  en  IN',  et  qui  fasse  passer  le  contact  du 
point  C  aux  points  C  et  C"  confondus  en  un  seul,  La  surface 
comprise  entre  les  deux  droites  CN,  C'N',  toutes  deux  norma- 
les à  la  roulette,  est  un  élément  de  Paire  cherchée.  Menons 
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la  diagonale  CN'.  L'élément  considéré  cs.t  la  somme  des  deux 
triangles  NCN' et  CN'C,  ou  bien,  en  observant  que  les  points 
C,  C"  sont  à.nine  dislance  infiniment  petite  du  second  ordre,  ce 
qui  rend  négligeable  la  surface  du  petit  triangle  CC'C",  la 
somme  des  deux  triangles  NCN'  4-  CN'C". 

Le  premier  NCN'  est  le  secteur  décrit  par  le  rayon  CN  quand 
la  courbe  roulante  tourne,  autour  du  centre  instantané  C,  d'un 
angle  NCN'  égal  à  l'angle  de  contingence  de  Tare  CC",  ou  égal 
à  ilià  ;  appelant  donc  r  le  rayon  CN,  le  premier  triangle  aura 
pour  mesure  ^  rV/w. 

Le  second  triangle,  CN'C",  est,  à  des  infiniment  petils d'ordre 
supérieur  près,  égal  au  triangle  CNC",  qui  a  pour  mesure 
|7'*d0,  en  représentant  paï  dô  Tangle  C"NC  que  fait,  dans  la 
courbe  roulante  supposée  fixe,  le  rayon  NC"  =  r  -h  rfr  avec  le 
rayon  NC=r. 

La  surface  de  la  roulette  complète  a  donc  pour  mesure  la 
somme  des  intégrales 


-'i/'"''"-^^/''*'"^' 


les  quadratures  étant  prises  tout  le  long  de  la  courbe,  en  par- 
tant du  point  A,  et  en  revenant  à  ce  point  après  avoir  fait  le 
tour  de  la  courbe. 

Dans  celle  opération,  le  second  terme  \  fr^d^  donne  la 
surface  A  de  la  courbe  roulante  AB,  quantité  constante  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M.  Le  premier  terme,  moitié 
du  produit  de  la  courbure  de  chaque  élénient  par  le  carré 
de  sa  distance  au  point  M,  reste  le  môme  quand  on  fait  varier 
la  position  du  point  M  sur  une  circonférence  qui  aurait 
pour  centre  le  point  0,  centre  de  gravité  de  la  courbure  de  la 
courte  AB. 

Donc  : 

1**  Les  aires  des  roulettes,  eûgendrées  par  divers  points  M,  pris 
dans  le  plan  de  la  courbe  AB,  sont  équivalentes ^  si  les  distances 
de  ces  points  au  point  0  sont  égales; 

2**  La  roulette  d'aire  minimum  est  celle  qui  est  engendrée  par 
le  point  0  lui-même. 
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Sieiner  a  aussi  comparé  Taire  de  la  roulelte  complète  en- 
gendrée par  le  point  M  avec  Taire  de  la  podaire  de  la  courbe 
AB,  supposée  fixe,  par  rapport  à  ce  même  point  BT.  La  podaire 
d'une  courbe  est  le  lieu  des  pieds  P  des  perpendiculaires 
abaissées  du  point  M  sur  les  tangentes  CP  à  la  courbe. 

L'aire  élémentaire  de  la  podaire  PP'  du  point  M  par  rapport 

à  la  courbe  AB  peut  être  regardée  comme  égale  à  la  somme 

du  triangle  MCC'et  du  triangle  IPP'.  La  pre- 

*  mièrc  parlie  a  pour  mesure  5  r*dô,  en  ap- 

pelant  r  le  rayon  MC,  et  dô  Tangle  CMC. 

La  seconde  a  pour  expression  ^  IP*  x  dw , 

(/w  étant  Tangle  de .  contingence  de  la 
courbe  AB.  Faisons  MP=:pj  distance  du 
point  M  à  la  tangente  à  la  courbe  ;  IP  est, 
à  un  infiniment  petit  près,  égal  à  CP,  ou  à  \/r*  —  p';  de  sorte 
que  Taire  S'  de  la  podaire  est  égale  à  la  somme 

5  Jr'rfe  -f-  \J\^-y*\  rf« = S'. 
Or  Taire  élémentaire  de  S'  est  aussi  égale  à  Taire  du  trian- 
gle  MPP',  qui  a  pour  mesure  5  p'dw.  On  a  donc 

ÎJVVa,  =  S', 

les  intégrales  étant  prises  tout  le  long  du  périmètre  de  la 
courbe,  en  revenant  au  point  de  départ. 
Ajoutant,  il  vient 


^^'""^Z'''''^'^^/'"''^"' 


et  comparant  à  Taire  de  la  roulette  décrite  par  le  point  M, 
on  en  déduit 

s  =  28'. 

L'aire  de  la  roulette  est  double  de  celle  de  la  podaire.  Par 
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suite,  la  podaire  dont  l'aire  est  la  moindre  possible  corres- 
pond au  cas  où  le  point  M,  que  Ton  projette  sur  les  tangentes, 
coïncide  avec  le  centre  de  gravité  de  la  courbure;  et  à  diffé- 
rents points  M  également  éloignés  de  ce  centre,  correspon- 
dent des  podaires  de  même  surface. 

Remarquons  encore  avec  Steiner  que  Tare  PP'  de  la  podaire 
est  égal  à  Tare  MM'  qui  lui  correspond  sur  la  roulette  décrite 
par  le  point  M,  quand  on  fait  rouler  la 
courbe  AB  sur  une  tangente  CP,  supposée 
fixe  (fig.  205). 

L*arc  MM'  est  en  effet  égal  à  rdw.  Les 
mgles  MPI,  MPI  étant  droits,  les  quatre 
poinis  M,  P,  P',  I  sont  sur  la  circonférence 
décrite  sur  MI  comme  diamètre.  L*arc  PP' 
de  la  podaire  se  confond  avec  l'arc  de 
cette  circonférence,  lequel  correspond  à  ^'^'  '^' 

in  angle  inscrit  PlP'  =  d(i);  il  est  égal  au  double  du  produit 

de  rfû)  par  le  rayon  du  cercle,  ou  bien  par  ^  MI,  ou  enfin  par 

rMC=: -r;  car  le  point  I  est  infiniment  voisin  du  point  C. 

J)onc  enfui  PP' =  rdw  ==  MM'  :  les  arcs  correspondants  sur  la 
fodaire  et  sur  la  roulette^  décrits  au  moyen  d*un  même  point  M, 
mî  égaux  entre  eux. 


APPLICATION  DE    LA    THÉORIE   DE    LA   PESANTEUR   A    LA    RÉSOLUTION    DES 
ÉQUATIONS.    —    RACINES   RÉELLES. 


228.  Soit 

une  équation  numérique  dont  les  coellicitnts  Gq,  tt^,  «,,... 
0.,  sont  des  nombres  réels,  positifs  ou  négatifs;  attribuons 
à  Tinconnue  x  une  valeur  réelle  a,  positive  ou  négative; 
puis  sur  une  droite  indéfinie  OX  portons ,  à  partir  de  lori- 
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gine  0,  en  tenant  compte  des  signes,  les  longueurs  suivantes 

0A=1, 
.  OB  =  a, 

OC  =  a-, 

Aux  points  ainsi  déterminés  appliquons  des  points  maté-- 
ricls  dont  les  poids  soient  respectivement  égaux  aux  coeffi- 
cients de  Téqualion  :  au  point  A  un  point  matériel  pesant  a„, 
au  point  B  un  point  matériel  pesant  dm-o  •••)  si"  point  P  un 

^_^ . ^ „ point  matériel  pesant 

^    ^       ®  ^  V       X     ^^   jg^  'pesanteur  sera 

^'^'  "^  censée  agir  dans  un 

sens  sur  ceux  de  ces  points  qui  correspondent  ù  des  coeffi- 
cients positifs,  et  en  sens  contraire  sur  ceux  qui  correspondent 
à  des  coefficients  négatifs. 

Cela  posé,  on  composera  ensemble  toutes  ces  forces,  et  on 
trouvera  généralement  une  résultante  unique  appliquée  en  un 
point  de  la  droite  OX.  Pour  que  a  soit  racine  de  Téqualion 
proposée,  il  faut  et  il  suffit  que  le  point  d'application  de  la 
résultante  soit  l'origine. 

En  effet,  le  moment  de  la  résultante  est  égal  à  lu  somme  algé- 
brique des  moments  des  composantes,  c'est-à-dire  à  la  valeur 

il  est  donc  nul,  et  la  résultante  passe  au  point  0,  si  a  annule 
le  premier  membre  de  l'équation.  Il  y  a  un  cas  d'exception  à 
cette  conclusion  :  c'est  celui  où  la  résultante  elle-même  serait 
nulle,  ce  qui  suppose  la  somme  algébrique   . 

^  ^0  -f-  «1  -H  «i  +  .•••+  «m 

égale  à  zéro.  Mais  on  peut  excluie  ce  cas,  car  il  en  résulte- 
rait que  la  proposée  admettrait  pour  racine  Tunité,  ce  qu'on 
peut  toujours  reconnaîlre  facilement  ;  il  suffirait  alors  de 
diviser  le  polynôme  de  l'équation  par  a?  —  1,  ou  par  une  puis- 
sance de  (a?~l),  pour  obtenir  une  équation  qui  n'admette 
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plus  celte  racine;  el  qui  ne  donne  plus  prise  à  Tobjection. 
A  chaque  racine  réelle  de  la  proposée  correspond  donc  sur  la 
droite  indéfinie  OX  une  distribution  des  poids  (positifs  ou  néga- 
tifs) a^,  a^,  ...,  a„,  telle,  que  le  centre  de  gravité  de  leur  ensem- 
ble soit  Vorig'me.  Celle  remarque  est  le  principe  d'une  balance 
à  résoudre  les  équations  numériques,  imaginée  par  Bérard  et^ 
réalisée  par  M.  Lalanne;  nous  en  donnerons  une  description 
dans  le  chapitre  suivant. 


IIAGINES    IMA61IS AIRES. 

229.  Les  racines  imaginaires  donnent  lieu  à  un  théorème 
.analogue  ;  au  lieu  de  distribuer  les  poids  a^^  (7^,  «,,.••  «m  sur 
une  même  droite,  il  suffit  de  les  diÉrfribuer  dans  le  plan  sui- 
vant une  certaine  loi. 

Supposons  que  les  coefficients  a^,  a^,  ^..  a^^  soient  eux- 
mêmes  imaginaires,  et  posons  d'une  manière  générale 

Le  module^  ^'ij.de  ce  nombre  imaginaire  est  un  nombre  esr 
sentiellement  positif.  Vargument  [l^  peut  être  supposé  com- 
pris entre  les  limites  —  tc  et  -f-  t:.  Pour  rendre  a^  réel,  il  suf- 
fit de  faire  {^.^=0  ou  11.*  =  tu.  Dans  le  premier  cas,  a*  est  un 
nombre  posilif,  et  dans  le  second  un  nombre  négatif. 

Soit 

X  =  p  (cosô-h  V'—  1  sin6), 

une  racine  de  l'équation  donnée.  Substituons  celte  valeur  ; 
l'équation  se  sépare^en  deux  autres,  en  égalant  à  zéro  la  par- 
lie  réelle  et  le  coefficient  de  v^  —  1 .  On  obtient  ainsi  les  deux 
relations 

ro/5'"cos(>?i6  4-  /*o1  4-  rj/5"*~*cos  [(?n—  l)0  +  /*i]  -f  î's/î"* ~^cos [(ni— 2)  0  +  //s] 
ro/5*sin(m0  -f-  fio]  +  r^p»" -*sin  [(m  —  1)  0  +  /*,]  +  rgs"* "* siii  [(m  -  2)  0  +  ,1^] 
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Traçons  dans  un  plan  un  axe  polaire  OX  ;  par  le  pôle  0, 
menons  les  droites  OA,  OB,  OC,...OP,  faisant  respectivement 
avec  Taxe  polaire,  dans  le  sens  indiqué 
par  les  signes,  des  angles 

/^  AOX  =  /iu^. 

Fig.207.  POX^.mO  +  A'o 

Sur  les  droites  ainsi  dirigées,  prenons  des  longueurs 

0A=1, 
OB  =  /c, 


Puis  plaçons 


0P==/9n». 

en  A,  un  poids  égal  à  r  ^ , 
en  B,  un  poids  égal  à  r^_ ^ , 
en  C,  un  poids  égal  à  r^  __ , , 

en  P,  un  poids  égal  à  Tq. 

Tous  ces  poids  seront  cette  fois  des  nombres  positifs,  et 
la  pesanteur  agira  pour  tous  dans  le  même  sens.  Les  relations 
écrites  ci-dessus  montrent  que  le  point  0  est  le  centre  de 
gravité  des  poids  r„^  ...  r^  ainsi  placés. 

En  effet,  la  première  indique  que  la  somme  des  moments 
de  ces  poids  par  rapport  à  un  axe  OY,  perpendiculaire  à  Taxe 
polaire,  est  nulle;  la  seconde,  qu'il  en  est  de  même  de  la 
somme  des  moments  par  rapport  à  OX  ;  et  il  n'y  a  aucun  cas 
d'exception,  puisque  la  somme  r^  +  r«_iH-  ...  -Hr^  est  posi- 
tive. 
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RÉSOLUTION   DE   l'ÉQUATIO*N  DU   SECOND  DEGRÉ. 

230.  Soit  l'équation  du  second  degré 

dans  laquelle  nous  supposerons  p  et  q  positifs,  el  p'  -  iq 
négatif,  de  manière  que  les  racines 
soient  imaginaires;  proposons-nous 
de  trouver  ces  racines  en  appli- 
quant des  considérations  de  stati- 
que. 
•     Soit  

p(cos0-|-^^^sino) 

la  racine  demandée. 

Substituons;  il  viendra,  en  séparant  la  partie  réelle  de  la 
partie  imaginaire, 

p*  cos  20 — pp  cos  0 -4- ç  =  0, 
p'  sînîfl  —  pp  sin  8=0. 

Sur  l'axe  polaire  OX  prenons  0A  =  9;  puis  faisons  les  angles 
et  prenons 


Fig.  208. 


BOX 

=  e. 

COX 

=  20, 

0B  = 

=  PP^ 

OC: 

=  p*. 

Nous  pouvons  considérer  OC,  OB,  OA  comme  des  forces 
appliquées  au  point  0;  les  équations  expriment  que  la  somme 
algébrique  des  projections  des  forces  OC,  — OB  et  OA  est 
nulle  sur  les  axes  OX  et  OY.  Donc  ces  trois  forces  se  font  équi- 
libre, et  -f-OB  est  la  résultante  des  deux  autres.  D'ailleurs 
Vangle  BOC=BOA.  Donc  les  forces  OA,  OC  sont  égales,  et 
l'on  a. 
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d'où  Ton  dt'duil 

(*=\lq. 

De  plus 

OD  =  20AcosAOB  =  S^ycosO. 

On  a  donc 

' 

'2qcosB=j)p,      ' 

ou  bien 

2</cosO=;V^» 

el  enfin 

• 

M         iS/q 

On  en  déduit 

et  la  racine  cherchée  a  pour  expression  algébrique 

La  marche  que  nous  avons  suivie  semble  différente  de  celle 
qui  a  été  exposée  g  229  pour  Téqualion  générale  du  degré  wi. 
Ces  deux  méthodes  rentrent  cependant  Tune  dans  l'autre,  en 
vertu  du  théorème  du  g  218  ;  le  point  0  est  le  centre  de  gra- 
vité d'un  système  de  poids  égaux  respectivement  à  g,  à  p  et  à 
l'unité,  appliqués  respectivement  aux  pomts  A',  B*  et  C,  à  des 
distances  0A'=1,  OB'=p,  OC=p*. 

ÉQUILIBRE    d'un    TÉTRAÈDRE; 

251.  On  propose  de  démontrer  qu'un  tétraèdre  est  en  équi- 
libre quand  il  est  soumis  à  Faction  de  quatre  forces  normales 
àscs  faces,  appliquées  en  leurs  centres  de  gravité,  propor- 
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lionnelles  à  leurs  aires  respectives, .et -dirigées  toutes  vers 
rinlérieur  du  corps,  ou  toutes  vers  rextérieur. 

Soient  A^,  A^,  A^,  A^  les  quatre  faces  du  tétraèdre;  le§  let- 
tres désignent  à  la  fors  les  faces  et  les  aires  de  ces  faces.  Une 
face  quelconque,  A^,  est  égale  à  la  somme  algébrique  des 
projections  des  trois  autres  sur  son  propre  plan.  On  a  donc 
l'équation 

A4  =  AiCOs(Ai,  Aj  H- A^cos(Aj,  A4)  H- AjCOsUj,  aJ. 

Les  forces  P^,  Pj,  P3,  P^,  respectivement  appliquées  aux 
centres  de  gravité,  G^,  G„  G3,  G^,  des  quatre  faces,  sont  pro- 
portionnelles-aux  aires  de  ces  faces,  et  par  suite 

■     IV=PiCOs(AirAj+P2COs(Â^)+I*3COs(Ar7ï;). 

Or  l'angle  de  la  face  A^  avec  la  face  A^  est  égal  à  Tangle  que  fait 
la  normale  P^  sur  la  face  Aj  avec  la  normale  P^  sur  la  face  A^, 
pourvu  qu^on  dirige  ces  deux  normales  à  .la  fois  vers  Tinté- 
rieur,  ou  à  la  fois- vers  l'extérieur  de  la  pyramide.  Il  en  est 

de  même  des  angles  (A^jAj  et  (A3,AJ,  de  sorte  qu'on  peut 
écrire  '  '.  .,  .      ' 

,  P4=Picos(0";)  +  P2cos(iCpi)+i*5cos(r»rï^), 

ce  qui  indique  que  la  somme  algébrique  des  projections  des 
forces  I\,  Pg,  Pj,  P^  sur  un  axe  normal  à  la  face  A^  est  identi- 
quement nulle.  On  démontrerait  de  même  que  la  somme 
algébrique  des  projections  des  quatre  forces  est  nulle  sur 
les  axes  normaux  à  deux  des  trois  autres  faces,  et  par 
suite  elle  est  nulle  pour  un  axe  quelconque  mené  dans  Tes- 
pace.  La  résultante  de  translation  des  quatre  forces  P^,  P^, 
P5,  P^  est  donc  nulle,  et  la  première  condition  de  l'équilibre 
est  vérifiée.       •  .     . 

Pour  achever  la  démonstration,  il  suftit  de  prouver  que  la 
somme  des  moments  des  quatre  forces  est  nulle  par  rapport 
à  trois  droites  au  moins,  non  parallèles  à  un  même  plan. 

•   .11.  —  MKC.   COLLIGNON.  '  '23 
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Les  quatre  forces  se  réduisent  à  un  couple;  or  ce  couple,  ne 
pouvant  être  à  la  fois  parallèle  aux  trois  droites  par  rapport 
auxquelles  son  moment  est  nul,  est  nécessairement  nul ,  et 
par  suite  l'équilibre  est  assuré. 

Soit  SABC  (fig.  209)  le  tétraèdre  donné/dont  nous  sup- 
poserons la  base,  ABC,  placée  dans  le  plan  du  papier.  Les 
arêtes  SA,  SB,  SC  sont  supposées  projetées  sur  le  plan  de  la 
base. 

Pour  avoir  les  projections  des  centres  'de  gravité  des  fac'es 
latérales,  nous  prendrons  les  milieux  a,  ft,  c,  des  côtés  de  la 
base,  nous  les  joindrons  à  la  projection  du  sommet  S,  et  nous 
prendrons  les  points  a\h\  c'  aux  deux  tiers  des. longueurs 
Sa,  St,  Se,  à  partir  du  point  S.  Ce  seront  les  projections  des 
centres  de  gravité  des  faces  latérales. 

Les  forces  appliquées  aux  points  a',  fe',  c',  sont  normales 
aux  faces  correspondantes  ;  leurs  projections  sont  donc  per- 
pendiculaires aux  traces  des  plans  des  faces ,  c'est-à-dire  aux 


côtés  AB,  BC,  AC,  de  la  base.  Menons  par  les  points,  a',  h\  c\ 
des  droites,  a'M,  t'M,  c'M,  perpendiculaires  à  BC,  AC,  AB;  les 
forces  appliquées  aux  faces  latérales  seront  contenues  dans 
les  plans  projetants  o'M,  ft'M,  c'M. 

Ces  trois  plans  projetants  se  coupent  suivant  une  même 
droite  perpendiculaire  à  ABC,  et  projetée  au  point  M,  Il  suffit 
pour  le  démontrer  de  faire  voir  que  les  trois  droites  a'M,  6'M, 
c'M  ont  un  point  commun-  Or  si  l'on  mène  par  a\  h\  c'  de» 
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parallèles  à  BC,  AC,  AB,  on  forme  un  triangle  «Py  qui  ^st  sem- 
blable au  triangle  ABC,  et  dont  les  points  a\  t',  c'  sont  les 
milieux  des  côtés.  Les  droites  a'M,  fc'M,  c'M  sont  les  per- 
pendiculaires "élevées  au  milieu  de  ces  trois  côtés;  elles  con- 
courent donc  en  un  point  M,  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  ap^.  • 

la  force  appliquée  au  centime  de  gravité  O.du  triangle  ABC 
est  normale  aii  plan  de  celt^  face. 

Donc,  des  quatre  forces  P^,  Pj,  Pg,  P^,  trois  rencontrent  la 
droite  projetée  en  M,  et  la  .quatrième  lui  est  parallèle. 

Le  parallélisme  de  deux  droites  n'est  qu'un  cas  particulier 
de  leur  rencontre;  on  peut  dire  par  conséquent  que  les  direc- 
tions des  forces  Pj,  P^,  P.,  f^  rencontrent  la  droite  projetée 
en  M,  et  par  suite  qu'houes  rencontrent,  quatre  droites,  res- 
pectivement normales  aux  faces  du  lélraèdre.  Ces  quatre 
droileis  ne  sont  pas  toutes  parallèles  à  un  même  plan. 

La  somme  des  moments  des  quatre  forces  P^,  P,,  Pj,  P^  est 
donc  identiquement  nulle  par  rapport  à  quatre  axes  non  paral- 
lèles à  un  même  plan,  et  nous  avons  vu  que  cette  condilion 
achève  d'assurer  l'équilibre. 

232.  La  proposition,  démontrée  pour  le  tétraèdre,  s'étend 
inamédiatement  à  un  polyèdre  quelconque,  car  on  peut  tou- 
jours décomposer  un  polyèdre  donné  en  tétraèdres,  puis  ap- 
pliquer des  forces  égales  et  contrairea  aux  centres  de  gravité 
des  faces  communes  à  deux  tétraèdres  contigus,  ce  qui  satis- 
fait aux  conditions  d'équilibre  de  chaque,  tétraèdre  en  parti- 
culier, sans  rien  changer  aux  conditions  d'équilibre  de  l'en- 
semble, c*est-à-dire  du  polyèdre  donné. 

Mais  si  la  piroposition  est  vraie  pour  un  polyèdre  quel- 
conque, elle  s'applique  aussi  à  un  solide  de  forme  entière- 
ment arbitraire;  un  solide  est  donc  en  équilibre  quand  sur 
tous  ses  éléments  superficiels  on  applique  des  forces  nor- 
males, proportionnelles  à  l'étendue  de  chaque  élément^  et  diri- 
gées toutes  vers  l'intérieur,  ou  toutes  vers  l'extérieur.  C'est 
pour  cela  qu'un  corps  solide  quelconque  plongé  dans  un 
.fluide  sans. pesanteur  et  en    repos. est  nécessairement  en 
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équilibre  sous  l'action  des  pressions  normales  que  le  fluide 
développe  sur  tous  ses  éléments  de  surface.  Nous  aurons 
.à  revenir  plus  tard  sur  ce  théorème,  qui  a  une  grande  im- 
portance dans  l'hydrostatique,  et  nous  en  donnerons  une 
autre  démonstration. 
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CHAPITRE  III 


ÉQUILIBRE   DES  SYSTÈMES   PESANTS. 


TRAVAIL  DE   LA    PESANTEUR. 

253.  Le  travail  élémeniaire  d'.une  force  s'obtient  (§-106)  en 
multipliant  la  force  par  la  projection  sur  sa  direction  du  che- 
min infiniment  petit  décrit  par  le  point  matériel  qu'elle  solli- 
cite, et  en  attribuant  au  produit  le  signe  +  ou  le  signe  —, 
suivant  que  la  projection  du  chemin  décrit  a  le  môme  sens  que 
la  force,  oUle  sens  opposé.  Appliquons  cette  règle  à  la  pesan- 
teur. Soit  M  un  point  matériel,  p  son  poids,  qui  s'exerce  suivant 
la  verticale  MH.  Prenons  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ, 
dontrun,OZ, soit  vertical.  Le  point  ^i 

M  recevant  un  déplacement  MM' 
infiniment  petit,  le  travail  élémen- 
taire de  la  force  p  sera  égal  au 
produit  p  xMw,  avec  le  signe  4- 
si  le  point  s'est  abaissé^  avec  le 
signe  —  s'il  est  élevé.  Appelons  z 
la  hauteur  }liE*d\i  point  M  au-dessus 
du  plan  horizontal  XOY,  et  z'  la 
hauteur  M'H',  au-dessus  du  même  plan,  de  la  nouvelle  position 
prise  par  le  point  mobile.  Le  travail  élémentaire  de  la  pesan- 
teur correspondant  au  dépjacement  infiniment  petit  MM'  sera 
égal,  en  grandeur  et  en  signe,  au  produit 


.h 


Ip 


Fig.  210. 
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produit  positif  si  %>z'^  c'est-à-dire  si  le  point  mobile  s'a- 
baisse, et  négatif  si  2  <  ^^  c'est-à-dire  s'il  s'élève  ;  produit 
nul  enfin  si  z:^%\  c'est-à-dire  si  le  mobile  ne  change  pas  de 
hauteur 

Ceci  supposé,  d'après  la  définition,  que  la  différence  2  —  2' 
est  infiniment  petite  en  valeur  absolue.  Mais  la  force  p  due  à 
la  pesanteur  ne  variant  pas  sensiblement  avec  la  hauteur  MH, 
du  moins  dans  les  limites  restreintes  où  se  font  les  applica- 
tions aux  machines,  on  peut  étendre  cette  mesure  du  travail 
à  des  déplacements  finis.  En  effet,  supposons  que  le  point 
matériel  M  parcoure  une  trajectoire  quelconque  MN,  et  qu'on 
demande  le  travail  total  (§  107)  du  poids  p  pour  le  dépla- 
cement MN;  on  partagera  l'arc  de  trajectoire  MNen  parties 
aussi  petites  qu'on  voudra,  pour  chacune  desquelles*  on  pourra 
déterminer  le  travail  élémentaire  de  la  force;  appelons  2, 
z\  %%  i'\  •••?  Z,  les  hauteurs  des  points  M,  M',  M%  ...,  N; 
les  travaux  élémentaireis  du  poids  p  pour  chacun  de  ces  dé- 
placem'ents  infiniment  petits  seront  exprimés  par  les  produits 

.   pX(3'  — s"), 


PX(2{«).-Z). 


Le  travail  total  s'obtiendra  en  faisant  lasdmme  algébrique 
de  ces  produits  ;  or  cette  somme' se  réduit  à 

;)X(3--Z), 

c'est-à-dire  au  produit  de  la  force  p  par  la  quantité  ;5  —  Z  dont 
le  point  M  s'est  abaissé  suivant  la  verticale,  ou  par  la  'perte  de 
hauteur  du  point  M, 

234.  Au  lieu  d'un  point  unique,  prenons-en  plusieurs. 

Soit  un  système  de  n  points  matériels,  M^,  M^,  ...,  M„ 
dont  les  poids  sont  respectivement  Pp  p, , . . .  p«,  et  qui  reçoit  un 
déplacement  quelconque,  fini  pu  infiniment  petit.  Appelons 


Digitized  by 


Google 


DE  LA  PESANTEUR.        '  559 

les  hauteurs  des  points  donnés,  au-dessus  d'un  même  plan 
horizontal,  dans  la  position  initiale  du  système,  et 

,  les  hauteurs  des  mêmes  points,  dans  une  seconde  position. 
Pour  trouver  le  travail  de  là  pesanteur  correspondant  au  pas- 
sage de  la  première  position  à  la  seconde,  il  faudra  former 
pour  chaque  point  le  produit  p  X  («  —  Z),  et  faire  la  somme 
algébrique  de  tous  ces  produits;  le  travail  cherché,  T,  est 
donné  par  l'équation 

qu'on  peut  écrire  : 

(i)       T  =  {;>jîi  +;^îî2  +  •  ••  •+Prt2«)  —  {p^'l^  -hp^Z^  -h  . . .  -\-pnln). 

Or,appelons  S  la  hauteur,  au-dessus  du  plan  horizontal  de 
comparaison,  du  centre  de  gravité  du  système  dans  sa  pre- 
mière position  (§  151,  Rem.),  et  Z  la, hauteur  du  cenire  de 
gravité  du  système  dans  sa  seconde  position  ;  nous  aurons 

P68):      .  .     _     . 

PiZ,  4-;>sZ2+  .  t .  -i-puln  =  (Pi  -i-Pi  +  . . .  +;>»)  X  z. 

Introduisons  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  il  viendra 

(2)  T  =  (Pi+iJ2+...+;^«)(î-Z). 

Le  travail  de  là  pesanteur  sur  un  système  matériel  qui  subit 
un  déplacement  fini  ou  infiniment  petit,  est  égal  au  poids  total 
du  système  j  multiplié  par  la  quantité  {positive' ou  négative)  dont 
est  descendu  son  centre  de  gravité  en  passant  de  la  première  po- 
sition à  la  seconde.  • 

Le  travail  de  la  pesanteur  est  nul  si,  en  passant  de  la  pre- 
mière position  à  la  seconde^  le  cenire  de  gravité  ne  change 
pas  de  hauteur. 
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CONDITION   d'équilibre   d'uN    SYSTÈME  MATÉRIEL  A  LIAISONS   COMPLÈTES, 
QUI   n'est    SOLLICITÉ    QUE   PAR   SON   PROPRE   POIDS.  - 

255.  Nous  avons  déraonlré  (g  134)  que,  pour  qu'un  système 
malélriel  à  liaisons  soit  en  équilibre,  il  faiit  et  il  suffit  que 
la  somme  d^s  travaux  virtuels  des  forces  appliquées  à  ce 
syslème-soit  nulle  pour  tout  déplacement  compatible  avec  ces 
liaisons. 

Appliquons  ce  théorème  à  un  système  pesant,  que  nous 
supposerons  d'"abord  à  liaisons  complètes;  l'équilibre  de  ce 
système  sous  l'action  de  la  pesanteur  et  des  forces  qui  tien- 
nent lieu  des  liaisons,  sera  assuré  dans  une  position  particu- 
lière, si  le  déplacement  infiniment  petit  qu'en  peut  supposer 
imprimé  au  système  à  partir  de  cette  position,-  n  altère  pas  la 
hauteur  du  centre  de  gravité.  Car  alors  (g  234)  le  ti:avail  de 
la  pesanteur  est  nul.  Le  système  étant  à  liaisons  complètes, 
tous  les  points  qui  le  composent.,  et  le  centre  de  gravilé 
de  ces  points,  décrivent  des  trajectoires  définies;  le  dépla- 
cement virtuel  subi  par  le  centre  de  gravité  s'opère  donc 
suivant  un  arc  infiniment  petit  d'une  trajectoire  déter- 
minée, et  pour  que  le  travail  de  la  pesanteur  soit  nul,  il  faut 
et  il  suffit  que  ce  petit  arc  soit  horizontal.  La  position 
d'équilibre  du  système  est  donc  définie  par  cette  condition 
que  le  cenlre  de  gravité  occupe  sur  sa  trajectoire  le  point 
où  la  tangente  est  horizontale.  Pour  trouver  les  positions 
d'équilibre^  on  construira  la  trajectoire  du  centre  de  gra- 
vité; on  mènera  à  celte  courbe  des  tangentes  horizontales, 
et  les  points  de  contact  seront  les  positions  du  centre  de  gra- 
vité lorsque  l'équilibre  existe;  à  chacune  de  ces  positions 
correspond  pour  le  système  une  position  d'équilibre. 

236.  Prenons  pour  exemple  une  droite  pesante  homogène, 
AB,  dont  les  deux  extrémités  A  et  B  sont  assujetties  à  glisser 
sans  frottement  le  long  de  deux  droites  fixes  rectangulaires, 
OX,  OY,  tracées  dans  un  plan  vertical. 
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3G1 


T\ 


Le  centre  de  gravité  G  du  système  donné  est  le  milieu  de  la 
droite  AB;  l'angle  AOB  étanf  droit,  la  distarjce  GO  est  égale  à 
la  moitié  de  là  longueur  AB,  et  par  conséquent,  le  lieu  décrit 
îpar  le  centre  de  gravité  est  la  circonférence  GCMD,  décrite  du 
point  0  comme  centre  avec  un 

1 

rayon  égal  5  ^  AB.  Par  le  point  • 

0,  menons  une  verticale  MN; 
elle  coupe  la  circonférence  en 
deux  points  M  et  N,  où  les  tan- 
gentes MT,  NT'  seront  horizon- 
tales; ce  sont  les  .positions 
d'équilibre;  des  points  M  etN 
comme  centres,  avec  des  rayons 


égaux  à 


^AB, 


décrivons  des 


Fig.  211. 


arcs  de  cercles  qui  coupent  la 

direction  OY  aux  points  A^  et  A^  :  les  droites  A^B^,  A^B'^  seront 

les  deux  positions  d'équilibre  qu'on  peut  donner  à  la  droite 

mobile. 

Ces  deux  positions  se  distinguent  l'une  de  Fautre  en  ce  que 
l'une,  AjB^,  est  une  position  d'éqiiilibre  stable,  tandis  que 
l'autre,  A\B\,  est  une  position  d'équilibre  instable.  En  effet, 
si  on  donne  un  petit  déplacement  à  la  droite  A^B^,  et  qu'on 
l'abandonne  ensuite,  le  poids  de  cette 

droite  tendra  à  la  ramener  à  sa  po-     ^^^_  ^^  "^ 

sitiôn  d'équilibre,  tandis  que  si  l'on  ^^-^^  "  ^ 

opère  de  même  sur  la  droite  A'^B'^,  le 
poids  de  la  droite  tendra  à  l'écjirter 
de  sa  position  première.  En  général,  l'équilibre  stable  corres- 
pond à  la  position  qui  rend  le  centre  de  gravité  le  plus  bas 
possible.  L'équilibre  est  instable,  au  contraire,  si  le  centre 
de  gravité  occupe  le  point  le  plus  haut  de  sa  trajectoire.  Il 
est  égailement  instable  si  la  trajectoire  PQ  du  centre  de  gra- 
vité (fig;  212)  présente  dans  le  plan  vertical  une  inflexion  au 
point  H  où  la  tangente  HK  est  horizontale;  car  de  quelque 


Fig.  212. 
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côté  gu'on  déplace  le  système,  ou  bien  il  tendra  à  s*écarter  de 
sa  position  d'équilibre,  ou  bien"  il  tendra  à  y  revenir,  mais 
pour  la  dépasser  et  s'en  écarter  ensuite  de. plus  fen  plus. 

Enfin,  il  y  a  un  cas  singulier  três-remarquable,  c'est  celui 
où  la  trajectoire  du  centré  de  gravité  est  contenue  dans  un 
plan  horizontal.  Dans  ce  cas,  l'équilibre  est  possible  dans  tou- 
tes les  positions  du  système,  et  on  dit  qu'il  est  indifférent.  Il 
en  est  de  même  lorsque  le  centre  de  gravité  est  immôlïile. 

.237.  Pour  achever  la  solution  du  problème  que  nous  avons' 
pris  pour  exemple,  proposons-nous  de  trouver  les  réactions 
des  droites  fixes  OA,  OB  (fig.  211),  qui  concourent  avecle 
poids  de  la  barre  AB  à  tenir  cette  barre  en  équilibre  dans  la 
position  A^B^. 

Le  poids  de  celte  barre  peut  être  considéré  comme  appliqué 
en  soi!  milieu  M;  il  agit  suivant  la  verticale  MP,  prolonge- 
ment de  OM;  on  peut  d'ailleurs  le  représenter  par  la  longueur 
A^B^  de  la  barre,  en  prenant  l'échelle  des  forces  en  consé- 
quence. Les  réactions  des  points  A^  et  B^  sont  normales  à 
OA^,  OBp-  et  contenues  dans  le  plan  vertical  delà  figure;  leurs 
directions  se  coupent  au  centre  instantané  de  rotation,  P, 
delà  droite  A^B^,  et  ce  point  est  situé  sur  la  droite  OM  pro- 
longée, puisque  cette  droite  est  normale  à  la  trajectoire  du 
point  M.  On  peut  donc  regarder  le  poids  de  la  barre  comme 
appliqué  au  point  P,  et  le  décomposer  en  deux  forces,  suivant 
les  directions  PA/et  PB^  ;  les  composantes  seront  les  réactions 
cherchées.  Si  l'on  représente  le  poids  de  la  barre  par  sa  lon- 
gueur A^Bj  =  0P,  la  réaction  du  point  A^  sera  représentée  par 
la  longueur  PA^  =  OB^,  et  la  réaction  du  point  B^  sera  de 
même  représentée  par  la  longueur  OA^. 

La  même  décomposition  s'appliquerait  à  la  position  A'^B',, 
qui  correspond  à  Téquilibre  instable. 
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CONDITIONS   d'équilibre   D  UN   SYSTÈME   PESANT    A   LIAISONS   NON 
COMPLÈTES. 

238.  Lorsqu'un  système  pesant  n'e§t  pas  à  liaisons  complè- 
tes, il  est  possible  que  les  liaisons  soient  suffisantes  pour  as- 
sujettir le  centre  de  gravité  de  ce  système  à  parcourir  une 
surface  fixe,  S.  Dans  ce  cas,  le  théorème  du  travail  virtuel 
joint  au  théorème  du  travail  de  la  pesanteur,  indique  encore 
les  conditions  d'équilibre;  il  faut  Qt  il  suffit  que,  pour  tous  les 
déplacements  virtuels  iniprimés  au  système  à  partir  de  sa  po- 
sition d'équilibre,  le  travail  de  la  pesanteur  soit  nul,  c'est-à- 
dire  que  le  déplacenaent  correspondant  du  centre  de  gravité 
sur  la  surface  S  soit  horizontal,  c'est-à-dipe  enfin  que  le  cen- 
tre de  gravité  occupe  un  point  P  de  la  surface  S  où  le  plan  tan- 
gent sbit  horizontal. 

L'équilibre  peut  d'ailleurs  être  stablCj  ou  instable,  ou  con- 
ditionnel; il  sera  conditionnel  si. la  forme  de  la  surface  S 
aux  environs  du  point  P  est  telle,  que  .certains  déplacements 
du  système  fassent  naître  une  tendance  constante  du  système 
vers  sa  position  d'équilibre,  tandis  que  d'autres  déplace- 
ments développent  la  tendance  du  corps  à  s'en*  écarter  indéfi- 
niment. La  dynamique  seule  permet  dé  distinguer  ces  divers 
caractères. 

On  peut  admettre  comme  règle  générale  que  réquilibre 
du  système  est  stable  quand  son  centre  de  gravité  occupe  les 
points  les  plus  bas  de  la  surface  S. 

L'équilibre  est  iitdifférent  si  ia  surface  S  se  réduit  à  un 
plan  horizontal;  alors  le  système  est  en  équilibre  dans  toutes 
ses  positions. 

En  résumé,  la  recherche  des  conditions  d'équilibre  d'un 
système  pesant  à  liaisons  se  ramène  à  un  simple  problème  de 
géométrie.  Nous  allons  en  donner  des  exemples. 
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ÉQUILIBRE   d'un    SYSTÈME    DE   TIGES  PESANTES    ARTICULÉES,    CONTENUES 
DANS  UN   PLAN    VERTICAL. 

239.  Soit  ABCD  un. contour  polygonal  composé  de  trois 
tiges  pesantes,  AB,  BC,  CD;  la  tige  AB  est  articulée  au  point 
fixé  A,  c'est-à-dire  qu'elle  est  libre  de  tourner  autour  de  ce 
point  sans  rencontrer  de  résistance;  elle  est  de  même  arti- 
culée au  point  B  avec  la  tige  BC,  qui  eôt  articulée  au 'point  C 
avec  CD  ;  cette  dernière  tige  est  enfin  articulée  au  point  fixe  D. 
Les  trois  tiges  sont  contenues  dans  un  plan  vertical.  On. 
demande  la  position  d'équilibre. 

Les  tiges  sont  supposées  liombgènes;  leurs  longueurs  et 
leurs  poids  sont  donnés.  Leurs  centres  de  gravilé  sont  aux 
milieux  1, 1',  I",  de  leurs  longueurs. 

Soit  • 

AB  =  /,      BC  =  i',      JCD  =  K 

Le  poids  de  AB  sera  Représenté  par  p,  le  poids  de  BC  par  p\ 
le  poids  de  CD  par  p". 

Nous  pourrions  chercher  Je  centre  de  gravité  du  contour 
matériel  ABC1>;  mais  il  est  plus  simple  de  ramener  tous  les 

V       poids  à  être  appliqués  en  des 
1       points  de  la  droite  BC. 

Ppur  cela,  décomposons 
le  poids  p  en  deux  poids 
égaux  à  l^p,  appliqués  l'un 
en  A,  l'autre  en  B.  De  même, 
•substituons  au  poids  p"  ap- 
pliqué en  I"  deux  poids 
égaux  à  f  p",  appliqués  l'un 
Fig-215.  en  D,  l'autre  en  C. 

Les  poids  appliqués  aux  points  fixes  A  et  D  ne  donnent  aucun 
travail  pendant  la  déformation  <iu  quadrilatère  ABCD.  Il  suffit 
donc  de  chercher  le  centre  de  gravité,  G,  des  trois  poids  |  p, 


ip 


tP' 


iv 
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j}',  \i)\  appliqués  en  B,  T  el  C;  le  point  G  apparliendra  à  la 
droite  BC,  e\  sera  fixe  sur  cette  droite^  car  les  poids  |  p,  ;/, 
\p\  et  leurs  distances  BI',  PC,  quantités  qui  servent  à  déter- 
miner la  position  du  point  G,  sont  invariables. 

L'équilibre  exige  que  le  point  G  soit  le  plus  bas  possible 
sur  sa  trajectoire  ;  mais  on  obtient  la  normale  au  lieu  décrit 
par  le  point  G  en  joignant  ce  point  au  point  de  concours, 
0,  des  normales  AB,  DC  menées  aux  trajectoires  des  points  B 
et  C.  La  condition  d'équilibre  est  donc  que  la  droite  OG  soit 
verticale. 

On  fera  varier  le  quadrilatère  ABCD;  le  point  G  décrira  un 
certain  lieu  géométrique  ;  orf  mènera  à  ce  lieu  les  tangentes 
horizontales,  et  on  aura  les  solutions  cherchées.  L'équilibre 
stable  correspond  aux  points  les  plus  bas  de  la  couAe  décrite 
par  le  point  G.  .  * 

240.  La  solution  s'étend  à  un  contour  polygonal  de  tant  de 
côtés  qu  09  voudra,  attaché  à  deux  articulations  fixes,  A 
et  F,  et  contenu  dans  un  même  plan  vertical.  Fixons  par 
la  pensée  la  portion  DEF  du  contour.  11  faudra  que  le  reste  du 
contour,  ABCD,  soit  en  équilibre;  et  par  suite,  si  Ton  déter- 
mine sur  BG  le  point 
Cl,  centre  de  gravité 
(iespoids|p„p,,  ip,, 
appliqués  en  B,  en  1^  et 
en  C,  la  droite  0,G, 
doit  être  verticale.  De 
même,  on  fixera  AB  et 
EF,  et  l'équilibre  du 
contour  BCDE  exigera  ^'•-  '^^^• 

que  la  droite  O^Gj  soit  verticale.  Le  point  G^  est  le  centre  de 
gravité  des  poids  ^Pp  p^,  iPs,  appliqués  respectivement  en  C, 
enlj,  et  en  D.  Fixant  enfin  ABC,  et  opérant  de  même  sur  les 
poids  jj„Pj,p^,  on  reconnaîtra  qu'il  faut  que  O^G.  soit  verticale. 

Ces  conditions  suffisent  pour  définir  le  polygone. 

Soit  en  effet  n  le  nombre  des  liges  AB,  BC,...  EF.  Le 
nombre  des  côtés  du  polygone  ABC... FA  sera  n-f-i,  et  le 
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nombre  des  dohnées  qui  suffisent  pour  le  définir  est  par 
suite  (I,§  123) 

2(fi  — 1)  — 3  — 2n  — 1. 

On  connaît  d'avance  les  côtés,  ce  qui.  fait  n-f-l  données. 

Il  reste  à  trouver  n — 2  angles  ;  or  nous  avons  trouvé  n  —  2 
conditions;  car  la  solution  indiquée  revient  à  donner  les  an- 
gles que  la  droite  AF,  d'inclinaison  donnée,  fait  avec  les  di- 
rections Ofi^,  0,F„  O.G5,  etc.,  qui  sont  au  nombre  de  n  —  2. 

Il  y  a  donc  en  tout  (n  -f- 1) .+  (n  —  2)  =  2n  —  i  données, 
nombre  suffisant  pour  que  le  polygone  soit  déterminé. 


THÉORIE    DES  BALANCES. 

241.  Balance  à  fléau  (fig.  215).  — La  balance  à  fléau,  ou 
balance   ordinaire,  se  compose   essentiellement  d'une  tige 


Fig.  215. 


pesante  AB,  symétrique  par  rapport  au  plan  moyen  0;  elle* 
est  mobile  autour  d'un  axe  horizontal,  situé  dans  le  plan 
moyen;  pour  obtenir  cette  mobilité,  il  suffit  de  faire  pas- 
ser à  travers  le  fléau  un  prisme  triangulaire  ou   couteau^ 
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qui  repose  par  son  arête  inférieure,  de  chaque  côté  du  fléau, 
sur  un  plan  d'agate  bien  poli  et  dressé  horizontalement,  Cette 
arête  est  ce  qu'on  appelle  Vaxe  de  suspmsion  du  fléau.  Aux 
deux  extrémités  de  la  même  pièce,  on  place,  le  dos  en  bas  .et 
le  tranchant  en  dessus,  deux  autres  couteaux  A  et  B,  dont  les 
tranchants  sont  parallèles  à  l'axe  projeté  en  0;  ce  sont  les  axes 
de  suspension  des^plateaux  dans  lesquels  on  fait  les  pesées. -On  . 
s'arrange  pour  que  les  trois  points  A,  0  et  B  soient  rigoureu- 
sement en  ligne  droite,  et  que  le  point  0  soit  le  milieu  de  la 
distance  BA.  Enfin,  le  centre  de  gravité  G  du  fléau  doit  être 
situé  dans  le  plan  de  symétrie  au-dessous  du  point  0,  et  non 
au-dessus.  Dans  ces  conditions,  le  fléau  est  en  équilibre  dans 
.la  position  horizontale. 

L'addition  des  deux  plateaux,  que  l'on  suspend  aux  points  A 
et  B,  et  qui  ont  des  poids  égaux,  ne  trouble  pas  cet  équilibre., 
l'équilibre  du  fléau  est  encore  conservé  si  l'on  charge  les 
plateaux  de  poids  égaux.  On  a  alors  deux  forces. égales, 
verticales,  appliquées  Tune  en  A,  l'autre  en  B,  puis  le  poids 
du  fléau,  appliqué  en  son  centre  de  gravité;  ces  forces  sont 
tenues  en  équilibre  par  une  force  unique,  verticale,  appliquée 
en  0,  et  fournie  par  la  réaction  du  plan  d'appui. 

Si,  au  contraire,  on  met  dans  l'un  des  plateaux  un  poids  P,  et 
dans  l'autre  un  poids  P+p,  Tc- 

quilibre  ne  peut  subsister  dans  la  •  f[ ^f 

position  horizontale-,  car  la  résul- 
tante de  deux  forces  parallèles 
inégales,  appliquées  en  A  et  en  B, 

ne  passe  plu  s  parle  milieu  0  de  la  *  j  ^  g-f  p 

distance  des  points  d'application. 

Pour    chercher    la    position 
d'équilibre,   soit    EF    le   fléau 
(flg.  216),  H  l'axe  de  suspen-    ^^'^^ 
sion,  G  le  centre  de  gravité  ;  appe-  '^ 

Ions  a  l'angle  que  fait  la  droite  EF  avec  l'horizontale,  ou  l'angle 
GHj  de  la  droite  HG  avec  la  verticale  ;  Q,  le  poids  de  chacun  des' 
plateaux,  y  compris  les  chaînes  et  le  crochet  de  suspension, 
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enfin  q  le  poids  du  fléau.  Nous  supposons  que  le  fléau  a  pris 
la  position  d'équilibre  EF,  dans  laquelle  il  fait  Tangle  a  avec. 
Thorizon.  Le  point  G  est  sorli  du  plan  vertical  ZZ' conduit  par 
l'axe  H;  les  forces  qui  agissent  sur  le  plan  sont  la  force 
Q  -f-  P  -f-p,  appliquée  au  point  E  suivant  la  verticale,  la  force 
Q  -I-  P,  appliquée  au  point  F,  le  poids  du  fléau  q,  appliqué  en 
G,  et  enfin  la  réaction  du  plan  d'agale,  appliquée  en  H.  Toutes 
ces  forces  sont  verticales:  elles  se  font  équilibre,  et  par  con- 
séquent, la  réaction  de  Tappui  ^sl  égale  à  la  somme  des  poids, 
ou  à  '  . 

Pour  trouver  la  condition  d'équilibre  qui  définit  la  position 
du  fléau,  prenons  les  moments  par  rapport  h  Taxe  projeié  en 
H.  Il  viendra,  en  abaissant  sur  la  verticale  ZZ'  les  perpendi- 
culaires E^,  F/*, 

(1)  (Q  +  P4-;?)xEe  =  gxG^-h(Q  +  P)xF/-. 

Mais  la  ligne  ER  étant  droite,  et  le  point  H  en  étant  le  milieu, 
on  a  F/'=Ee;  l'équation  précéder! te.se  réduit  donc  à 

pXEe=:cjxGg, 


OU  a 


Or 


et  par  suite 


Ee     .  <y 

Ec  =  EUcos«, 
G^=  HGsina, 


V  X  Eli 


valeur  qui  définit  l'inclinaison  du  fléau. 

L'angle  a  est  d  autant  plus  grand  que  la  distance  HG  est 
plus  petite.  L'inclinaison  prise  par  le  flésiu  est  donc  d'autant 
plus  grande,  pour  une  même  différence  entre  les  poids  placés 
dans  les  deux  plateaux,  que  le  centre  de  gravité  du  fléau  est 
plus  voisin  de  l'axe  autour  duquel  il  oscille;  la  sensihiliié  Ae 
la  balance  croit  à  mesure  que  cette  distance  diminue  ;  car 
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la  différence  des  poids  est  accusée  par  Tinclinaison  plus 
ou  moins  grande  que  prend  le  fléau.  Aussi,  pour  faire  va- 
rier à  volonté  la  sensibilité  d'une  balance,  on  place  souvent 
sur  le  fléau,  au-dessus  de  l'axe  de  suspension,  une  tige  filetée 
le  long  de  laquelle  on 
peut  faire  mouvoir  un 
écrou  pesant,  E ,  dont  le  —- îbP-— ^^^ 
poids  s'ajoute  au  poids 
q.  En  faisant  monter 
cet  écrou,  on  rapproche  de  l'axe  le  centre  de  gravité  G  du 
système.  On  l'en  éloigne  au  contraire  en  faisant  descend^-e 
Técrou. 

242.  Mais,  si  Ton  augmente  la  sensibilité  de  la  balance  en 
diminuant  la  distance  GII,  il  ne  faut  pas  oublier  qu'il  y  aurait 
un  grave  inconvénient  à  rendre  cette  distance  tout  à  fait  nulle; 
si,  en  effet,  elle  était  égale  à  zéro,  Téquation  (2)  rendrait  tanga 
infinie  pour  la  position  d'équilibre;  le  fléau  EF  devrait  donc 
prendre  une  position  verticale,  c'est-à-dire  qu'il  chavirerait 
sous  l'influence  d'une  erreur  de  pesée  p,  si  petite  qu'elle  fût. 
La  sensibilité  de  l'appareil  serait  infinie,  mais  l'appareil  ne 
pourrait  plus  servir  à  rien,  car  c'est  la  variation  de  Tinclinai- 
son  du  fléau,  à  mesure  que  l'excès  de  poids  p  varie  lui-môme, 
qui  guide  dans  l'opération  de  la  pesée  ;  le  fléau  suspendu 
par  son  centre  de  gravité  G  formerait  un  système  en  équi- 
libre indifférent  sous  l'action  de  poids  égaux  placés  dans  les 
deux  bassins  (g  179),  le  centre  de  gravité  G  restant  immobile 
dans  toutes  les  positions  successives  de  l'appareil.  Il  faut 
donc,  pour  que  la  balance  soit  utile,  que  le  centre  de  gravité 
G  soit  plus  bas  que  le  centre  d'oscillation  du  fléau,  d'une  cer- 
taine quantité,  réglée  d'après  le  degré  d'exactitude  qu'on 
veut  apporter  aux  pesées. 

Si  l'axe  de  suspension  était  au-dessous  du  point  G,  le  fléau 
serait  dans  un  état. d'équilibre  instable;  car  son  poids  (/con- 
tribuerait à  accroître,  et  non  à  limiter,  l'inclinaison  qu'il 
tend  à  prendre  sous  l'action  de  l'excès  de  poids  p.  Quand  il 
en  est  ainsi,  on  dit  que  la  balance  est  folle. 

lî.  —  HÉC.  C0LLie!t05.  24 


Digitized  by 


Google 


370  BALAKCES. 

Nous  avons  supposé  les  trois  points  E,  H,  F  en  ligne  droite, 
et  le  point  H  au  milieu  de  la  dislance  EF.  C'est  sur  ces  deux 
suppositions  qu*est  fondée  la  réduction  de  Téquation  (1).  On 
pourrait  faire  des  pesées  avec  une  balance  où  les  trois  points 
E,  H,  F  ne  seraient  pas  en  ligne  droite;  maïs  cette  disposition 
serait  nuisible  à  la  sensibilité  de  Tappareil.  D'un  autre  côté, 
si  les  bras  HE,  HF  étaient  inégaux,  les  poids  placés  dans  les 
deux  plateaux,  au  lieu  d'être  égaux  pour  Téquilibre,  devraient 
être  dans  le  rapport  inverse  des  bras  auxquels  ils  sont  appli- 
qués. Nous  décrirons  tout  à  l'heure  des  appareils  fondés  sur 
ce  principe,  et  destinés  à  peser  de  lourds  fardeaux  avec  des 
poids  beaucoup  plus  petits. 


Mâtuère  de  faire  les  pesées  avec  la  balance  ordinaire, 
boite  a  poids. 

243.  On  met  dans  un  des  bassins  de  la  balance  la  matière 
dont  on  veut  évaluer  le  poids.  Le  fléau  s'incline  aussitôt  et 
vient  reposer  sur  l'un  des  deux  arrêts  destinés  à  limiter  sa 
course.  Une  aiguille,  attachée  au  centre  du  fléau,  abandonne 
la  verticale  et  prend  une  position  inclinée;  son  extrémité 
s'arrête  en  un  certain  point  d'un  arc  gradué  fixé  sur  le  pied  de 
l'instrument. 

On  charge  alors  graduellement  de  poids  le  second  bassin, 
jusqu'à  ce  qu'il  enlève  le  premier,  c'est-à-dire  jusqu'à  ce  qu'il 
détache  le  fléau  de  l'arrêt  sur  lequel  il  a  trouvé  un  appui.  Le 
fléau  se  met  à  osciller  autour  de  chacune  des  positions  d'équi- 
libre qu'il  tend  successivement  à  prendre,  et  que  modifie 
l'addition  d'un  nouveau  poids.  Ces  oscillations  sont  assez 
lentes  en  général,  et  elles  s'éteignent  vite  ;  d'ailleurs,  on  a 
à  peu  près  la  position  d'équilibre,  à  un  instant  quelconque, 
en  attribuant  à  J'aiguille  la  position  moyenne  entre  les 
extrémités  de  sa  course,  observée^  le  long  de  l'arc  gradué. 
La  pesée  est  terminée,  par  conséquent,  quand  la  position 
moyenne  de  l'aiguille  coïncide  avec  la  verticale  ou  avec  le 
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zéro  de  la  graduation.  Mais  pour  faire  des  pesées  exactes,  on 
doit  attendre  que  les  oscillations  soient  éteintes,  et  éviter  à 
la  balance  les  trépidations,  les  courants  d'air,  les  oscillations 
des  plateaux ,  qui  peuvent  fausser  les  résultats.  Enfin ,  le 
résultat  de  Topération  doit  parfois  être  corrigé  de  la  poussée 
de  l'air,  qui  s'exerce  inégalement  sur  le  corps  à  peser  et  sur 
les  poids  qui  lui  font  équilibre. 

244.  La  double  pesée j  imaginée  par  Borda,  a  pour  objet  d'é- 
liminer les  petites  erreurs  dues  aux  vices  de  construction  de 
l'appareil.  Si  la  balance  était  parfaite,  on  n'altérerait  pas 
l'équilibre  en  changeant  les  charges  de  plateaux.  Supposons 
que  cette  vérification  ne  réussisse  pas  avec  une  entière  exacti- 
tude. Une  quantité  de  matière  dont  on  cherche  le  poids  oî, 
placée  dans  le  plateau  de  droite  de  la  balance,  est  équilibrée 
par  un  poids  P,  placé  dans  le  plateau  de  gauche  ;  la  même 
matière,  placée  dans  le  plateau  de  gauche,  sera  équili- 
brée par  un  autre  poids  P',  peu  différent  de  P.  Cela  indique 
que  les  distances  HE,  HF  ne  sont  pas  rigoureusement  égales. 
On  aura  donc  pour  le  premier  équilibre 

PxHE  =  a;xHF, 

et  pour  le  second 

a;xHE  =  P'xHF. 

Divisant  membre  à  membre,  il  vient 

a;""P'' 

et  par  conséquent 

Le  poids  cherché  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  les 
deux  poids  trouvés.  Ces  poids  étant  très-peu  différents  si  la 
balance  est  bien  construite,  on  peut  substituer  sans  erreur 

P-f-P' 
leur  moyenne  arithmétique*  — 0 — >  ^  ^^"r  moyenne  pro- 
portionnelle. 

245.  Les  bottes  à  poids  qui  sont  jointes  aux  balances  doi*^ 
tent  contenir  tous  les  poids  nécessaires  pour  faire  le  genre  de 
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pesées  auquel  la  balance  est  destinée.  Si,  par  exemple,  il 
s*agit  d'une  balance  de  précision  employée  par  un  chimiste, 
le  minimum  du  poids  à  employer  sera  un  milligramme,  et  le 
maximum  pourra  ne  pas  dépasser  500  grammes.  La  boîte 
devra  fournir  par  conséquent  tous  les  multiples  d'un  milli- 
gramme, depuis  4  jusqu'à  500,000,  pour  évaluer  un  poids  à 
1  milligramme  près.  Dans  le  commerce  de  détail,  le  minimum 
du  poids  à  mesurer  est  en  général  le  gramme,  et  le  maximum 
peut  atteindre  10  kilogrammes;  la  boite  devra  contenir  assez 
de  poids  pour  évaluer  de  1  à  10,000  grammes,  et  les  pesées 
se  feront  à  1  gramme  près. 

246.  La  composition  d'une  boite  à  poids  est  possible  de 
plusieurs  manières.  On  peut,  par  exemple,  introduire  dans  la 
boite  le  plus  petit  poids  à  employer,  puis  un  poids  double, 
un  poids  quadruple ,  un  poids  huit  fois  plus  grand  ,  et 
ainsi  de  suite,  suivant  les  puissances  du  nombre  2.  Tout 
nombre  entier  étant  une  somme  de  puissances  de  2,  on  pourra 
avec  ces  poids  former  tout  multiple  du  poids  le  plus  petit, 
inférieur  à  la  puissance  de  2  qui  suit  celle  à  laquelle  on 
s'arrête.  Par  exemple,  avec  les  poids 

i,    2,    4,    8,    16,    32,    64,    128,    256,    512,    1024, 

on  peut  former  un  poids  entier  quelconque  inférieur  à  2048. 
Proposons-nous  de  former  le  poids  1529;  oii  divisera  i529 
par  2,  ce  qui  donne  le  reste  1  et  le  quotient  764  ;  on  divisera 
par  2  le  quotient,  ce  qui  donne  le  reste  0  et  le  quotient  382  ; 
et  on  continuera  ainsi,  jusqu'à  ce  que  la  division  par  2  du 
dernier  quotient  ne  soit  plus  possible.  Il  vient 

1529  =  2x764  4-1, 

764  =  2x382  +  0, 

582  =  2x191  +  0, 

191  =  2x   95  +  1, 

95  =  2x  47  +  1, 

47  =  2x   23  +  1, 

23  =  2X    11  +  1,* 

11  =  2X     5  +  1, 

5  =  2x     2  +  1, 

2  =  2X     1. 
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Multiplions  la  deuxième  égalité  par  2,  la  troisième  par  4, 
la  quatrième  par  8,  la  cinquième  par  16,  la  sixième  par  52, 
la  septième  par  64,  la  huitième  par  128,  la  neuvième  par 
256  et  la  dixième  par  512,  et  ajoutons;  nous  aurons,  en 
réduisant  les  termes  communs  aux  deux  membres  de  Véqua- 
tion  finale, 

4529  =  1  +  0x2  +  0x4  +  1x8  4-1x16  +  1X32 

+  1x64  +  1x128  +  1x256  +  0x512  +  1x1024. 

Le  poids  1529  se  formera  donc  en  réunissant  les  poids  sui- 
vants : 

1,      8,      16,      32,      64,      128,     256,      1024. 

247.  L'usage  du  système  décimal  conduit  à  une  composi- 
tion de  boite  à  poids  un  peu  différente  :  on  trouve  dans  les 
boites  destinées  à  peser  de  1  à  9999  grammes  : 

1  poids  de   1  gramme 

2  —  de   2  — 
1  —  de   5   - 

1  —  de  10  — 

2  —  de  20  — 
1  —  de   50  — 

1  —  de  100  — 

2  —  de  200  — 
1  —  de  500  — 

1  —  de  1000  —  ou  de  1  kilogramme 

2  —  de  2000  —   ou  de  2   — 
1  —  de  5000  —  ou  de  5   — 

On  formera  un  poids  quelconque,  7892  grammes,  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Le  poids  de  5  kilogrammes  ....  5000  |       ._^ 

Un  des  deux  poids  de  2  kil.  .  .   .  .  2000  ( 

Le  poids  .de  500  grammes  .....  500  \ 

Un  poids  de  200      —        200  î         800 

Le  poids  de  100     —        100  ' 

Le  poids  de  50        —        50  J  ^ 

Les  deux  poids  de  20  grammes.  .  .       40  ( 

Un  poids  de  2  grammes 2 


Total 7892 
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248.  La  balance  romaine  (fig.  220)  permet  de  faire  dés 
pesées  avec  un  poids  unique,  mobile  le  long  d'un  fléau  gradué. 
Le  fléau  BG  (fig.  218)  est  mobile  autour  d'un  axe  H,  que 
Ton  tient  à  la  main,  ou  que  l'on  suspend  à  un  point  fixe,  A. 
D'un  côlé  B  se  trouve,  à  demeure,  un  crochet  destiné  à  sus- 
pendre le  corps  dont  on  demande  le  poids  Q.  De  Tautre,  un 
j^  poids  P,  accroché  à  un  anneau, 

^  peut  glisser  le  long  de  la  tige 
graduée,  HG.  Le  centre  de  gra- 
vité du  fléau  et  de  tous  les  ac- 

Y  r 

ti  cessoires  qui  y  sont  attachés, 

^^^'  ^^^'  se  trouve,  lorsque  la  barre  BC 

est  horizontale,  en  un  point  G  situé  sur  la  verticale  passant 
par  le  point  H,  et  au-dessous  de  ce  point. 

Lorsque  Téquilibre  est  obtenu,  et  que  la  barre  BC  est  hori- 
zontale, les  forces  P  et  Q,  le  poids  q  du  fléau  appliqué  en  G,  et 
la  tension  T  du  lien  AH  qui  suspend  la  balance,  se  font  équi- 
libre; la  tension  T  est  donc  verticale  et  égale  à  la  somme 
P-hQ-hç  de  tous  ces  poids;  de  plus,  on  a,  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  H, 

(1)  PXHD  =  QXBH, 

d'où  l'on  tire 

Le  poids  P  et  la  longueur  BH  sont  des  quantités  constantes; 
le  poids  cherché  Q  est  donc  proportionnel  à  la  distance  va- 
riable HD.  En.  faisant  sur  la  barre  HC  une  graduation  conve- 
nable, on  pourra  lire  le  poids  cherché  sur  Téchelle.  Pour 
opérer  cette  division  de  la  droile  HG,  on  mettra  le  zéro  de 
Téchelle  au  point  H;  puis  on  fera  Q  =  l  kilogramme;  et  Té- 
quation  (1)  donnera  la  valeur  correspondante  de  la  distance 
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HD,  OU  plutôt  du  rapport  de  HD  à  BH.  Mais  celte  manière  de 
procéder  exige  la  connaissance  du  poids  P.  On  évite  la  déter- 
mination préalable  de  ce  poids,  en  cherchant  empiriquement 
la  posîlion  qu'il  convient  de  lui  donner  pour  équilibrer  un 
poids  Q  déterminé,  d'un  kilogramme  par  exemple.  On  connaît 
alors  deux  points  de  Téchelle,  et  rien  n'est  plus  simple  que 
d'achever  de  la  construire. 

Si  le  centre  de  gravité  G  du  fléau  ne  se  trouvait  pas  sur 
la  verticale  du  point  H,  l'ap- 
pareil pourrait  encore  servir 
à  mesurer  les  poids,  mais  il 
faudrait  introduire  un  nou- 
veau terme  dans  l'équation  (1  ) ,  ^'  * 
pour  tenir  compte  du   moment   du   poids  q. 

On  aurait 

QXBH  =  yXHL-f-PxHD, 

et  par  suite 

Le  terme  q  X  mj  est  constant  ;  le  second  terme  P  x  stï  est 

proportionnel  à  HD.  Le  poids  cherché  est  donc  encore,  une 
fonction  linéaire  de  la  dislance  HD.  La  graduation  de  la  barre 
•  se  fera  par  les  mômes  principes  que  lout  à  l'heure,  mais  le 
zéro  de  Téchelle  ne  sera  plus  au  point  H. 

La  disposition  qui  amène  le  point  G  au-dessous  du  point  H, 
augmente  la  sensibilité  de  l'appareil  tout  en  assurant  la 
stabilité  de  son  équilibre.  On  accroîtra  la  sensibilité  de  la 
balance,  c'est-à-dire  Tinclinaison  prise  par  le  fléau  sous  l'ac- 
tion d'une  petite  différence  entre  le  poids  cherché  et  le  poids 
lu  sur  l'échelle,  en  rapprochant  le  point  G  du  point  H. 

La  figure  220  représente  la  romaine  dont  on  se  sert  dans  le 
commerce;  on  lui  donne  souvent  deux  crochets  de  suspension, 
et  deux  graduations  différentes  qui  correspondent  chacune  à 
un  crochet,  de  sorte  qu'on  peut  à  volonté  évaluer  des  poids 
plus  petits  ou  des  poids  plus  forls. 
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249.  La  romaine  peut  servir  à  résoudre  une  équation  du 
premier  degré  à  une  inconnue,  P/c  =  Q.  Toute  équation  du 
premier  degré  est  réductible  à  cette  forme.  On  peut  suppo- 
ser P  et  Q  positifs,  en  changeant,  s'il  y  a  lieu,  le  signe  de 


î 


Bf» 


.   Fig.220. 

l'inconnue.  Suspendons  au  point  fixe  A  du  fléau  un  poids 
égal  à  Q  ;  puis  à  l'anneau  mobile  M  un  poids  égal  à  P. 
Cherchons  par  tâtonnement  la  position  qu'il  faut  donner  à 
l'anneau  pour  qu'il  y  ait  équilibre  ;  à  cette  position  correspond 

une  valeur  du  rapport  jrr  qui  est  la  valeur  de  l'inconnue. 


BALANCE   DE   QUINTENZ. 

250.  La  balance  de  Quintenz  est  un  appareil  dans  lequel. le 
poids  cherché  est  tenu  en  équilibre  par  un  poids  plus  petit, 
dix  fois  plus  petit  par  exemple.  Elle  se  compose  d'une  plate- 
forme mobile,  qui  peut  monter  et*  descendre  sans  cesser  d'être 
horizontale,  et  qui  est  destinée  à  recevoir  le  corps  dont  on 
demande  le  poids  ;  d  un  plateau  suspendu  à  la  façon  des  bas- 
sins des  balances  ordinaires,  et  destiné  à  recevoir  les  poids  ; 
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enfin  d'un  système  de  deux  leviers  qui  rattachent  Tune  à  Tau- 
Ire  ces  deux  parties  de  la  machine,  et  qui  tournent  autour 
d'axes  fixes  horizontaux  et  parallèles  entre  eux.  Le  système 
entier  est  à  liaisons  complètes;  un  déplacement  vertical  infi- 
niment petit  communiqué  à  la  plate-forme  produit  sur  le 
plateau  un  déplacement  vertical  proportionnel.  Soit  P  le 
poids  déposé  sur  le  plateau,  qui  équilibre  le  poids  cherché, 
Q,  posé  sur  la  plate-forme.  Si  on  imprime  à  la  plate-forme 
suivant  la  verticale  un  déplacement  virtuel  infiniment  petit,  e, 
le  plateau  recevra  un  déplacement  vertical  en  sens  inverse,  e', 
et  l'on  aura  pour  Téquilibre  l'équation  du  travail  virtuel  : 

De  sorte  que  le  poids  cherché,  Q,  sera  égal  à  la  fraction 
-  du  poids  connu,  P,  qui  lui  fait  équilibre.  Il  reste  donc  à  éva- 
luer le  rapport-* 

Voici  la  disposition  de  l'appareil,  que  nous  représentons 
coupé  longitudinalement  par  un  plan  perpendiculaire  aux  axes 
de  rotation  des  leviers  mobiles. 


C     B 


GSSS^SSmSSS:^  SSSSSSQSSBSI  ^ 


E 


Fig.  221. 


LD  est  la  plate-forme  et  R  le  plateau  ;  CA  est  le  premier  le- 
vier, mobile  autour  de  l'axe  H,  et  FE  le  second  levier,  mobile 
autour  de  Taxe  F.  Le  plateau  R  est  suspendu  au  poinf  A  du 
levier  AC.  La  plate-forme  est  soutenue  par  deux  points  D  et  M  ; 
l'un  de  ces  points,  D,  est  réuni  au  premier  levier  par  une  tige 
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verticale  rigide,  articulée  en  D  et  en  B.  L'autre  repose  en  un 
point  G  du  second  levier,  par  une  arête  de  contact,  normale 
au  plan  de  la  figure.  Enfin  une  tige  rigide,  verticale,  articulée 
en  E  et  en  C,  rattache  l'un  des  deux  leviers  à  l'autre. 

Supposons  que  Féquilibre  soit  établi  entre  les  poids  P  et  0, 
et  que  dans  cette  position  les  deux  leviers  AG,  FE  soient  ho- 
rizontaux. Imprimons  à  la  plate-forme,  suivant  la  verticale,  un 
déplacement  infiniment  petit  e,  que  nous  supposerons  s'effec- 
tuer de  haut  en  bas.  Pour  cela,  il  faut  que  tous  les  points  de 
la  plate-forme  descendent  à  la  fois  de  quantités  égales.  II  faut 
donc  que  les  points  D  et  M  s'abaissent  ensemble  de  la  même 
quantité,  ce  qui  impose  une  condition  à  la  construction  de 
Tappareil.  En  effet,  le  point  D  s'abaissant  de  la  quantité  e,  le 
point  B,  lié  invariablement  au  point  D  par  la  tige  rigide  BD, 
s'abaisse  de  la  même  quantité  ;  le  point  M  s'abaissant  aussi 
de  £,  communique  ce  même  abaissement  au  point  G  du  levier 
FE  ;  ce  levier  tourne  autour  du  point  fixe  F,  et  l'abaissement 

FE 
c  de  son  point  G  entraînera  un  abaissement  e  x  ^^^  de  son  ex- 
trémité E.  Cet  abaissement  se  transmet  intégralement  au  point 
C  du  levier  CH,  par  l'intermédiaire  de  la  tige  rigide  CE;  les 
points  B  et  C  du  même  levier  CH  s'abaissant  à  la  fois  de  quan- 

FE 

tités  e  et  6  X  py^  ,  ces  deux  abaissements  simultanés  sont  pro- 
portionnels aux  distances  BH,  CH  au  point  fixe  H,  et  par  suite 
la  construction  de  la  balance  doit  satisfaire  à  la  relation 

FE 


'^FG      CH 

ou  bien 

e              Du 

(i) 

FE       CH 
FG  ~  BH  * 

Lorsque  cette  condition  est  remplie,  les  abaissements  simulta- 
nés des  points  D  et  M  de  la  plate-forme  sont  égaux,  et  par  suite 
tout  déplacement  infiniment  petit  de  la  plate-forme  à  partir  de 
sa  position  d'équilibre  se  réduit  à  une  translation  verticale. 
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Le  poids  Q  s'abaissant  verticalement  de  la  quantité  e,  pro- 
duit un  travail  positif  Qs.  Mais  le  poids  P  monte  en  même  temps 
d'une  quantité  e'  qu'il  est  facile  de  calculer,  car  c'est  la  quan- 
tité dont  s'élève  le  point  A  quand  le  point  B  du  premier  levier 
s'abaisse  de  e  ;  donc 


et  par  suite 


H»' 


HA 


Le  poids  P  produit  un  travail  négatif  égal  en  valeur  absolue 
à  Pe',  et  l'équilibre  exige  que  Ton  ait 

Donc 

c'est-à-dire  que  tout  se  passe  comme  si  le  poids  Q  était  tout  en- 
tier suspendu  au  point  B  du  levier. 

Si  l'on  veut  équilibrer  le  poids  Q  avec  un  poids  P  dix  fois 
moindre,  on  fera  HA=  HB  x  10. 

Au  lieu  d'un  plateau  R,  suspendu  en  un  point  fixe  A  du 
premier  levier  et  chargé  de  poids  variables,  on  pourrait  n'em- 
ployer qu'un  poids  unique,  P,  qu'on  déplacerait  le  long  de  la 
tige  HA,  comme  on  le  fait  pour  la  balance  romaine  ;  on  peut 
aussi  adopter  une  combinaison  de  ces  deux  procédés.    . 

La  stabilité  et  la  sensibilité  de  l'appareil  exigent  encore  que 
,  lorsque  le  levier  CA  est  horizontal,  son  centre  de  gravité  soit 
situé  sur  la  verticale  passant  par  le  point  H,  à  peu  de  distance 
au-dessous  de  ce  point. 

Le  déplacement  vertical  de  la  plate-forme  LD  rend  indiffé- 
rente à  l'équilibre  la  position  du  poids  Q  sur  cette  plate- 
forme. 

Dans  la  balance  usuelle  (fig.  222),  on  ajoute  à  l'appareil  que 
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nous  venons  de  décrire  une  poignée  pour  arrêter  le  mouve- 
ment quand  il  ne  doit  pas  fonctionner,  et  un  repère  n,  n\ 
qui  permet  de  juger  de  l'horizontalité  du  levier  CA. 


rH^ 


Kg.  222. 


251.  Nous  venons  de  traiter  la  question  à  l'aide  dq 
théorème  du  travail  virtuel.  Nous  allons  la  reprendre  par 
les  décompositions  de  force;  nous  retrouverons  les  condi- 


Ç     B        [h 


.^T 


r 

E     q' 


Fig.  225. 


tiens  trouvées,  et  de  plus  nous  déterminerons  les  tensions 
des  tiges  CE,  BD,  et  les  réactions  des  points  fixes  F  et  H. 

Le  poids  Q  du  fardeau  à  peser  est  appliqué  en  son  centre 
de  gravité  g  ;  décomposons-le  en  deux  forces  parallèles,  q  etq', 
appliquées  l'une  en  M,  l'autre  en  D.  La  première  q  sera  égale  à 


«-S. 
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et  la  seconde,  q\  à 

La  force  q  se  transmet  au  point  G  du  second  levier,  qui  est 
en  équilibre  sous  Taction  de  celte  force  g,  de  la  tension  T  de 
la  tige  CE,  et  de^la  réaction  R  du  point  F.  Donc  la  réaction 
du  point  F  est  verticale,  et  égale  à  g  —  T  ;  et  la  tension  T 
est  donnée  par  Téquation  des  moments,  pris  par  rapport  au 
point  F  ; 

gr  X  FG  =  T  X  EF. 

La  force  9'  se  transmet  directement  à  la  tige  DB,  et  est  égale 
à  la  tension  de  cette  tige. 

Le  levier  AC  est  sollicité  par  la  force  q',  appliquée  en  B, 
par  la  force  T  appliquée  en  C,  par  la  force  P  appliquée  en  A, 
et  enfin  par  la  réaction  R'  du  point  H  ;  on  a  donc 

et 

^'  X  Bil  +  T  X  Cil  =  p  X  HA . 

Remplaçons  q'  par  sa  valeur 


et  T  par  sa  valeur 
il  viendra 


QxH 


FG  _  ^       Dï       FG 


^^ /MIXBH^  DI       FG^  ^„\       p  ^  „. 

ou  bien 

_               ^.  .MIXBHXEF  +  DIXFGXCH_^,,„, 
v3)  QX jjj3^-p PXHA, 

équation  qui  donne  le  rapport  de  Q  à  P.  Les  équations  précé- 
dentes font  connaître  les  tensions  des  tiges,  et  les  charges  R 
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el  R'  des  points  fixes,  t  équation  (3)  est  plus  générale  que  l'é- 
quation (2).  On  remarquera  en  effet  qu'elle  contient  les  quan- 
tités MI,  ID,  qui  définissent  la  position  du  centre  de  gravité 
du  fardeau  sur  la  plate-forme,  et  que,  par  contre,  nous  n'a\ons 
nulle  part  rencontré  dans  cette  analyse  la  condition  exprimée 
par  l'équation  (1)..  Effectivement,  cette  équation  (1)  exprime 
que  le  seul  mouvement  possible  de  la  plate-forme  est  uiie  trans- 
lation verticale,  et  nous  savons  qu'un  tel  mouvement  rend  in- 
différente à  l'équilibre  la  position  donnée  au  fardeau.  Si  nous 
tenons  conOpte  deTéquation  (1),  les  quantités  MI,  DI  doivent 
donc  disparaître  de  Téquation  (5).  En  effet,  Téquation  (1) 
nous  montre  que  les  produits  BH  x  EF,  FG  x  CH  sont  égaux 
entre  eux  ;  on  peut  remplacer  la  fraction 


MI  X  BH  X  EF  +  DI  X  FG  X  CH 

par  cette  autre 


MD  X  EK 


(MI  +  Dl)X(BHxEF) 
MI)  x  EF 


mu  X  lif 

laquelle  se  réduit  à  BH,  en  supprimant  le  facteur  com- 
mun EF,  et  en  observant  que  Ml  -hDI  =  MD.  L'équation  (3) 
devient 

QXBH=PXHA, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  (2). 

Les  changements  de  position  du  fardeau  Q  ne  modifient  pas 
l'équilibre  une  fois  établi,  quand  la  condition  (1)  est  satis- 
faite; mais  ils  ont  une  influence  sur  les  efforts  intérieurs  dé- 
veloppés dans  les  tiges  BD  et  CE  ;  si  on  rapproche  le  fardeau 
du  point  D,  on  augmente  la  tension  q'  de  la  tige  BD,  on  dimi- 
nue la  charge  q  du  point  G  et  par  suite  on  diminue  la  ten- 
sion T  de  la  tige  BE.  On  peut,  par  exemple,  placer  le  fardeau 
de  telle  sorte  que  les  tensions  t  et  q'  soient  égales;  il  suffit 
pour  cela  qu'on  ait  la  relation 


^^mÏÏ~^><md><ëf: 
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D'où  Ton  tire,  en  supprimant  les  facteurs  communs, 


383 


MI 


FG 

'ef' 


Plus  on  rapproche  du  point  M  le  centre  de  gravilé  g  du  far- 
deau, plus  on  augmente  g,  plus  on  diminue  T,  et  par  suite 
plus  la  charge  R  du  point  fixe  F  augmente.  Quant  à  la  charge 
R'  du  point  fixe  H,  elle  est  égale  à 

à  mesure  qu'on  rapproche  le  fardeau  du  point  M,  q'  diminue 
et  T  augmente  :  l'on  ne  voit  pas  tout  de  suite  si  la  somme 
P  -H-  g'  -h  T  varie,  ni  dans  quel  sens.  Or  cette  somme  est  con- 
stante quand  la  condition  (1)  est  remplie  ;  car  nous  avons  vu 
que  tout  se  passe  alors  comme  si  le  fardeau  Q  était  tout  entier 
suspendu  au  point  C  ;  la  charge  du  point  A  est  par  consé- 
quent constante  et  égale  à  P  -f-  Q,  quelle  que  soit  la  position 
du  fardeau. 

BALANCE  DE  ROBERVAL. 

252.  La  Balance  de  Rohenal^  réduite  à  ses  parties  essen- 
tielles, se  compose  d'un  parallélogramme  articulé  ABGD,  dont 


Fig.  224* 

les  côtés  AD,  BC  sont  verticaux^  et  dont  les  côtés  AB  et  CD  sont 
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libres  de  tourner  autour  de  deux  points  fixes  0  et  0'  placés 
aussi  sur  une  Terticale  ;  dans  la  déformation  de  la  figure,  les 
droites  AD  etBC  restent  parallèles  à  la  droite  fixe  00', 

En  des  points  M  et  N,  pris  arbitrairement  sur  les  côtés 
verticaux  AD,  BE,  on  attache  à  ces  côlés  des  bras  horizontaux 
ME,  KF,  auxquels  on  suspend,  en  des  points  quelconques  I  et 
R,  des  poids  P  et  Q.  On  demande  la  condition  d'équilibre  du 
système. 

Appliquons  le  théorème  du  travail  virtuel.  Imprimons  au 
parallélogramme  une  déformation  infiniment  petite;  cette 
déformation  s'opérera  en  faisant  tourner  d'un  même  angle 
infiniment  petit  AOA',  DO'D',  les  droites  AB,  DC,  autour  des 
points  0  et  0',  et  en  déplaçant  parallèlement  à  elles-mêmes 
les  droites  AD,  BC,  qui  entraînent  dans  ce  déplacement  les 
poids  Pet  Q.  La  quantité  e  =  li,  dont  descend  verticalement  le 
poids  P  dans  ce  mouvement  de  translation,  est  égale  à  la  pro- 
jection, Aa,  sur  la  verticale,  du  chemin  AA'  décrit  par  l'extré- 
mité A  de  la  droite  AB;  de  même  la  quantité  £'  =  R'r,  dont 
s'élève  verticalement  le  poids  Q,  est  égale  à  la  projection  ver- 
ticale, B'fr,  du  chemin  BB'  décrit  par  le  point  B.  Or  les  chemins 
AA',  BB'  décrits  simultanément  par  les  points  A  et  B  de  la 
droite  AB,  mobile  autour  de  l'axe  projeté  en  0,  sont  propor- 
tionnels aux  distances  AO,  BO;  d'ailleurs,  ils  font  des  angles 
égaux  avec  la  verticale,  et  leurs  projections  sur  cette  direc- 
tion leur  sont  proportionnelles;  on  a  en  définitive 

e  _A0 
?""B0' 

Mais  le  théorème  du  travail  virtuel  donne  pour  équation  d'é- 
quilibre 

P«  =  Qe'. 

Éliminant  les  quantités  auxiliaires  e,  €',  on  obtient  pour 
condition  d'équilibre  l'équation 

PXA0  =  QXB0. 

AO 
Cette  relation  ne  renferme  que  le  rapport  ^  des  segments 
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dans  lesquels  le  côté  AB  est  divisé.  Par  conséquenl,  si  les  poids 
P  et  Q  satisfont  à  la  condition  qu'elle  exprime,  l'équilibre 
subsistera  quelle  que  soit  la  forme  qu'on  donne  au  parallélo- 
gramme articulé,  quels  que  soient  les  points  M  et  N  auxquels 
on  împlfiinte  les  bras  sur  les  côtés  verticaux,  quels  que 
soient  enfin  lés  points  I  et  N  auxquels  on  suspende  les 
poids  P  etQ. 

L'équilibre  est  donc  indifférent ^  puisqu'il  subsiste  dans 
toutes  les  positions  de  la  figure  mobile.  On  peut  observer  que 
le  centre  de  gravité  des  poids  P  et  Q  ne  change  pas  de  hauteur 
par  suite  delà  déformation  du  parallélogramme,  et  qu'il  ne 
change  pas  de  hauteur  non  plus  quand  on  déplace  les  poids  P 
et  Q  le  long  des  droites  horizontales  ME,  NF. 

253.  Nous  traiterons  aussi  cette  question  par  la  méthode 
de  la  composition  des  forces.  L'emploi  des  couples  rend  les 
opérations  faciles.  Nous  considérerons  séparément  l'équilibre 
des  quatre  côtés  du  parallélogramme,  en  remplaçant  les  ar- 
ticulations par  les  forces  équivalentes. 

Au  p.oint  M,  appliquons  deux  forces  verticales,  en  sens 


Fig.  225. 


contraire  l'une  de  l'autre,  et  toutes  deux  égales  à  P.  Nous 
pouvons  substituer  à  la  force  P,  agissant  en  I  sur  le  système 
rigide  formé  des  barres  EM  et  AD,  une  force  P,  égale  et  paral- 
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lèle,  agissant  en  M,  et  un  couple  (P,  —  P),  dont  le  moment  est 
égal  à  PxIM,  et  qui  tend  à  faire  tourner  de  droite  à  gauche 
son  bras  de  levier  IM.  Ce  couple  et  cette  force  sont  équilibrés 
par  les  actions  qu'exercent  les  barres  AB,  DG  sur  les  points  A 
et  D  du  même  système.  Nous  pouvons  décomposer  chacune  de 
ces  actions  en  deux  forces,  l'une,  X  et  X',  dirigée  suivant 
le  côté  AD,  l'autre,  Y  et  Y',  dans  les  directions  parallèles  AO, 
DO'.  Les  deux  composantes  X  et  X',  appliquées. en  A  et  D  dans 
la  direction  du  côté  AD,  se  composent  en  une  seule  force, 
X  -f-  X',  qui  équilibre  la  force  P  ;  elles  composantes  Y,  Y',  paral- 
lèles, forment  un  couple  qui  doit  tenir  en  équilibre  le  couple 
(P,  —  P).  Donc  Y==  Y'  et,  de  plus,  les  moments  des  deux  couplés 
devant  être  égaux,  on  a,  en  abaissant  du  point  0  une  perpen- 
diculaire OS  sur  le  côté  CD,  Téquation 

Yx0S  =  PxIM, 

qui  détermine  Y. 

On  connaît  ainsi  les  composantes  Y,  Y',  des  actions  exercées 
par  les  barres  AO,  DO'  sur  le  côté  vertical  AD,  et  la  somme 
X  +  X'  des  composantes  verticales  des  mêmes  actions. 

On  peut  opérer  -de  même  pour  le  poids  Q;  on  trouvera  la 
somme  X''-i-X'"  =  Q  des  composantes  verticales  des  actions 
des  barres  obliques  sur  les  barres  verticales,  et  les  com- 
posantes égales  et  contraires,  Z,  Z',  exercées  dans  les  direc- 
tions des  côtés  obliques,  et  données  par  l'équation  des  mo- 
ments : 

.       ZX0S=:=QXNR.  . 

Considérons  maintenant  Téquilibre  de  la  pièce  AB,  sous  Tac- 
lion  des  forces  X,  Y,  X",  Z,  changées  de  sens,  et  l'équilibre 
de  la  pièce  DC  sous  Taction  des  forces  X',  Y',  X'",  Z',  également 
changées  de  sens.  Pour  la  première,  les  devix  forcQS  Z  et  Y, 
agissant  dans  la  direction  du  point  fixe  0,  sont  détruites  par 
la  fixité  du  point,  sur  lequel  elles  exercent  dans  la  direction 
du  côté  AB  une  pression  égale  à  Z  —  Y.  Les  forces  parallèles,  X 
et  X",  doivent  se  composer  en  une  seule,  appliquée  au  point  0. 
Donc  elles  exercent  sur  le  point  0,  parallèlement  aux  côtés 
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verticaux,  une  action  égale  à  X  +  X%  el  elles  satisfont  à  la 
relation    . 

XxAO  =  X"xBO. 

C'est  la  condition  d'équilibre  de  la  pièce  AB. 

De  môme,  la  seconde  pièce  DG  est  en  équilibre  si  Ton  a 

X'XDO'  =  X'"XCO', 

et  le  point  0'  est  sollicité,  suivant  le  côté  DC,  par  une  force 
V  —  Y',  et  suivant  la  verticale,  par  une  force  X'-h  X'". 
'  On  a  donc  à  la  fois  les  quatre  équations  : 

X  +  X'=P, 
XXA0  =  X"XB0, 
X"-fX'"=Q, 
X'XD0'  =  X"/XG0', 

ou  bien 

X'XA0  =  X'"XB0. 

Ajoutant  la  deuxième  et  la  quatrième,  il  vient 

(X  +  X')  X  AO  =±  (X"  +  X'")  X  CO, 

ou  bien 

PXA0  =  QXC0, 

cofidilion  qui  doit  être  remplie  pour  que  les  quatre  équa- 
tions soient  compatibles.  Ces  équations  ne  sont  donc  pas 
distinctes,  et  ne  peuvent  servir  à  déterminer  entièrement  les 
inconnues;  l'une  d'elles  reste  arbitraire.  La  statique  seule  ne 
permet  pas  en  effet  d'opérer  le  partage  de  la  force  P  entre  les 
deux  points  A  et  D;  ce  partage,  ainsi  que  celui  de  la  force  Q 
entre  les  deux  points  B  et  C,  dépend  de  la  flexibilité  plus  ou 
moins  grande  des  barres  AB,  CD,  et  doit  rester  inconnu  tant 
qu'on  ne  fait  pas  intervenir  la  loi  de  la  flexion  de  ces  pièces. 

Le  déplacement  des  poids  P  et  Q,  et  la  déformation  du  pa- 
rallélogramme, s'ils  ne  produisent  aucune  altération  de  Té- 
quilibre  une  fois  obtenu,  modifient  donc  les  efforts  dé- 
veloppés dans  les  barres  AB,  CD  et  les  réactions  des  points 
fixes  0  et  0'. 

254.  Dans  la  balance  de  Boberval  ordinaire,  employée  au- 
jourd'hui sur  presque  tous  les  comptoirs,  on  prend  les  points 
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0  et  (y  au  milieu  des  côtés  ÂB,  CD,  et  au  lieu  de  suspendre 
les  poids  P  et  Q  à  des  bras  ME,  NF,  on  les  place  dans  des  pla- 
teaux faisant  corps  avec  les  tiges  verticales  AD  et  BC.  L'équi- 
libre exige  alors  Tégalité  des  poids  P  et  Q. 

L'appareil'que  nous  venons  de  décrire  serait  un  appareil  in- 
diffèrent; pour  lui  donner  la  sensibilité  qui  lui  est  nécessaire 
(§  24i),  on  fait  en  sorte  (fig.  229)  que  le  centre  de  gravité 
des  fléaux  AB,  A'B%  placés  horizontalement,  soit  situé  pour 
chacun  sur  la  verticale  des  points  0  et  0',  et  un  peu  au-dessous 
de  ces  points.  Alors  le  poids  des  fléaux  tend  à  les  ramener  dans 

DÉTAUJS  DE  L'AUTICULATIOM  kf. 
Pièce  (VA'.  Pièce  AA/.  Plan  de  l'assemblage. 


*'■  I   II  II  •     iç 


Fig.  2i6. 


Fig.  227. 


Fig.  229. 


la  position  horizontale  s'ils  s'en  écartent,  et  à  limiter  la  défor- 
mation prise  par  le  parallélogramme  sous  l'action  de  poids 
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inégaux  placés  dans  les  deux  plateaux.  Oh  a  soin  aussi  de  ré- 
duire aufant  que  possible  les*  frottements  aux  quatre  arti- 
culations du  parallélogramme  et  aux  points  fixes  0  et  0';  on  y 
parvient  en  substituant  des  arêtes  vives  aux  axes  de  rotation. 
Les  figures  226,  227,  228  représentent  ce  mode  d'assem- 
blage, qui  est  admissible  seulement  lorsque  les  charges  sont 
très-limitées.  La  figure  229  représente  la  balance  complète. 


ÉQUILIBRE   DES    PONTS-LEVIS. 

255.  PorU'levis  à  flèche.  —  Le  pont-levis  à  flèche  se  com- 
pose de  deux  parties  :  un  tablier  OA,  qui  est  mobile  autour 
d'une  charnière  horizontale  projetée  en  0,  et  qui  s'appuie  à 
son  autre  extrémité  A  sur  une  feuillure  C,  pratiquée  dans  le 
couronnement  du  mur  M  ; 

Et  une  fUché  BD,  mobile  autour  d'un  axe  fixe  projeté  en  0', 
parallèle  à  la  charnière  0;  cette  flèche  porte  un  contre-poids 
Q,  dont  nous  déterminerons  plus  loin  le  poids  et  la  position. 

La  flèche  est  réunie  au  tablier  au  moyen  d'une,  double 
chaîne  projetée  en  AB;  on  dispose  les  points  d'attache,  A 
et  B,  de  cette  chaîne,  de 

manière  que  les  droites  ^— -^ ^ j^^^  I  |p 

OA,  O'B  soient  égales  et  /  ~/^>^'1 

parallèles;    la  chaîne   a  /  ^/^^       p' 

une  longueur  AB  égale  à         J  .y  j 

la  distance  00'  -des  cen-  ^^^^^/;  f ^- -~-M||???????s 

^^  c  G  ^ 

très  de  rotation  des  deux       *'  ^  w  § 

parties  mobiles,  de  sorte  ^  ^  ^ 

que  dans  toutes  les  posi-  ^*^'  ®^* 

tions  qu'elle  prend  quand  on  relève  le  tablier,  la  figure  OO'BA 

•  reste  un  parallélogramme. 

On  peut  placer  le  contre-poids  de  manière  que  le  centre  de 
gravité  de  tout  le  système  soit  immobile  :  le  pont-levis  est 
alors  en  équilibre  dans  toutes  ses  positions. 

Soit  G  le  centre  de  gravité  du  tablier,  y  compris  la  moitié 


Digitized  by 


Google 


390  PONT-LEYIS 

inférieure  des  deux  chaînes  projetées  en  AB,.el  soit  P  le  poids 
de  celte  partie  du  système.  Soit  de  même  G'  le  centre  de  gra- 
vité de  la  flèche,  y  compris  le  contre-poids  Q  et  la  moitié  su- 
périeure des  deux  chaînes;  soitP'  le  poids  correspondant. 

Supposons  que  nous  ayons  donné  au  contre-poids  Q  un 
poids  et  une  position  tels  que  le  centre  de  gravité  G'  de  la 
flèche  soit  situé  sur  une  droite  O'G'  parallèle  à  OG,  et  qu'en 
outre  on  ait  la  proportion 

p  _0^' 
P'^OG' 

Joignons  GG',  et  soit  K  le  point  où  cette  droite  coupe  la 
droite  00'.  Les  triangles  GKO,  G'KO'  sont  semblables,  et  res- 
tent semblables  dans  toutes  les  positions  du  système;  ils 
donnent  la  proportion 


Donc 


et  par  suite  le  point  K  est  le  centre  de  gravité  du  système 
total  composé  des  poids  P  et  P'.  Ce  point  K  est  d'ailleurs 
immobile,  car  les  mêmes  triangles  donnent  la  proportion 

o^K  _  o^G^ 

OK  ~"  OG  ' 

rapport  constant  qui  définit  un  seul  point  K  sur  la  droite  O'O. 
Le  centre  de  gravité  général  est  donc  immobile,  et  l'équilibre 
de  l'appareil  est  indifférent. 
256.  Nous  avons  supposé  que  le  poids  Q  satisfaisait  à  cer- 
.  taines  conditions.  II  est  facile  de  voir 
""     '3'    comment  elles  pourront  être  rem- 
plies. 

Nous  voulons,  par  exemple,  que  le 
centre  de  gravité  de  Tensemble  de  la 
Fig.231.  flèche  et  du   contre-poids    soit  un 

point  défini.  G',  de  la  droite  O'G'  menée  parallèlement  à  OG. 


O'G' 
OG- 

KG' 
=  KG 

P 

KG' 
=  KG' 

r 

V 
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Soit  g  le  centre  de  gravité  de  la  flèche  prise  seule,  abstrac- 
tion faite  du  contre-poids;  soit  p  son  poids.  Joignons  ^G'; 
le  centre  de  gravité  g'  du  contre-poids  Q  sera  situé  en  îin 
point  du  prolongement  de  cette  droite.  P'  doit  être  égal  à 

or 

PXçyçTn  C6  qui  définit  le  poids  P'.  Mais  p  +  Q=P';  donc 

Q = P'  —  p  ;  connaissant  Q,  on  déterminera  la  position  du  point 
gf'  par  l'équation 

OÙ  tout  est  connu,  excepté  g'G'.  On  saura  ainsi  ce  que  doit 
peser  le  contre-poids,  et  en  quel  point  il  faut  placer  son  centre 
de  gravité,  ce  qui  suffit  pour  régler  l'appareil. 

257.  On  peut  se  proposer  de  déterminer,  dans  une  position 
quelconque  de  la  figure,  la  tension  T  de  la  chaîne  AB,  et  les 
charges  R  et  R'  des  points  fixes  0  et  0'.  Pour  y  parvenir,  con- 
sidérons à  part  l'équilibre  du  tablier  et  de  la  flèche. 

Le  tablier,  dans  h  position  OA,  est  en  équilibre  sous  Tac- 
lion  de  son  poids  P,  de  la  ten- 
sion T,  et  de  la  réaction  R  de  la 
charnière. 

La  tension  T  sera  donnée  par 
réquation  des  moments  autour 
de  Taxe  0  : 

PX0F=:TX0H. 

La  charge  R  de  l'axe  Ose  dé-  "^  !  ^  ^«^  '  >« 
terminera  ensuite  en  transpor- 
tant au  point  0,  parallèlement 
à  elles-mêmes,  les  forces  P  et  T, 
et  en  les  composant  ensemble. 
La  réaction  de  Taxe  sur  le  ta- 
blier est  la  force  —  R,  égale  et 
contraire  à  Faction  R  du  tablier 
sur  Sa  charnière. 

L'équation  des  moments  des  forces  appliquées  à  la  flèche 


Fig.  232 
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donnerait  la  même  valeur  T  ;  la  charge  de  Tax^  0'  s'obtiep- 
drait  en  appliquant  au  point  0  des  forces  T,  et  P'^,  égales  et 
parallèles  à  la  tension  BT  et  au  poids  P'  ;  ce  qui  donnerait  ht 
pression  R'  de  la  flèche  sur  Taxe  0',  ou  la  réaction  — R'  de 
Taxe  0'  sur  la  flèche. 

LaforceP  fait  équilibre  aux  deuxforces  — Ret  AT  ;  par  con- 
séquent, les  trois  directions  OR,  GP,  AB  concourent  en  iin 
même  point  S.  De  même,  les  trois  directions  AB,  G'  P',  0'R\ 
concourent  en  un  même  point  S'. 

PONT-LEVIS   A   CONTRE-POIDS   MOBILE. 

258.  On  emploie  aussi  dans  les  places  de  guerre  la  dispo- 
sition suivante,  due  à  Bélidor  ;  elle  a  l'avantage  de  suppri- 
mer la  flèche,  dont  les  bras  se  dressent  en  Tair  quand  le  pont 
est  relevé,  et  sont  exposés  à  être  brisés  par  les  projectiles 
ennemis. 

Le  tablier  AO  est  équilibré  dans  toutes  ses  positions  par  un 
contre-poids  cylindrique,  E,  qui  roule  sur  une  courbe  FK  ;  le 
tablier  y  est  rattaché  par  une  chaîne  ABCE,  qui  passe  sur  une 


Fîg.  233. 


poulie  0'.  La  courbe  FK  doit  être  tracée  de  telle  sorte  que, 
dans  toutes  les  positions  de  la  figure,  le  centre  de  gravité  du 
tablier  et  du  contre-poids  E  soit  situé  sur  un  même  plan  hori- 
zontal, XY. 
Soit  G  le  centre  de  gravité  du  tablier, 
P,  son  poids, 
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A,  le  point  d'attache  de  la  chaîne, 
E,  la  position  correspondante  du  centre  du  rouleau, 
P',  son  poids. 
Nous  négligerons  le  poids  de  la  chaîne,  qui  est  en  général 
très-petit  par  rapport  au  poids  du  rouleau  et  du  tablier. 

Le  centre  de  gravité  du  système,  dans  la  position  représen- 
tée par  la  figure,  est  un  point  H,  situé  sur  la  droite  GE,  et  dé- 
fini par  la  proportion 

P^_GH 
P  ~EH- 

Menons  par  ce  point  H  l'horizontale  XY. 

Donnons  au  tablier  un  déplacement  angulaire  quelconque, 
qui  amènera  le  point  G  en  G',  et  le  point  A  en  A'.  La  chaîne, 
qui  avait  la  position  ABCE,  quitte  cette  position  pour  en  pren- 
dre une  autre,  A'B'C'E';  elle  se  décompose  en  trois  parties  : 
V  une  partie  rectiligne  A'B',  menée  du  point  A*  tangentielle- 
ment  à  la  poulie  0'  :  la  longueur  de  cette  partie  est  connue; 
2**  une  partie  circulaire,  appliquée  à  partir  du  point  B'  sur  le* 
pourtour  de  la  poulie  ;  3°  enfin  une  seconde  partie  rectiligne 
qui  se  détache  de  la  poulie  tangentiellement  à  son  pourtour; 
L'ensemble  de  ces  deux  dernières  parties  a  une  longueur 
connue  d'avance,  égale  à  la  longueur  L  de  la  chaîne  dimi- 
nuée de  la  première  partie,  A'B'j  mais  on  ne  connaît  pas  le 
partage  de  cette  longueur,  L  —  A'B',  entre  les  deux  parties 
qui  la  composent.  L'extrémité  de  la  chaîne,  quand  on  fait 
varier  la  longueur  de  Parc  embrassé  sur  la  poulie,  décrit  une 
courbe  MN  qu'on  peut  tracer  et  qui  est  une  développante  du 
cercle  0'.  Pour  déterminer  sur  cette  courbe  le  point  E'  où 
Ton  doit  placer  le  centre  du  rouleau,  nous  ferons  usage  de  la 
condition  relative  au  centre  de  gravité.  Au  point  G',  connu 
de  position,  nous  avons  un  poids  P;  au  point  E',  encore 
inconnu,  un  poids  P'.  Enfin,  le  centre  de  gravité  H'  de  ces 
deux  poids  doit  être  situé  sur  la  droite  donnée  XY.  Nous  avons 
donc  la  proportion 

p  ""E'H 
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OU  bien 

P'                G'H'            G'H' 

P  +  P'  ~  E'H'  -f-  iû'll'  ~  G'E' 

Le  point  E'  appartient  donc  à  une  droite  X'YVparalièle  à  XY, 

et  construite  en  ampHGant  les  distances  des  points  de  XY  au 

P-*-P' 
point  G',  dans  le  rapport  connu  -^5; — 

Le  point  cherché  E'  est  Tintersection  de  cette  droite  XT^ 
avec  la  développante  de  cercle  MN. 

On  pourra  construire  ainsi  par  points  la  courbe  LB,  qu'on 
doit  faire  suivre  au  centre  du  rouleau.  On  en  déduira  la 
courbe  FK,  sur  laquelle  le  contre-poids  doit  rouler,  en  traçant 
une  courbe  parallèle  à  LR,  à  une  distance  égale  au  rayon  du 
contre-poids. 

La  tension  T  de  la  chaîne,  dans  une  position  quelconque 
AB,  se  déterminera  en  prenant  les  moments  par  rapport  au 
point  0  : 

TxOP  =  PxOI, 

01  et  or  étant  les  perpendiculaires  abaissées  du  point  0  sur 
les  directions  des  forces. 


PONT-LEVIS    A   CHAINE   OU   A    CONTRE-POIDS   VARIABLE, 

259.  Le  pont-levis  à  contre-poids  variable,  imaginé  par 
Ponceletj  se  compose  d'un  tablier  OA,  mobile  autour  de  la 
charnière  horizontale  0,  et  soutenu  en  A  par  une  chaîne 
ABCD.  La  chaîne  passe  sur  deux  poulies  B  et  C  ;  elle  porte 
en  D  une  double  chaîne  articulée  DEG,  DFH,  formée  de 
maillons  massifs,  dont  les  deux  extrémités  G  et  H  sont  atta- 
chées en  des  points  fixes.  Le  puits  P,  ouvert  au-dessous  de 
cette  chaîne  articulée,  permet  aux  maillons  de  descendre,  à 
mesure  qu'on  relève  le  tablier^  sans  rencontrer  Tappui  du  sol. 
Une  roue  K,  montée  sur  le  môme  arbre  que  la  poulie  C,  reçoit 
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une  chaîne  L,  au  moyen  de  laquelle  on  peut  faire  tourner  la 


^\\\\\\\\\\\.>\\\\\\\\\\\A\\  -\\\\' 


MIE 


^ÎK 


Fig.  234. 


poulie  dans  un  sens  ou  dans  l'autt'e  pour  la  manœuvre  du  pont. 

Le  problème  à  résoudre 
consiste  à  régler  le  poids  de 
la  double  chaîne  de  telle 
sorte  que  l'équilibre  du  ta- 
blier soit  assuré  dans  toutes 
ses  positions. 

Lorsqu'on  relève  le  ta- 
blier dans  la  position  OA', 
le  point  D  descend  d'une 
certaine  quantité  a;=DD'; 
mais,  les  points  G  et  H  res- 
tant fixes,  le  niveau  le  plus  Fig.  235. 
bas ,   EF,  de  la  chaîne  des  contre-poids  ne   s'abaisse  que 
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de  la  quantité  ^  x,  puisque  la  longueur  de  chaîne  x  se  partage 

également  entre  les  deux  brins,  EG,  ED. 

Pour  simplifier,  nous  admettrons  que  la  poulie  B  ait  un 
diamètre  extrêmement  petit  :  les  deux  droites  AI,  A'I,  dessi- 
nées par  la  chaîne  de  suspension,  pourront  être  regardées 
comme  tangentes  au  cercle  B  en  un  même  point  1;  nous 
ferons  en  outre  abstraction  de  toutes  les  résistances  acces- 
soires. 

'  Soit  L  la  longueur  primitive  du  brin  DE,  quand  le  tablier 
est  horizontal  ;  soit  p  le  poids  de  l'unité  de  longueur  de  l'une 
des  deux  chaînes  de  contre-poids.  La  tension  de  la  chaîne  AI 

est  égale  à  2pL  lorsque  le  tablier  est  baissé,  et  à  2pf  L  —  ^  j 

lorsqu'il  est  dans  la  position  OA'.  Le  poid$  Q  du  tablier  est 
appliqué  en  son  centre  de  gravité  g;  il  peut  se  décomposer 
en  deux  forces  parallèles,  Tune  Q'  appliquée  en  A,  l'autre  Q^ 
appliquée  en  0  ;  ces  forces  restent  constantes  dans  toutes  leg 
positions  du  tablier;  car  elles  ne  dépendent  que  du  rapport 
des  segments  constants  Agf,  gO.  tour  que  Véquilibre  soit 
assuré  dans  toutes  les  positions,  il  faut  et  il  suffit  que  la  résul- 
tante R  des  forces  Q'  et  T,  appliquée  en  A'  soit  constamment 
dirigée  vers  le  point  0  ;  pour  cela,  nous  placerons  la  pou- 
lie B  de  telle  sorte  que  le  point  I  soit  sur  la  verticale  du 
point  0.  Les  deux  triangles  A'TR,  AlO  seront  semblables,  et 
donneront  la  proportion 


ou  bien 


La  quantité  10  est  une  des  données  du  problème,  ainsi  que 
la  force  Q'.  Représentons  10  par  fe,  Quant  à  A'I,  elle  est  égale 
à  la  longueur  AI  =  a,  de  la  chaîne  de  suspension,  diminuée 


AT 
TE 

A'I 

=  iô'' 

2p(l- 

-«_ 

.A'I 

Q' 

'10 
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de  la  quantité  x  dont  s'est  abaissé  le  point  D.  L'indifTérence 
de  l'équilibre  exige  donc  qu'on  ait,  quel  que  soit  x^ 

ou  bien 

ce  qui  entraîne  les  deux  équations 

.    Q'=jp/t 

et 

Étant  données  les  quantités  fe,  Q'  et  a,  ces  équations  font 
connaître  le  poids  p  par  unité  de  longueur  de  la  chaîne  des 
contre-poids,  et  la  longueur  L=DE  de  cette  chaîne. 

APPAREIL   A   ÉQUILIBRE   INDIFFÉRENT  DE   M.    MARCEL    DEPREZ. 


260.  Soit  AOB  un  levier  coudé  à  angle  droit,  mobile  autour  du 
point  0  dans  un  plan  vertical.  On 
attache  en  A  un  poids  P  à  ce  le- 
vier. 

Pour  le  tenir  en  équilibre,  on  se 
sert  d'un  ressort  à  boudin  BD, 
qu'on  attache  à  l'extrémité  B  du 
levier,  et  qu'on  enroulé  autour 
d'une  tige  BD,  mobile  autour  d'un 
point  fixe  C;  l'autre  extrémité  du 
ressort  est  attachée  au  point  D  de 
celte  tige,  à  unadistance  du  centre 
G,  telle  que  CD  soit  la  longueur 
naturelle  du  ressort.  Le  centre  C  est  enfin  situé  à  la  même 
hauteur  que  le  point  0. 

Soit  OÂ=a,  0B  =  &,  0C  =  c,  GD  =  /. 

Le  ressort,  allongé  de  la  quantité  BC,  développera  une  force 


F.ig.  236. 
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BC 
égale  à  K  X  -T" ,  K  étant  un  coefficient  constant  qui  dépend  de 

là  forme,  des  dimensions  et  de  la  matière  du  ressort.  Cette 
force  sollicite  le  levier  suivant  la  direction  BC  ;  l'équation  des 
moments  par  rapport  au  point  0  donnera  la  condition  d'équi- 
libre. Abaissons  les  perpendiculaires  OK,  OH  sur  les  direc- 
tions AP,  BC  : 

PX0K=KX~X0U. 

Or  BCxOH,  double  de  Taire  du  triangle  OBC»  est  aussi 
égala  OCxBI,  en  appelant  BI  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  B  sur  OC.  Mais  les  deux  triangles  OBI,  OAE  étant  sem- 
blables, on  peut  dans  Féquation. 

Px0K  =  Kx5^^^ 

remplacer  OK  et  BI  par  les  quantités  proportionnelles  OA  et 
OB.  On  a  alors  la  condition 

K 
Pa^-Xc^, 

dans  laquelle  il  n'entre  que  des  constantes.  Si  donc  l'équi- 
libre est  assuré  dans  une  position,  il  l'est  également  dans 
toutes. 

Si,  par  exemple,  les  bras  de  levier  OA,  OB  sont  égaux,  la 
condition  d'équilibre  est 

P/  =  cK* 

Si  de  plus  /  =  c,  c'est-à-dire  si  OC  =  CD,  on  auraP  =  K; 
P  sera  le  poids  capable  de  doubler  la  longueur  du  ressort. 

Remarque.  —  De  ce  dispositif  on  déduit  un  théorème  de 
géométrie.  La  résultante  de  la  force  du  ressort  et  du  poids  P 
doit  passer  constamment  par  le  point  0.  Nous  pouvons  pren- 
dre BC  comme  mesure  de  la  force  du  ressort.  Les  deux  direc- 
tions BC^  AP,  se  coupent  en  M;  la  direction  de  la  résultante 
est  donc  MO.  Par  le  point  B,  menons  BN  parallèle  à  MO; 
puis  menons  CN  verticale  ;  la  composante  représentée  par  CN 
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sera  égale  à  P,  et  par  suite  le  point  N  est  fixe  dans  toutes  les 
déformations  de  la  figure.  Voici  comment  on  peut  formuler  la 
proposilion  : 

Étant  donnés  deux  cercles  concentriques  (OA),  (OB),  et  un 
point  C,  on  mène  par  le  point  G 
une  droite  indéfinie  CBM,  qui 
coupe  la  circonférence  (OB)  en 
un  point  B  ;  on  mène  le  rayon 
OA  perpendiculaire  à  OB,  puis, 
par  le  point  A  de  la  circonfé- 
rence (OA) ,  on  mène  AP  per- 
pendiculaire à  OC.  Les  droites 
AP,  GB,  se  coupent  en  M.  On  p^^  237. 

joint  MO,  et  Ton  mène  BN  paral- 
lèle à  MO.  Gette  droite  BN  passe  par  un  point  N  fixe,  situé  sur 
une  perpendiculaire,  GN,  à  GO. 

On  peut  ajouter  que  la  longueur  constante  GNest  égale  à 

OB  X  oc 
~ûï — 

La  même  proposition  s'applique  à  deux  ellipses  concentri- 
ques, semblables  et  semblablement  placées,  qui  auraient  OC 
pour  direction  commune  de  leurs  grands  axes,  en  substituant 
aux  directions  rectangulaires  OA,  OB,  les  directions  de  deux 
diamètres  conjugués* 


'     AUTRE    APPAREIL    A   ÉQUIUBRE   mOlÉTÉREÀT. 

261.  On  peut  fonder  sur  les  mêmes  principes  uh  autre 
appareil  où  deux  ressorts  à  boudin  se  fassent  équilibre  dans 
toutes  les  positions  de  la  figure. 

Soit  AOB  un  levier  coudé  sous  un  angle  quelconque,  mobile 
dans  son  plan  autour  du  point  0.  Prenons  deux  points  fixes, 
Cet  D,  sur  les  côtés  d'un  angle  COD,  supplémentaire  de  l'angle 
AOB,  et  faisons  pivoter  autour  de  ces  points  les  deux  tiges  G'C, 
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D'D,  autour  desquelles  sont  enroulés  des  ressorts  à  boudin,  fixés 
en  C  et  D';  ces  ressprts  ont  dans  leur  état  naturel  les  longueurs 

DD'  et  ce.  Si  Ion' at- 
tache les  extrémités  li- 
bres de  ces  ressorts  aux 
points  A  et  B,  et  qu  il  y  ^ 
ait  équilibre  dans  une 
position,  il  y  aura  équi- 
libre dans  toutes. 

Abaissons  les  perpen- 
diculaires 01,  OH,  AL, 
BK. 

La  tension  du  ressort 
C'B  est  mesurée  par  le 
produit  KxCB,K  étant 
un  coefficient  constant. 
De  même  la  tension  du  ressort  AD'  est  mesurée  par  le  pro- 
duit R'  X  AD,  K'  étant  une  autre  constante.  La  condition 
d  équilibre  est  donc 

K'XADXOI  =  KXBCXOH. 

Remplaçons  ADxOI par  ODx  AL  et  BCxOH par  OCxBK. 
L'équation  devient 

K' X  CD  X  AL  =  K  X  oc  X  BK. 

Mais  Tangle  AOB,  supplémentaire  de  COD,  est  égal  à  l'angle 
LOC,  et  par  conséquent  les  deux  angles  AOL,  BOK  sont  égaux. 
Donc  les  triangles  AOL,  BOK,  reclangies  en  L  et  K,  sont  sem- 

, ,  , ,        .  *  1         BK         OB 

blables,  et  on  peut  remplacer  ^  par  qï' 

La  condition  d'équilibre  est  en  définitive 

K^_OC       OB 

Bemarque.  —  Supposons  qu'un  point  B  soit  assujetti  à  décrire 
une  circonférence  0,  et  qu'il  soit  attiré  vers  un  centre  fixe  C, 
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proporlionnellement  à  la  distance"  BC;  on  pourra  substituer 
au  centre  C  un  autre  centre  C,  situé  sur  la  môme  droite  OC,- 
sans  changer  le  moment  de  l'altraclion  par 
rapport  au  point  0.  Abaissons  en  effet  du 
point  0  sur  les  droites  CB,  C'B  les  perpen- 
diculaires 01,  01';  l'atlraction  KxCB  a 
pour  moment  par  rapport  au  point  0 

KxCBxOI=KxOCxBH, 

el  l'attraction  K'x  C'B, 

K'xC'BxOP  =  K'XOC'xBH. 

Il  y  donc  égalité  entre  ces  deux  mo- 
ments, quelle  que  soit  la  position  du  point  B 
sur  le  cercle,  pourvu  qu'on  ait 

KxOC  =  K'XOC', 

c'est-à-dire  pourvu  que  les  attractions  exer- 
cées successivement  par  les  points  C  et  C 
sur  le  centre  0  du  cercle  soient  les  mêmes. 

Comme  cas  particulier,  on  peut  supposer  le  point  C  indéfi- 
niment éloigné,  et  remplacer^par  la  pesanteur,  agissant  paral- 
lèlement à  OC,  l'attraction  exercée  par  le  point  C  sur  le  point 
mobile. 


Fig.  239. 


BALANCE  A  RÉSOUDRE  LES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


262.  SoitO  l'origine  d'un  système  d'axes  rectangulaires 
OX,  OY  (fig.  240).  Construisons  les  lignes  représentatives 
des  équations 

2/  =  «, 

2/  =  ^*» 

y  =  ^» 

La  premièrereprésente  une  ligne  droite  OB,  la  seconde  une 
parabole  du  second  degré  OpB,  la  troisième  une  parabole 


II.  —  MEC.   C0LL16N0N. 
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cubique  O^B,  la  quatrième  une  parabole  du  quatrième  degré 
08B.  On  pourrait  Continuer  indéfiniment  cette  construction 
pour  les  paraboles  des  degrés  supérieurs  ;  nous  nous  arrête- 
rons dans  cet  exemple  au  quatrième  degré. 


Fig.  240. 

Toutes  ces  lignes  passent  par  les  points  0  et  B,  ce  dernier 
correspondant  à  Tabscisse  0A=1 . 

Traçons  de  l'autre  côté  de  Taxe  les  lignes  Oa'B',  Op'B',  O^'B', 
08'B',  représentées  par  les  équations  : 

y  =  —  ««, 
y  =  -«*, 

y  =  — «•. 

Imaginons  que  des  poids  soient  suspendus  en  des  points 
assujettis  à  glisser  librement  le  long  des  lignes  ainsi  tracées, 
et  qu'on  dispose  une  règle  MM',  perpendiculaire  à  Taxe  OX, 
de  manière  à  ranger  à  la  fois  tous  ces  points  sur  une 
même  ligne  droite.  L'appareil,  supposé  mobile  dans  le  plan 
vertical  autour  du  point  P  où  la  règle  coupe  Taxe  OX,  pourra 
servir  à  résoudre  une  équation  du  troisième  degré  dont  on 
donne  les  coefficients  numériques.  Soit  Téqualion 

On  suspendra  un  poids  égal  à  a,  en  valeur  absolue,  au 
point  a  si  a,  est  positif,  au  point  o!  si  a,  est  négatifs 
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On  suspendra  un  poids  égal  à  a,  en  valeur  absolue  au 
point  p  ou  au  point  P',  suivant  que  a,  est  positif  ou  négatif. 

De  môme,  on  suspendra  un  poids  égal  à  ±  a^,  au  point  y 
ou  au  point  /,  suivant  le  signe  de  a^  ;  en  8  où  en  8',  un 
poids  égal  à  ifc  a^,. 

On  fera  ensuite  osciller  le  fléau  M'M  autour  du  point  P  ; 

OP 
s'il  reste  en  équilibre  dans  sa  position  horizontale,  ^=7tt 

sera  racine  de  Téquation.     •  . 

OP 

En  effef,  soit  777  =  0.  On  aura 

UA 


p« 

AB" 

ô, 

AB"" 

©*, 

Py_ 
ÂB- 

6^ 

Pî 
AB" 

0*. 

L'équilibre  ayant  lieu,  Téquation  des  moments  est  satis- 
faite, et  l'on  a  par  conséquent,  en  tenant  compte  des  signes, 

Supprimant  le  facteur  6,  on  reconnaît  que  a;  =  ô  est  racine 
de  la  proposée. 

On  fera  glisser  successivement  le  système  de  lignes  OBB'  le 
long  de  Taxe  OA,  sans- déplacer  la  règle  MM',  ce  qui  fait  passer 
le  nombre  8  par  tous  les  états  de  grandeur  entre  0  et  l'unité; 
les  oscillations  du  fléau  autour  du  point  P  indiquent  les  posi- 
tions d'équilibre,  c'est-à-dire  les  racines  de  la  proposée  com- 
prise entre  ces  deux  limites. 

On  saura  donc  si  la  proposée  a  des  racines  réelles  positives 

et  moindres  que  Tunilé,  et  quelles  sont  ces  racines.  On  peut 

toujours  ramener  la  résolution  d'une  équation  à  la  recherche 

des  racines  entre  0  et  1,  en  changeant  successivement  x  en 

1        ■  1 
■^  a?,  en  -  et  — . 
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Telle  est  la  disposition  imaginée  par  Bérard.  Elle  était  peu 
pratique,  parce  que  les  lignes  qui  guident  les  points  d'attache 
des  poids  mobiles  se  rapprochent  et  se  confondent  près  du 
point  0  et  près  des  points  B  et  B'.  La  balance  de  Bérard  n'a 
jamais  été  exécutée. 

M.  Lalanne  a  modifié  l'appareil,  et  en  a  fait  une  machine 
possible.  L'artifice  auquel  il  a  eu  recours  pour  séparer  les 
unes  des  autres  les  lignes  OaB,  OpB,...,  consiste  essentielle- 
ment à  substituer  aux  lignes  tracées  par  Bérard  les  lignes 

y  =  3c^  +  y, 
2/  =  x*  +  J, 

*>  P>  ïï  8,...  étant  des  nombres  arbitrairement  choisis,  qui 
permettent  d'écarter  autant  qu'on  le  veut  les  diverses  lignes 
directrices. 

.  Si  l'on  suspend,  en  des  points  de  ces  lignes  correspondants  à 
une  même  abscisse  Xj  dés  poids  a,,  r/,,  a^,  a^j  la  somme  des 
moments  devient 

«5(«  4-  «)  4-  «8  («*  +  ^)  +  «i  («5  4-  y)  -h  flol^+  i]  ; 

elle  diffère  de  la  valeur  qu'elle  aurait  dans  l'appareil  de 
Bérard  de  la  quantité 

Or  cette  quantité  reste  constante  dans  tous  les  essais  qu'on 
a  à  faire  pour  résoudre  Téquation.  On  n'aura  donc  qu'à  dis- 
poser d'un  ou.de  plusieurs  contre-poids,  placés  à  des  distances 
fixes  du  point  P,  pour  annuler  cette,  somme,  et  la  balance 
fonctionnera  alors  comme  si  tous  les  points  d'attache  étaient 
réellement  ramenés  sur  les  courbes  de  Bérard. 

M.  Lalanne  a  construit  d'après  ce  principe  une  balance 
qui  permet  de  résoudre  les  équations  du  septième  degré. 
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LIVRE  VI 

THÉORIE  DES  MACHINES  SIMPLES  A  L*ÉTAT  BE  HEROS 
OU  DE  MOUYEMENT  UNIFOHME 


CHAPITRE  PREMIER 

DES     MACHINES     SIMPLES. 


263.  Par  machines  simples ^  on  entend  en  statique  le  le- 
vier^ le  treuil,  le  plan  incliné^  le  polygone  funiculaire^  et  leurs 
combinaisons  les  plus  élémentaires,  telles  que  la  viSj  la  poulie^ 
les  moufles^  la  grue^  le  coin.  Nous  allons  passer  en  revue  ces 
diverses  machines,  et  appliquer  à  chacune  les  principes  géné- 
raux posés  dans  les  chapitres  précédents.  Nous  y  joindrons 
Tétude  de  quelques  questions  relatives  aux  résistances  pas- 
sives. 

ÉQUILIBRE   DU   LEVIER. 

264.  Le  levier  est  une  barre  solide,  AB,  droite  ou  courbe, 
assujettie  à  tourner  autour  d'un  point  fixe,0.  On  applique  une 
force  P  à  Tune  des  extrémités  A 
de  cette  barré,  et  une  force  R  à 
l'autre  extrémité  B  ;  Piine  de  ces 
forces ,  la  force  P  par  exemple, 
prend  le  nom  de  puissance ^ 
l'autre,  la  force  R,  le  nom  de 
résistance.  On  demande  les  con- 
ditions d'équilibre  du  système 
solide  AB. 

Cette  question  a  été  résolue  (g  88),  lorsque  nous  avons 
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traité  le  problème  de  l'équilibre  d'un  solide  qui  a  un  point 
fixe.  Il  faut,  pour  l'équilibre,  que  la  somme  algébrique  des 
moments  des  forces  P  el  R,  par  rapport  à  trois  axes  coordon- 
nés menés  par  le  point  0,  «oit  nulle  ;  et  la  charge  du  point  0 
est  la  résultante  des  forces  P  et  R,  transportées  parallèlement 
à  elles-mêmes  en  ce  point. 

Nous  pouvons  opérer  autrement.  Au  point  0,  appliquons 
deux  forces,  P  et  —  P,  parallèles  et  égales  à  la  force  AP  ;  ap- 
pliquons au  même  point  deux  forces  R  et  —  R,  égales  et  pa- 
rallèles à  la  force  BR.  Nous  ne  changeons  rien  à  Téquilibre  du 
système  par  Faddilion  de  ces  forces  qui  se  détruisent  deux  à 
deux.  Les  forces  OR,  OP,  composées  ensemble,  donnent  pour 
résultante  une  force  OF,  qui  est  détruite  par  la  réaction  du 
point  0,  et  qui  mesure  la  charge  subie  par  ce  point.  Restent 
les  deux  couples  (P,  —  P),  (R,  —  R)  qui  doivent  se  fairaéqui- 
libre.  Les  axes  de  ces  couples  sont  Tun  perpendiculaire  au 
plan  (0,  AP),  l'autre  au  plan  (0,  BR);  ils  sont  d'ailleurs  pro- 
portionnels aux  moments  P  X  OH,  R  x  OK,  de  ces  couples. 
Enfin  ils  se  composent  à  la  manière  des  forces.  Pour  qu'il  y 
ait  équilibre,  il  faut  et  il  suffit  que  ces  deux  axes  soient  égaux 
et  qu'ils  soient  dirigés  en  jprolongement  l'un  de  l'autre. 

La. condition  d'équilibre  exige  donc  que  les  forces  BR,  AP, 
et  le  point  0. soient  situés  dans  mu  seul  et  même  plan;  que  les 
forces  V  etï\  tendent  à  faire  tourner  le  levier  en  sens  contraires; 
et  que  leurs  moments  par  rapport  au  point  0  soient  égaux  en  va- 
leur absolue,  Cetle  dernière  condition  peut  s'exprimer  d'une 
autre  manière  en  disant  que  la  somme  algébrique  des  moments 
des  forces  V  et  A  doit  être  nulle  par  rapport  à  un  axe  élevé  au 
point  0  perpendiculairement  au  plan  contenant  les  forces  et  le 
poi7it  fixe. 

Ordinairement  le  levier  est  une  barre  droite,  et  les  forces  P 
et  R  sont  parallèles.  Alors  la  charge  F  du  point  fixe  est  égale 
à  la  somme  (algébrique)  des  forces  Pet  R,  et  l'équilibre  du 
levier  se  réduit  à  la  composition  des  forces  parallèles. 
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FORCES  MOUVANTES,  -^  FORCES  RÉSISTANTES. 

265.  Les  machines  ne  sont  pas  destinées  en  général  à  équi- 
librer des  forces,  mais  bien  à  les  vaincre^  c'est-à-dire  à  dépla- 
cer leurs  points  d'application  dans  un  sens  opposé  au  sens 
des  actions  propres  de  ces  forces. 

Par  exemple,  lorsqu'on  emploie  une  machine  pour  soulever 
un  fardeau,  on  se  propose  de  faire  parcourir  à  ce  fardeau  un 
chemin  vertical,  de  bas  en  haut,  c'est-à-dire  en  sens  contraire 
du  sens  dans  lequel  la  pesanteur  tend  à  l'entraîner.  La  ma- 
chine n^est  là  qu'un  intermédiaire  entre  la  résistance  à  vain- 
cre, qui  est  la  pesanteur,  et  la  force  qu'on  emploie  pour  pro- 
duire l'effet  voulu.  Celte  force  est  appelée pumanc^  ou  force 
•  mouvante.  Lorsqu'une  machine  est  en  mouvement,  la  puis- 
sance déplace  son  point  d'application  dans  son  sens  propre, 
tandis  que  le  point  d'application  de  la  résistance  se  déplace  en 
sens  contraire  de  sa  direction.  En  d'autres  termes,  une  force 
mouvante  est  celle  qui  a  un  travail  élémentaire  positif  ou 
moteur,  et  une  force  résistante  est  celle  dont  le  travail  élé- 
mentaire est  négatif  ou  résistant. 

A  l'état  d'équilibre,  lorsque  la  machine  est  en  repos,  il  n'y 
a  d'autres  travaux  à  considérer  que  des  travaux  virtuels 
correspondants  à  des  déplacements  fictifs.  La  distinction  entre 
la  puissance  et  la  résistance  est  alors  arbitraire.  Dans  l'exem- 
ple que  nous  venons  de  donner  (g  264),  on  pourrait  appeler  R 
la  puissance,  et  P  la  résistance  ;  car  un  déplacement  angulaire 
du  levier  de  droite  à  gauche  autour  du  point  0  justifierait  ces 
désignations,  en  rendant  positif  le  travail  de  la  force  R,  et  né- 
gatif le  travail  de  la  force  P.  Le  déplacement  contraire  justifie 
les  désignations  dont  nous  nous  sommes  servis. 

Mais,  comme  une  machine  est  presque  toujours  destinée 
à  vaincre  une  résistance  bien  définie,  il  n'y  a  pas  d'indéci- 
sion sur  le  partage  dés  forces  qui  y  sont  appliquées  en 
forces  mouvantes  et  forces  résistantes.  Nous  verrons  de  plus 
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que  l'équilibre  entre  ces  forces  peut  avoir  lieu  pendant 
le  mouvement  aussi  bien  qu'à  l'état  de  repos,  et  quil  en  est 
toujours  ainsi  lorsque  la  machine  possède  un  mouvement  uni- 
forme. L'élude  des  conditions  d'équilibre  des  machines  a  donc 
de  l'intérêt,  non-seulement  au  point  de  vue  de  la  statique, 
mais  encore  au  point  de  vue  de  la  dynamique. 

Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  démonstration  rigoureuse 
de  ce  théorème  ;  reportons-nous  cependant  aux  principes  po- 
sés dans  l'introduction  (§  3)  :  quand  un  point  matériel  dé- 
crit uniformément  une  ligne  droite,  les  forces  qui  agissent  sur 
ce  point  se  font  équilibre,  puisque  son  accélération  est  nulle  ; 
s'il  décrit  uniformément  une  circonférence  ou  toute  autre 
courbe,  les  forces  qui  agissent  sur  lui  ont  une  résultante  pas- 
sant par  le  centre  de  courbure,  et  par  suite  normale  à  la  tra- 
jectoire, puisque  son  accélération  totale  se  réduit  à  l'accélération 
centripète.  Dans  les  deux  cas,  le  travail  élémentaire  des  forces 
appliquées  au  point  matériel  est  nul  à  chaque  instant.  Or  les 
mouvements  des  divers  points  matériels  qui  composent  une 
machine  s'effectuent  presque  toujours  le  long  de  trajectoires 
définies.  Si  donc  les  vitesses  restent  constantes,  là  somme  des 
travaux  des  forces  appliquées  à  ces  points  se  trouve  iden- 
tiquement nulle,  et  la  condition  générale  de  Téquilibre  du 
système  se  trouve  remplie. 

Nous  admettrons  donc,  sauf  à  y  revenir  plus  tard,  qu'on 
peut  appliquer  les  équations  de  l'équilibre  à  une  machine  à 
l'état  de  mouvement  uniforme,  comme  si  cette  machine  était 
en  repos.  Cette  extension  ne  s'applique  rigoureusement 
qu'aux  équations  qui  expriment  les  conditions  de  l'équilibre, 
et  non  à  celles  qui  conduisent  à  là  détermination  de  la  réaction 
des  points  fixes^  et  des  tensions  des  liens,  lesquelles  peuvent 
être  très-différentes  suivant  que  la  machine  est  en  repos  ou  en 
mouvement. 
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LES  TROIS  GENRES  DE  LEVIERS. 

266.  On  dislingue  trois  sortes  de  leviers  suivant  la  position 
relative  de  la  puissance,  de  la  résistance  et  du  point  d'appui. 

Le  levier  du  premier  genre  (fig.  242)  est  celui  dans  lequel  le 
point  d'appui  0  est  situé  entre  la  puissance  P  et  la  résistance  R. 
Les  deux  forces  agissent  alors  dans  le  même  sens,  et  le  point 
d'appui  subit  une  charge  égale  à  leur  somme. 


RV 


i 


P+R 


Fig.  242. 


R-pv 


R 

Fig.  243. 


Le  levier  du  second  genre  (fig.  245)  est  celui  dans  lequel  la 
résistance  R  est  située  entre  le  point  d'appui  0  et  la  puis- 
sance P.  Alors  la  résistance  est  plus  grande  que  la  puissance; 
elles  sont  d'ailleurs  dirigées  en    . 
sens  contraires,  et   la  charge 
de  Tappui  est  égale  à  leur  diffé-    p-ra 
renée. 

Le  levier  du  troisième  genre  est 
celui  dans  lequel  (fig.  244)  la 
puissance  P  est  située  entre  la  Fig  244. 

résistance  R  et  le  point  d'ap- 
pui 0.  Il  faut  pour  l'équilibre  de  ce  levier  que  la  puissance 
soit  plus  grande  que  la  résistance,  et  dirigée  en  sens  contraire  ; 
le  point  d'appui  a  une  charge  dirigée  dans  le  sens  de  la  puis- 
sance et  égale  à  P  —  R. 

Le  levier  du  troisième  genre  est  peu  usité,  parce  qu'il  exige 
l'emploi  d'une  puissance  P  plus  grande  que  la  résistance  R 
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qu'on  veut  vaincre  ^  Les  machines  ont  plutôt  pour  but  d'em- 
ployer des  forces  moindres  à  vaincre  des  forces  plus  grandes  ; 
un  levier,  par  exemple,  doit  permettre  à  un  homme  de  sou- 

lever  un  poids  qui  excède  la 


B' 


Rf 


A 


Fig.  245. 


Bif  --^^  .      -  ■~''--'■^\     limite  dé   l'effort   dont   cet 

;*p    homme  est  capable.  Le  levier 
"^'     du  troisième  genre  serait  à 
cet  égard  sans  utilité. 

267.  Soit  AB  (fig.  245)  un 
levier  du  premier  genre,  dans 
lequel  la  distance  OB  soit  un  centième  de  la  drstance  OA  ;  on 
aura  pour  l'équilibre  des  forces  P  et  R  l'équation 

PX0A  =  RX0B, 

ou  bien 

100' 

c'est-à-dire,  qu'avec  une  force  P  on  pourra  faire  équilibre  à 
une  force  100  fois  plus  grande.  Au  lieu  de  tenir  simplement' 
en  équilibre  la  force  R,  admettons  qu'on  déplace  son. point 
d'application,  B,  d'une  certaine  quantité  très-petite,  BB',  en 
sens  contraire  de  la  direclion  de  celte  force;  c'est  là,  nous- 
le  savons,  ce  qu'on  se  propose  dans  toule  machine  en  mou- 
vement. En  même  temps  que  le  point  B  parcourt  l'arc  BB% 
le  point  A  se  déplace  d'une  quantité  A  A'  cent  fois  plus 
grande;  le  travail  moteur  ou  positif,  PxAA',  est  égal 
au  travail  de  la  résislance,  RxBB',  pris  en  valeur  abso- 
lue. Si  donc  la  machine  permet  de  réduire  la  force  P  au 
centième  de  la  force  R,  elle  exige  par  contre  que  le  point 
d'application  de  la  force  P  reçoive  un  déplacement  100  fois 
plus  grand  que  le  déplacement  du  point  d'application  de  la 
force  R,  de  sorte  que  la  réduction  de  l'effort  moleur  est 
rachetée  par  une  augmentation  du  chemin  que  son  point  d'ap- 
plication doit  décrire.  '  * 

*  Au  point  de  vue  de  la  statique,  il  n'y  a  pas  de  différence  entre  les  deux  der- 
niers genres  de  leviers. 
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Remarquons  que  Fintervention  du  levier  se  résume  dans 
la  division  de  la  force  R  en  un  certain  nombre,  100,  de  parties 
égales.  Supposons  qu'un  moteur,  un  manœuvre  par  exemple, 
soit  capable  de  développer  sans  fatigue  un  effort  constant 
égal  au  centième  de  la  force  R.  Si  la  force  R  est  effectivement 
décomposable  en  100  forces  égales,  si  par  exemple  cette  force 
est  le  poids  d'un  système  matériel  homogène  qu'on  puisse  par- 
tager effectivement  en  100  morceaux  d'égal  volume,  le  ma- . 
nœuvre,  une  fois  ce  partage  accompli,  pourra  prendre  le  pre- 

mier  morceau,  qui  pèse  -j^ ,  et  le  déplacer  verticalement  de 

la  quantité  BB',  saris  excéder  la  limite  de  ses  efforts  ;  cela  fait, 
il  passera  au  second,  au  troisième,  au  quatrième...,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'au  centième.  Il  aura  ainsi,  partie  par  partie, 
effectué  le  transport  du  système  entier.  Mais,  au  point  de 
vue  des  efforts  développés  et  du  travail  accompli,  le  déplace- 
ment vertical  BB'  du  second  morceau,  du  troisième...,  du 
centième,  équivaut  au  transport  vertical  BB'  du  premier.  Le 
travail  du  manœuvre  équivaut  donc  au  transport  vertical 

*  R 

d'un  morceau  unique,  du  poids  de  jTrrr ,  à  une  hauteur  égale 

à  100  fois  BB'.  Or  c'est  précisément  ce  qu'il  fait  d'un  seul 
coup,  au  moyen  du  levier,  sans  division  préalable  de  la  charge. 

Car  il  applique  au  point  A  un  effort  P  égal  à  jtt^  ,  et  fait  dé- 
crire à  ce  point  un  chemin  AA',  égal  à  100  fois  BB'.  Son  tra- 
vail dépensé  Px  AA'  est  donc  égal  au  travail  produit,  RxBB'. 
On  voit  par  là  quelle  est  Terreur  de  ceux  qui  vanlent  la  puis- 
sance du  levier^  comme  si  un  levier  avait  par  lui-môme  une 
puissance,  le  levier  n'agit  sur  une  résistance  que  quand  une 
force  mouvante  lui  est  appliquée.  Il  permet  d'équilibrer 
cette  résistance  avec  une  force  moindre  ;  mais,  à  l'état  de 
mouvement,  les  chemins  décrits  par  les  points  d'application 
des  deux  forces,  estimés  suivant  leurs  directions  respec- 
tives, sont  inversement  proportionnels  aux  forces  elles- 
mêmes,  le  travail  de  la  force  mouvante  est  égal  au  travail  de 
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la  force  résistante,  et  en  définitive  le  levier  transforme  le  tra< 
vaii  sans  en  créer.  Il  en  est  de  même  de  toutes  les  machines. 
Nous  développerons  plus  tard  ces  premiers  aperçus. 

La  théorie  du  levier,  dans  le  cas  des  forces  parallèles,  étail 
connue  d'Archimède,  et  a  longtemps  servi  de  base  à  l'ancienne 
statique.  Elle  offrait  cependant  une  lacune  :  les  anciens  géo- 
mètres admettaient  que  la  charge  du  point  fixe  est  égale  à  la 
somme  de  la  puissance  et  de  la  résistance,  mais  ils  ne  savaient 
pas  le  démontrer  ;  cette  proposition  était  pour  eux  une  sorte 
de  postulatum  révélé  par  l'expérience,  et  qu'ils  n'avaient  pas 
encore  pu  rattacher  aux  principes  généraux  de  la  Mécanique. 

PROBLÈMES  SUR  LE  LEVIER. 

268.  Deux  personnes  d'inégale  force  portent  les  extrémités 

d'une  barre  horizontale  AB,  en  un  point  C    de  laquelle 

j  est  attaché  un  fardeau  de  poids  P. 

En  quel  point-  de  la  barre  ce  far- 
deau doit-il   être  suspendu  pour 
.  jx     que  la  personne  qui  porte  lextré- 
=======^^     ihité  B  n'ait  à  exercer  que  le  quart 

de  l'effort  exercé  par  la  personne 
qui  porte  rextrémité  A? 
On  peut  regarder  la  barre  AB 
^'^    j^.    ^^  comme  un  levier  du  second  genre, 

dans  lequel  le  poids  P  est  la  résis- 
tance, le  point  A  le  point  d'appui,  et  reffortX  exefcé  enB 
de  bas  en  haut  la  puissance. 
On  aura  donc 

XxAB  =  PxAC; 

d'où  résulte 

Ueffort  Y,  exercé  en  A,  est  égal  et  contraire  à  la  charge 

CB 
P  —  X  de  l'appui  A,  c'est-à-dire  égal  à  P  x  rs* 


Digitized  by 


Google 


SUR  LE  LEVIER. 


413 


Par  conséquent  ^  est  égal  à  rrjT,  et  puisqu'on  veut  que  X 

soit  le  quart  de  Y,  il  faut  que  ÂC  soit  le  quart  de  CB,  ou  le 
cinquième  de  AB. 

Le  fardeau  doit  donc  être  suspendu  au  cinquième  de  la  lon- 
gueur du  levier,  à  partir  du  point  A,  le  plus  chargé. 

La  décomposition  de  la  force  P  en  deux  forcés  parallèles 
appliquées  à  A  et  B  conduit  directement  à  la  solution  cher- 
chée. 


DOUBLE  LEVIER  A  SOULEVER  LES  VOITURES.  ' 

269.  On  se  sert,  pour  soulever  une  voiture  et  détacher  Tune 
des  roues  du  soi,  d'un  double  levier  que  la  figure  247  repré- 
sente.. Cet  appareil  comprend  un  chevalet  MN,  qui  repose  ver- 


N     W 


ticalement  sur  le  sol  ;  un  levier  du  premier  genre,  AB,  mobile 
autour  d'un  axe  0,  qui  traverse  la  charpente  du  chevalet;  et 
un  levier  du  second  genre  BC,  articulé  en  B  avec  le  premier 
levier,  et  portant  par  son  autre  extrémité  C  sur  le  sol.  On 
•  passe  le  levier  sous  la  voiture,  de  manière  à  faire  porter 
Tessieu  en  un  point  E  de  sa  longueur.  Puis  on  exerce  en  A  un 
etfort  qui  fait  basculer  le  levier  AB,  ramène  la  branche  OA 
contre  le  chevalet,  soulève  le  point  B,  et  par  suite  le  point  E. 
Dans  ce  mouvement  le  chevalet  HN  s'incline  légèrement,  et 
Textrémité  C,  qui  porte  par  terre  glisse  sur  le  soj,  de  ma- 
nière à  maintenir  invariable  la  longueur  BC.  On  fixe  l'ap- 
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pareil  dans  sa  nouvelle  position  en  accrochant  le  levier  AO 
à  la  traverse  du  chevalet. 

Cherchons  quel  effort  F  il  faut  exercer  en  A,  au  commence- 
ment du  soulèvement,  pour  tenir  en  équilibre  un  poids  donné, 
Q,  placé  en  E,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  aucun  frottement  dans 
l'appareil. 

Le  poids  Q  se  partage  entre  les  deux  appuis,  C  et  B,  du  le- 

*  BE 

vier  BC ;  en  C,  la  réaction  du  sol,  R,  est  égale  à  Q  x  r^  î  ^^^  ^» 

la  réaclion  du  premier  levier  sur  le  second  est  une  force  ver- 

EC 
ticale  S,  égale  à  Q  X  ^ .  L'action  du  second  levier  sur  le  pre- 
mier est  donc  une  force  égale  et  contraire.  S',  et  l'équilibre 
exige  qu'on  ait  l'équation 

FxOA=^QXg§)xOB. 

L'effort  cherché  esl  donc 

ECXOB 
*^-^^BGxOA 

Si,  par  exemple,  le  point  E  est  le  milieu  du  levier  BC,  et 
que  OA  soit  égal  à  10  fois  OB,  on  aura 

Pour  équilibrer  un  poids  de  500  kilogrammes  placé  en  E,  il 
faudra  donc  un  effort  de  15  kilogrammes  exercé  en  A.  Le  sou- 
lèvement infiniment  pelit  du  point  E  est  alors  le  vingtième 
de  l'abaissement  donné  au  point  A. 


ÉQUIUBHE  DU  TREUIL. 

270.  Le  treuil  est  un  cylindre  horizontal,  mobile  aulour  de 
deux  tourillons  ;  une  corde^  partiellement  enroulée  à  la  surface 
de  ce  cylindre,  porte  un  poids  à  son  extrémité  libre.  Pour  faire 


Digitized  by 


Google 


DU  TREUIL,  415 

équilibre  à  ce  poids,  on  applique  une  force  tangenliellement 
à  la  circonférence  d'une  roue  concentrique  au  cj^lindre,  et 
montée  dans  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe. 


Fig.  itë. 

Soient  0,  0',  les  tourillons  ;  D,  le  cylindre  ;  AA',  le  plan  de 
la  roue;  BC,  la  poriion  libre  de  la  corde,  qui  porte  au  point 
C  le  poids  Q,  et  qui  se  prolonge  de  B  en  E,  et  au  delà,  par  une 
autre  portion  appliquée  sur  le  cylindre.  Nous  supposerons  que 
la  corde  y  soit  arrèlée  en  un  point  peu  éloigné  du  point  Ë, 
de  telle  sorte  que  l'arc  EB  appartienne  à  la  section  droite 
de  la  surface  cylindrique.  Si  la  corde  avait  un  diamètre  infi- 
niment petit,  cette  restriction  serait  inutile;  quelle  que  fut 
la  longueur  enroulée,  la  corde,  qui  se  détache  du  cylindre 
au  point  B  suivant  la  verticale  BC,  s'enroulerait  à  sa  surface 
suivant  le  pourtour  de  la  section  droite  tangente  à  la  direc- 
tion BC.  Dans  la  pratique,  la  corde  a  un  certain  diamètre,  et 
quand  elle  fait  plusieurs  fois  le  tour  du  cylindre,  chaque 
spire  vient  se  placer  à  côté  de  la  spire  voisine,  de  sorte  que 
la  ligne  moyenne  de  la  corde  dessine  sur  la  surface  cylin- 
drique une  hélice  de  faible  pas,  qui  ne  se  raccordé  pas  d'elle* 
même  avec  la  verticale  BC.  Le  raccordement  se  fait  cependant 
au  moyen  d'une  courbe  plus  compliquée,  qui  dépend  de  la 
raideur  plus  ou  moins  grande  de  la  corde.  Nous  supposerons 
ici  que  la  corde  soit  sans  roideur,  et  qu'elle  s'applique  sur  le 
cylindre  suivant  l'arc  de  cercle  qui  prolonge  la  tangente  verti^ 
caleBC; 
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Sur  Télévation  latérale,  nous  voyons  la  corde  projetée  en 
bc,  et  la  puissance  P,  appliquée  au  point  a  de  la  roue,  tangen- 
tiellement  à- sa  circonférence.  Le  petit  cercle  o  représente  la 
projection  des  deux  tourillons,  et  les  distances  ob^  oa^  sont 
les  rayons  du  cylindre  et  de  la  roue. 

Le  treuil  est  un  solide  assujetti  à  tourner  autour  de  Taxe 
fixe  00';  la  condition  d'équilibre  se  réduit  à.  l'équation 
des  moments  des  forces  extérieures  pris  par  rapport  à  cet 
axe  (§89),  ce  qui  donne 

P  xoa  =QXob, 

271.  Cherchons  les  réactions  des  appuis  0  et  0'. 

L'équilibre  ayant  lieu,  nous  pouvons,  sans  le  troubler, 
regarder  la  portion  BE  de  la  corde  comme  fixée  invariable- 
ment à  la  surface  du  cylindre;  la  tension  de  la  corde  BC  est 
égale  au  poids  Q  ;  nous  pouvons  donc  regarder  la  force  Q 
comme  appliquée  en  B  au  système  invariable  formé  par  le 
treuil. 

Dans  le  plan  normal  à  Taxe  00'  conduit  par  la  droite  BC, 
appliquons  à  Taxe,  Tune  en  sens  contraire  de  l'autre,  deux 
forces  égales  et  parallèles  à  la  force  Q.  Nous  pouvons  substi- 
tuer, sans  altérer  l'équilibre,  à  la  force  Q  appliquée  en  B,  la 
force  Q  appliquée  à  l'axe,  elle  couple  (Q, — Q),  dont  le  moment 
est  égal  à  Q  X  ob. 

De  même,  dans  le  plan  de  la  roue,  transportons  la  force 
P  parallèlement  à  elle-même,  ce  qui  nous  donnera,  à  la 
place  de  la  force  P  appliquée  en  a,  la  force  P  appliquée  en 
un  point  do  l'axe,  et  le  couple  (P,  — P),  dont  1q  moment  est 
Vxoa. 

Les  deux  couples  se  faisant  équilibre,  il  reste  à  considérer 
les  forces,  qui  sont  équilibrées  par  les  réactions  des  touril- 
lons 0,  0'. 

Pour  trouver  ces  réactions,  décomposons  la  force  Q,  verti- 
cale et  appliquée  à  l'axe  dans  la  section  6E,  en  deux  forces 
Q'  et  Û",  parallèles,  appliquées  au  centre  des  sections  moyennes 
des  tourillons  0,  0'.  La  force  Q',  appliquée  en  0,  sera  égale 
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O'B 
àQXTjTy-,  la   force  Q",  appliquée  en  0',    sera  égale  à 

OB 
Q  X  ^,.  Nous  pouvons  de  même  remplacer  la  force  P,  appli-, 

quée  à  Taxe  dans  le  plan  de  la  roue,  par  deux  forces  paral- 
lèles F  et  r",  appliquées  l'une  en  0,  l'autre  en  0',  et  égales 

O'F  OF 

respectivement  à  P  x  çrjr,  et  P  x  T^jy.    Composant   ensuite 

les  forces  Q'  et  P',  appliquées  en  0,  nous  aurons  pour  résul- 
lanlela  pression  R  exercée* par  le  tourillon  0  sur  son  cous- 
sinet, et,  de  méime,  la  composition  des  forces  Q"  et  P'',  appli- 
quées en  0',  nous  donnera  la  pression  R',  exercée  sur  le  cous- 
sinet 0'.  Les  forces  R  et  R'  ne  sont  pas  parallèles,  mais  elles 
sont  toutes  deux  normales  à  l'axe  du  cylindre. 

272.  On  voit  qu'avec  une  force  P  donnée  on  peut  faire 
équilibre  à  un  poids  Q  aussi  grand  qu'on  voudra,  en  se  ser- 
vant d'un  treuil  dans  lequel  le  rayon  ob  du  cylindre  serait 
suffisamment  petit  par  rapport  au  rayon  de  la  roue  oa.  Pour  le 
treuil  comme  pour  le  levier  et  comme  pour  toutes  les  ma- 
chines, les  déplacements  des  points  d'application  des  forces 
P  et  Q  qui  se  font  équilibre,  sont  en  raison  inverse  de  ces 
forces  elles-mêmes,  de  sorte  que,  pour  élever  d'une  petite 
quantité  le  poids  Q  en  employant  une  force  P,  il  faudra  faire 
parcourir  au  point  d'application  a  de  cette  force  un  chemin 
d'autant  plus  grand  que  la  force  P  est  plus  petite.  Le  rôle  du 
treuil,  comme  celui  du  levier,  équivaut  à  la  division  du  poids 
Q  en  parties  dont  chacune  puisse  être  déplacée  par  la  force 
mouvante  P. 

273.  Le  treuil  différentiel  (fig.  249),  dont  nous  avons 
donné  la  description  dans  la  cinématique  (I,  §  295)  permet 
d'équilibrer  un  poids  Q  avec  une  petite  force  P,  sans  réduire 
le  diamètre  du  cylindre,  et  sans  diminuer  la  solidité  de  l'ap- 
pareil. Le  cylindre  est  double;  la  corde  porte  le  poids  Q  par 
l'intermédiaire  d'une  poulie  M;  les  brins  c6,  c'b'  sont  paral- 
lèles, et  leur  tension  commune  est  égale  à  la  moitié  du  poids 
Q.  Quand  le  brin  cb  s'enroule  sur  le  cylindre  de  rayon  Oft, 

U.  —  MEC.  COLUGNON.  27 


Digitized  by 


Google 


418  ËQUIUBRE 

le  brin  Vd  se  déroule  du  cylindre  de  rayon  OV.  Pc 
angle  très-petit,  dçt,  dont  on  fait  tourner  la  roue  et  les 
dres,  le  poids  Q  s'élève  de   la  moitié   de   la   diiTt 

Ofc  X  da  —  06'  X  d%  entre  . 

^eur  de  corde  enroulée  et  1 

gueur  déroulée. 
Le  travail  résistant  est  donc  .^««â 

en  valeur  absolue  à 

5QX(06xrfa  — 06'Xrfa) 
=  |qXc/«X(06--06'). 

L'équation  d'équilibre  est 

§  Q  X  rf«  (06  —  Ob')  =  P  X  Oa  X  da, 

OU  bien 

|QX(06-O6')=PxOfl. 

Fig.  249.  Tout  se  passe  comme  si  Ton 

employait  un  treuil  dont  la  roue 
aurait  le  m'éme  rayon  oa,  mais  dont  le  cylindre  aurait  pour 
diamètre  la  différence  hV  des  rayons  des  deux  cylindres. 

La  recherche  des  pressions  sur  les  tourillons  peut  se  faire 
par  la  méthode  que  nous  avons  suivie  pour  le  treuil  simple. 

On  remarquera  que  les  deux  tensions  -^^  appliquées  d'abord 

en  h  et  en  h\  se  transportent  parallèlement  à  elles-mônies 
aux  points  de  Taxe  où  se  projettent  les  points  6  et  V  \  puis 
qu'on  peut  les  composer  en  une  seule,  égale  à  Q,  appliquée 
à  Taxe,  au  milieu  de  l'intervalle  compris  entre  les  deux 
sections  droites  où  se  font  Tenroulement  et  le  déroulement 
du  fil. 
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ÉQUILIBRE  nu  TREUIL  EN  TENANT  COMPTE  DU  FROTTEMENT. 

274.  Revenons  au  treuil  ordinaire,  et  cherchons  les  condi- 
tions d'équilibre  en  tenant  compte  du  frottement  des  touril- 
lons sur  leurs  paliers.  Si  le  treuil  esfc  à  l'état  de  repos,  il 
suffit  que  la  résultante  des  forces  qui  pressent  le  tourillon 
sur  la  surface  de  glissement,  fasse  avec  la  normale  à  cette 
surface  un  angle  moindre  que  Vangledu  frottement.  La'solu- 
lion  est  donnée  alors  par  une  inégalité,  ce  qui  permet  de  faire 
varier  les  forces  extérieures  entre  certaines  limites  sans  trou- 
bler réquilibre.  Pour  rendre  le  problème  déterminé,  on  peut 
supposer  que  le  treuil,  tout  en  restant  encore  en  repos,  est  sur 
le  point  de  prendre  un  mouvement  sous  l'action  des  forces 
qui  le  sollicitent,  hypothèse  qui  revient  à  admettre  que  la  résul- 
tante de  ces  forces  fait  avec  la  normale  à  la  surface  de  glisse- 
ment un  angle  égal  à  Vangle  du  frottement  au  départ*  On 
pourrait  aussi  supposer  que  le  treuil  est  animé. autour  de 
son  axe  d'un  motivement  uniforme;  dans  ce  cas  les  forces 
extérieures  se  font  équilibre  comme  si  le  système  était  en 
repos,  et  de  plus  le  frottement  est  égal  à  sa  limile,  puisque  le 
glissement  des  corps  eu  contact  a  effectivement  lieu;  la  résul- 
tante des  forces  extérieures  fait  par  conséquent  avec  la  nor- 
male aux  surfaces  frottantes  un  angle  égal  à  Vangle  du  frotte- 
ment pendant  lemouvement.  Mais  on  ne  peut  pas  affirmer  d'avance 
que  Tétat  de  mouvement  n'altère  pas  les  réactions  des  points 
fixes,  et  nous  aurions  besoin  de  connaître  ces  réactions,  pour 
en  déduire  les  frottements  qui  doivent  être  introduits  dans 
Téqualion  d'équilibre.  Supposons  donc  simplement  que  le 
mouvement  est  sur  le  point  de  naître  dans  un  sens  déterminé* 

Soit  OA  (fig.  250)  le  rayon  de  la  roue,  tangentiellement  à 
laquelle  est  appliquée  la  force  P  ; 

OB,  le  rayon  du  cylindre,  tangentiellement  auquel  est 
suspendu  le  poids  Q  ; 
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OC,  le  rayon  du  tourillon,  qui  touche  au  point  C  la  sur- 
face MN  du  palier. 
Le  mouvement  du  treuil  se  faisant  ou  allant  se  faire  dans 
le  sens  de  la  puissance,  on  peut 
supposer  que  la  roue  tourne  dans 
le  sens  de  la  flèche;  le  frottement 
subi  par  le  treuil  est  dirigé  en  sens 
contraire;  c'est  donc  une  force  F, 
appliquée  au  point  C,  tangentiel- 
lement  à  la  circonférence  du  tou- 
rillon. 
Outre  cette  action  tangentielle, 
^'  U  surface  d'appui  MN  exerce  sur 

^'^'  ^'  le  tourillon  une  action  normale  S; 

et  il  résulte  de  notre  hypothèse  que  nous  avons  la  relation . 

F  =  s/; 

en  désignant  par  fie  coefficient  du  frottement. 

Sur  l'autre  tourillon,  nous  aurons  de  même  à  considérer 
une  réaction  normale  S',  et  une  réaction  tangentielle  ou  frotte- 
ment, P,  égale.à  S'/*. 

Il  y  a  donc  équilibre  entre  les  forces  P,  Q,  et  les  forces 
inconnues,  S,  S',  et  F  =  Sf,  F'  =  S7. 

Prenons  les  moments  par  rapport  à  Taxe  projeté  en  0;  il 
viendra  Téquation 

(1)    p  X  OA  =  Q  X  OB  -h  {F  H-  F')  X  oc  =  Q  X  OB  H-  (S  +  S')  X  /"X  OC, 

équation  où  entre  la  somme  inconnue  S  +  S'. 

Pour  déterminer  séparément  S  et  S',  et  pour  trouver  la 
condition  d'équilibre  entre  les  forces  P  et  Q,.nous  procéde- 
rons comme  nous  l'avons  fait  dans  le  §  271  :  nous  substitue- 
rons aux  forces  P  et  Q  des  couples  P  x  OA,  Q  x  OB,  et  deux 
forces  parallèles  P'  et  P",  Q'  et  Q",  appliquées  à  l'axe  0,  dans 
les  plans  moyens  des  tourillons.  Nous  pouvons  de  même 
substituer  aux  forces  F  et  F' des  couples  FxOC,  F'xOC, 
en  transportant  ces  forces  parallèlement  à  elles-mêmes  en  des 
points  de  l'axe  0. 
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Nous  obtenons  par  là,  dans  des  plans  parallèles,  4  couples 
qui  se  font  équilibre  en  vertu  de  Téquation  des  moments  (1), 
et  deux  groupes  de  quatre  forces,  savoir  les  forces 

P',      Q',      s      et      F, 

appliquées  au  centre  du  premier  tourillon,  et  les  forces 

P",      Q^      S'      et      F', 

appliquées  au  centre  du  second  :  ces  huit  forces  se  font  donc 
aussi  équilibre. 

Je  dis  de  plus  que  chaque  groupe  considéré  séparément 
est  en  équilibre.  S'il  en  était  autrement,  les  quatre  forces 
P',  Q\  S  et  F,  qui  sont  appliquées  en  un  même  point  0, 
auraient  une  résultante,  qui  devrait  faire  équilibre  à  la  résul- 
tante des  quatre  autres  forces  P",  Q"?  S'  et  F,  appliquées  aussi 
à  un  même  point.  Or  cela  est  impossible,  car  les  quatre 
premières  forces  sont  situées  dans  un  plan  normal  à  l'axe 
du  treuil,  et  Içur  résultante,  située  dans  ce  plan,  ne  peut 
être  égale  et  opposée  a  la  résultante  des  quatre  forces  du 
second  groupe  situées  dans  un  plan  parallèle.  Donc  enfin  la 
résultante  des  forces  S  et  F  est  égale  et  opposée  à  la  résul- 
tante des  forces  P'  et  Q'  ;  et  de  même  la  résultante  des  forces 
S'  et  F'  est  égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces  P"  et  Q". 

La  résultante  des  forces  S  et  F,  qui  sont  rectangu- 
laires et  liées  entre  elles  par  la  relation  F^S/",  est  égale  à 
y/S'-f-F'  =  Sv/ÎT7'.  De  même  la  résultante  de  S'  et  F'  est 
S'y/l  -h/*'.  La  résultante,  des  forces  P'  et  Q'  peut  s'exprimer 
par  le  radical 

y^p^  4-  Q/4  ^  2P'Q'cos(P',  Q'), 

et  de  même  la  résultante  de  P"  et  Q"  par  le  radical 

Y^P*i  4_  Q"«-f-  2P"Q"cos(r",  Q"). 

On  a  donc  les  deux  équations  : 

s  v/îTT*  =  v/P'*  +  Q'*  H-  2P'Q'cos(P',  Q'), 
s'  V'r+T*  =  v^P"»  -f-  Q*«  H-  2P"Q"cos  (F",  Q"). 
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Et  substituant  dans  Téquation  (i)  les  valeurs  de  S  et  S",  il 
viendra  ^ 

(2)    PxDA  =  QxOB  +  — :L=XQC 
X  [v/P'«-|-  Q'«+  2P'Q'cos(P',  (T)  -h  Vp"* h-  Q"«  -h  2P''Q"cos(P",  Q")]- 

Dans  cette  équation,  OA,  OB,  OC  sont  connus  :  la  force  Q  est 
connue  en  grandeur  et  en  direction  ;  on  en  déduit  Q'  et  Q".  La 
force  P  est  inconnue  en  grandeur,  mais'  elle  est  connue  en 
direction  ;  elle  agit  dans  le  plan  de  la  roue  du  treuil,  et,  si 
on  la  décompose  en  deux  forces  P'  et  P",  situées  dans  les  plans 
moyens  des  tourillons,  on  connaîtra  les  rapports  des  compo- 
santes à  la  force  totale.  Les  forces  P'  et  P"  peuvent  donc  s'expri- 
mer par  des  produits  de  la  forme  Pp.,  Pi*',  où  les  coefficients  ;* 
et  \>f  sont  connus  d'après  les  dimensions  de  la  machine.  Enfin 
les  angles  (P',  Q')  et  (P",  Q")  sont  aussi  connus.  L'équation  (2) 
ne  contient  plus  qu'une  inconnue  P,  et  peut  servir  à  en  dé- 
terminer la  valeur. 

Pour  cela,  le  jnieux  est  de  procéder  par  approximations 

successives;  on  négligera  d'abord  lé  terme  contenant  les 

radicaux,   qui   est  multiplié   par  un    nombre    f  toujours 

petit  si  la  machine  est  en  bon  état  d'entretien.  Cette  hypo- 

OA 
thèse  fera  connaître  une  valeur  de  P  égale  à  Qx-j^n;  c'est 

la  valeur  exacte  que  Ton  trouve  quand  on  suppose  le  frotte- 
ment nul.  Cette  première  valeur  de  P  sert  à  calculer  des  va- 
leurs de  P'  et  P"  qui,  substituées  dans  les.  radicaux,  en  don- 
nent une  première  valeur  approchée.  L'équaiion  (2)  conduit 
par  suite  à  une  seconde  valeur  de  P,  qui  sert  à  en  calculer  une 
troisième,  et  l'on  peut  pousser  ce  calcul  aussi  loin  qu'on  le 
voudra. 


MÉTHODE   d'approximation  DU   GÉNÉRAL  PONGELET. 

275.  L'équation  (2),  dégagée  de  ses  radicaux,  serait  du  qua- 
trième degré  en  P;  le  général  Poncelet  a  indiqué  une  méthode 
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qui  permet  d'y  substituer  une  équation  du  premier  degré, 
avec  une  approximation  définie. 

Celte  méthode  repose  sur  la  détermination  la  plus  conve- 
nable possible  des  deux  coefficients  constants. M  et  N,  pour 
que  la  fonction  linéaire 

M«4-Ny 

puisse  être  substituée,  dans  un  intervalle  donné,  au  radical 
carré  v^aî*-f-t/". 

Les  radicaux  de  l'équation  (2)  sont  de  la  forme 

Vx*H-Y«-i-2XYcose; 


mais  on  peut  les  ramener  à  la  forme  sjx^  -h  ;/.%  en  posant 

X  4-  Y  cos.O  =  X 

et 

Y  sin  0  =  y. 

Nous  supposerons  qu'on  demande  de  déterminer  M  et  N 
de  manière  que,  pour  toutes  valeurs  du  rapport  -  comprises 
entre  0  et  un  nombre  positif  X  donné,  Verreur  relative 

y  _  Mx  4-  Ny  —  ^g^  4-  y* 

soit  la  moindre  possible  en  valeur  absolue. 

Faisons  -  =  ti,  et  divisons  par  x  les  deux  termes  delà  frac- 
tion. Elle  est  ramenée  par  là  à  la  forme 

M  +  Nti  —  v'îTw* 

V  =  1^         ' — • 

Pour  tt  =  0,  elle  prend  la  valeur  V = M  —  1 . 

Elle  s'annule  pour  deux  valeurs  u'  et  xf^  satisfaisant  à  Téqua- 
tion  du  second  degré 

OU  bien 

(N«  —  1)  w»  +  2MNu  4-  (M*  —  1)  =  0. 

Pour  que  les  deux  racines  de  cette  équation  soient  positives, 
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il  faut  et  11  suffit  que  ^^_  .  soit  positif,  et  que  ^, , 

soit  négatif;  oii  satisfait  à  cette  double  condition  en  faisant 
M  et  N  de  même  signe,  et  moindres  que  l'unité  en  valeur 
absolue.  S'il  en  esl  ainsi,  u'  et  u"  sont  des  nombres  positifs, 
que  nous  supposerons  inférieurs  tous  deux  à  la  limite  X. 
Nous  prendrons  donc  M  et  N  positifs,  ce  qui  donnera  des 
valeurs  positivés  pour  M  -h  Nm. 
Pour  tt  =  X,  on  a 


Au  delà  de  cette  limite,  pour  u  infiniment  grand,  Y  con- 
verge vers  la  valeur  N  —  1 , 

On  voit  donc  que,  pour  u=:0,  V  est  négatif,  qu'il  passe  au 
positif  pour  u^u\  puis  qu'il  redevient  nul  pour  u=u"^  et 
qu'à  partir  de  là  il  reste  négatif  indéfiniment.  La  courbe  des 
valeurs  de  V  présente  la  forme  ABEDG  indiquée  sur  la  figure, 
où  l'on  suppose  OB = m',  OD = u",  et  OF  =  X. 


Y 

E 

A*^  G 


Fig.  251. 


Cette  courbe  a  un  maximum  en  un  certain  point  E,  dont 
l'abscisse  a?  ^  OC  est  comprise  entre  les  abscisses  OB  z=  u'  et 
OD  =  w".  Pour  en  déterminer  la  position,  prenons  la  dérivée 


rfV 
du 


v/î 


H-ii« 


N  —  iltt 


Le  dénominateur  est  fini  et  positif  pour  toute  valeur  finie 
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N 
de  u.  Le  numérateur  s'annule  pour  la  seule  valeur  u  =  ^j 

valeur  positive,  qui  correspond  à  un  point  C,  compris  enire 
les  deux  racines.  La  fonction  V  prend  alors  la  valeur 


v/m»-i-n*' 


.1=v/M*-hN«— i. 


N 

Au-dessous  de  la  valeur  rj,  la  dérivée  est  positive;  au- 
dessus,  elle  devient  négative,  et  reste  négative  jusqu'à  m  =  oo  , 
valeur  qui  la  rend  nulle  ;  donc  la  fonction  V  est  croissante  du 
point  A  au  point  E,  et  décroissante  du  point  E  au  point  G. 

La  meilleure  détermination  des  inconnues  M  et  N  consiste 
à  diminuer  le  plus  possible  en  valeur  absolue  Tordonnée  V 
de  la  courbe  AEG,  ce  qui  revient  à  rendre  les  moindres  pos- 
sible les  valeurs  limites  OA,  EC,  et  FG  de  ces  ordonnées  ;  ces 
valeurs,  prises  positivement,  sont  respectivement  égales  à 

i  — M, 

et 

M  +  WA 

En  augmentant  M  et  N,  on  réduit  la  première  et  la  troi- 
sième limite,  mais  on  augmente  la  seconde.  La  meilleure 
solution  consiste  k  rendre  les  trois  limites  égales,  ou  à  faire 
OA=CE=FG.  Alors  Taxe  OX  partage  également  Terreur 
commise. 

On  déterminera  donc  les  inconnues  en  posant  les  deux 
équations 

1— M=V^M*H-N«— 1, 


y/Mi^K»— 1=1  — 


M  +  NA 


Pour  les  résoudre,  changeons  d'inconnues  et  posons 

M  =  rcosy, 
N  =rsinf. 
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Faisons  de  plus 

a  =  tanga, 

ce  qui  donne 

1 

et 


Vl4-i* 


:  sin 


«. 


Les  équations  se  transforment  en  celles-ci  i 

1  —  rcosj?  =  r  —  1, 
r  —  i  =  1  —  rcos(«— f). 

La  première  donne 


i-l-cosy* 

et  la  seconde 


■  1  H-  cos  («  —  ç) 


Les  deux  équations  sont  satisfaites  à  la  fois  en  faisant 

a      ,  2 

?=«  — ?  ou  9=^,  et  r= -. 

Ij^ços^ 
On  en  déduit  successivement 

2  cos^ 


4  +  cos^ 


N= , 

l-|-cos| 


et  la  fonction  linéaire  cherchée  sera 


2cosx  ^^^''ô 

«H y; 


1  4-cos -.        i  4-cos^ 
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elle  pourra  remplacer  la  fonction  sjx^  -f-  y*  pour  toutes  valeurs 
du  rapport  -  positives  et  au  plus  égales  à  tanga,  avec  une 
erreur  relative  au  plus  égale  à  1  —  M,  c'est-à-dire  à 

2cos|  - 


OU  à 


ou  enfin  à 


.1  +  COSg 


1 4-  cos  5 


tang«j. 


276.  Cette  solution  est  susceptible  de  représentation  géo- 
métrique. 

Prenons  sur  une  droite  OA  une  longueur  OR:=aj,  et  éle- 
vons au  point  R  une  perpendiculaire  RP=:j/.  La  distance  OP 

sera  égale  à  V^*h-î/S  et  ^  sera  la  tangente  de  l'angle  POA. 


X 


Du  point  0  comme  centre,  décrivons  un  arc  de  cercle  pas- 
sant par  le  point  P,  et  terminôns-le  en  B  à  un  rayon  OB  faisant 
avec  OA  l'angle  BOA=a,  dont  la 
tangente,  tang a,  est  la  limite  supé- 
rieure des  valeurs  de  -.  Menons 


X 


la  bissectrice  OC  de  l'angle  BOA. 

Du  point  0  comme  centre,  dé- 
crivons un  second  arc  de  cercle 
EDF,  avec  un  rayon  OF  =  OE,  tel 
que  le  point  C  soit  le  milieu  de  la 
flèche  ID  du  nouvel  arc.  Le  rayon  R  de  ce  cercle  sera  donné 
par  réquation 


A  F 


Fig.  251 


R  ^  1  - cos  I )  =  2 /'oc  -  Rcos|^. 
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Donc 


A        I  K 

1  +  cos- 


RP 

-OR-OP     ^^^^« 

OR'            ^ 

.  1  +  cos| 

R/p/  =          ^y          . 

1+cos| 

Prolongeons  la  droite  OP  jusqu'en  P'  à  la  rencontre  de  l'arc 
EDF,  et  projetons  le  poinlP'  en  R'  sur  la  droite OA.  Nous 
aurons  les  proportions 

R'P'      OR'      OP'  2 


Donc 


et 


Projetons  enfin  le  point  P'  en  K  sur  la  flèche  ID.  Le  point  K 
tombera  dans  Tintervalle  ID  quelle  que  soit  la  position  du 
point  P  sur  l'arc  DCA,  et,  par  suite,  on  pourra  confondre  le 
point  K  avec  le  point  C  en  commettant  une  erreur  moindre 
que  l'intervalle  CD  =  CI  ;  or  le  rayon  OC  représente  exacte- 
ment la  valeur  du  radical.  La  valeur  approximative  OK 
peut  s'obtenir  en  projetant  sur  OD  le  contour  OR'P,  ce  qui 
donne  en  définitive 

2a;  a    ,  2w  .a 

c'est-à-dire  la  formule  linéaire  en  x  et  en  y,  que  nous  venons 
de  trouver. 

Si  ^  varie  de  0  à  Finfini,  l'arc  a  est  égal  à  ^  et  la  limité  de 

Terreur  relative,  tang*  |,  est  0,17. 

Si  ^  varie  de  0  à  l'unité,  a=  7,  et  la  limite  de  Terreur 
X  4 

relative  tombe  à  0,059. 
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V  1 

Enfin  si  ^  reste  au-dessous  de  7,  la  limite  de  l'erreur 
s'abaisse  à  0,0057. 


TREUIL   DES   CARRIERS. 

277.  Le  treuil  employé  pour  extraire  les  pierres  des  car- 


rières des  environs  de  Paris  est  mis  en  mouvement  par  des 
hommes,  dont  le  travail  consiste  à  marcher  à  Tintérieur  d'une 
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rotie  à  chevilles.  Soit  P  le  poids  des  hommes  qui  sont  montés 
dans  la  roue,  et  qu'on  suppose  placés  au  point  A  ;  Q,  le  poids 
de  la  pierre  à  élever;  OA,  le  rayon  de  la  roue;  OB,  le  rayon 
du  cylindre  sur  lequel  s'enroule  la  corde  du  treuil  (fig.  254). 

Du  point  0,  abaissons  une  perpendiculaire  OC  sur  la  direc- 
tion AP  de  la  puissance  P. 

L'équilibre  des  poids  P  et  Q  exigera  la  relation 

PX0C  =  QX0B, 

équation  qui  fait  connaître  le  point  A,  où  les  hommes  doivent 
se  placer  pour  équilibrer  le  poids  Q.  Il  est  facile  de  voir  que 
cette  position  d'équilibre  est  stable.  Si  les 
hommes  font  un  pas,  et  se  placent  en  A', 
leur  poids  l'emportera  sur  celui  de  la 
pierre,  et  la  roue  tournera  de  l'angle  A'OA, 
pour  les  ramener  à  leur  position  A .  Il  en 
résultera  pour  le  poids  Q  une  élévation 
égale  à  OB  X  angle  A'OA. 

Le  travail  moteur  est  égal  au  moment 
de  la  force  P,  par  rapport  à  l'axe  0,  mul- 
tiplié par  l'angle  décrit  (§  114),  c'est-à-dire 
à  PxOCx(A'OA),  ou  à  QxOBx(A'OA), 
ou   enfin  au  travail  résistant,  abstraction  faite  des   résis- 
tances passives,  telles  que  le  frottement  et  la  roideur  des 
cordes. 
L'angle  COA= a  est  donné  par  l'équation 

PxRcos«  =  QXï', 

Il  étant  le  rayon  de  la  roue  à  chevilles,  et  r  le  rayon  du  treuil. 
On  a  donc 

Qr 

pour  que  Tangle  a  soit  réel,  il  faut  que  Qr  <PR. 

Il  s'agit,  par  exemple,  d'élever  une  pierre  d'un  mètre  cube, 
pesant  2,500  kilogrammes;  le  rayon  du  cylindre  est  de  0",18, 
et  le  rayon  de  la  roue  à  chevilles  de  3"";  enfin,  on  suppose 
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que  les  hommes  se  placent  à  une  distance  moyenne  de  Taxe 
OC  égale  aux  ^  du  rayon.  Le  poids  moteur  P  sera  donné  par 
l'équation 


Donc 


PXgX  3- =  2,500X0,18. 


p  =  225. 


Un  homme  pèse  environ  70  kilogrammes  ;  on  voit  qu'avec 
3  hommes  on  aurait  un  poids  de  210  kilogrammes,  qui  suffit 
presque,  à  la  distance  de  2  mèlres  où  on  l'a  supposé  appliqué. 
Les  3  hommes  obtiendront  donc  reflet  voulu  en  s'éloignant 
de  Taxe  à  une  distance  x  donnée  par  l'équation 

210  X  a;  =  2,500X0,18. 

On  trouvera 

a;  =  2-143. 
CABESTAN,    CRIC. 

278.  Le  cabestan  est  un  treuil  à  axe  vertical. 
La  figure  255  représente  un  appareil  de  celte  espèce  em- 
ployé dans  les  porls.  Le  cylindre  du  treuil  est  maintenu  dans 


Fig.  255. 


la  position  verticale  par  une  charpente  ABCD,  qui  est  fixée  au 
sol  au  moyen  de  cordes  attachées  à  des  piquets.  La  tête  E  du 
cabestan  est  traversée  par  la  barre  FF,  aux  extrémités  de 
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laquelle  on  applique  l'effort  moteur.  La  corde  TT'  s'enroule 
d'un  côté  sur  le  cylindre,  et  se  déroule  de  rautre  côlé.  11  suffit, 
comme  nous  le  verrons  plus  loin,  d'un  petit  effort  exercé  en 
T  pour  équilibrer  une  très-grande  tension  T',  développée 
dans  l'autre  partie  de  la  corde  ;  la  différence  des  deux  tensions 
est  équilibrée  par  le  frottement  du  cylindre  sur  la  corde. 

La  théorie  du  cabestan  est  la  mémeque  celle  du  treuil, 
sauf  que  le  poids  du  cylindre  porte  sur  la  crapaudine  dans 
laquelle  il  est  engagé.  Cette  force  longitudinale  n'existe  pas 

dans  le  treuil;  elle  introduit  dans 
l'équation  d'équilibre  un  terme  nou- 
veau qui  réprésente  le  moment  du 
frottement  du  pivot  contre  la  surface 
plane  sur  laquelle  il  repose. 

279.  Voici  comment  ce  terme  peut 
être  calculé. 

Soit  P  le  poids  du  cylindre  A'ABB', 
ou  plus  généralement  la  force  qui 
agit  dans  la  direction  de  son  axe,  et 
qui  appuie  le  cylindre  sur  le  planMN. 
Nous  admettrons  que  cette.force  soit 
uniformément  répartie  sur  Taire  ag 
de  cette  section.  La  pression  par 
unité  de  surface  est  donc,  en  appelant  R  le  rayon  Oa  de  la 
base, 

et  par  suite  la  pression  subie  par  un  élément  superficiel  rfw 
est 


Fig.  256. 


"ttR* 


.  P/a<^. 


Le  frottement  F  subi  par  cet  élément  est  égal  à  -^;  il  est 

dirigé  en  sens  contraire  du  mouvement,  et  si  l'on  appelle  r  la 
distance  de  l'élément  dw  à  Taxe  0,  le  moment  de  cette  force  F 
est  le  produit 
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On  aura  la  somme  des  moments  du  frottement  par  rap- 
port à  Taxe  0  en  intégrant  l'expression  précédente  dans 
loute  rétendue  de  la  section  ap.  L'élément  Jw  s'exprime  en 
coordonnées  polaires  par  le  produit  rdrd^ ,  et  les  limites  des 
variables  sont  pour  r,  0  et  R,  pour  ô,  0  et  2tc.  Donc  enfin  le 
moment  total  du  frottement  sur  le  fond  de  la  crapaudine  est 

0  =  0     t/  »•  =  0 

c'est-à-dire  que  la  somime  des  .moments  des  frottements  .est 

la  même  que  si  la  force  P  était  répartie  le  long  de  la  circonfé- 

2 
rence  a  p',  dont  le  rayon  est  les  ^  du  rayon  de  la  base.  . 

Si  la  base  du  cylindre  était  une  surface  annulaire,  comprise 

entre  deux  circonférences  de  rayons  R  et  R%  les  limites  de  r 

seraient  r  =  R'  et  r  =  R,  et  la  pression  moyenne  serait 

P  '  ' 

-75^ — ïT^TT-;  la  somme  des  moments  des  frottements  serait 
z(\V — tv  ) 

donc  égale  à 

rf\ 

i/o     Jr' 

280.  Le  cric  (fig.  257)  employé  pour  soulever  les  fardeaux 
peut  élre  aussi  assimilé  au  treuil;  seulement,  au  lieu  d'une 
corde  qui  s'enroule  à  la  surface  du  cylindre.,  le  cric  emploie 
une  crémaillère  qui  engrène  avec  un  pignon.  Le  pignon  pour- 
rait être  mis  en  mouvement  par  une  manivelle;  mais  ordinai- 
reipent  il  fait  corps  avec  une  roue  dentée  de  plus  grand  dia- 
mètre, qui  engrène  avec  un  second  pignon,  auquel  on  applique 
l'effort  moteur.  Une  roue  à  rocket^  placée  en  dehors  de  l'ap- 
pareil, a  pour  objet  d'arrêter  le  mouvement  ascensionnel  de 
la  crémaillère  à  telle  dent  qu'on  voudra,  sans  faire  obstacle 
à  ce  mouvement  dès  qu'il  s'agit  d'élever  le  fardeau  davan- 
tage. Pour  faire  descendre  le  fardeau,  on  soulève  \q  doigt 


VfrHrde     _  2aP/'(Rs~-R^)'  _  p^  ^  2  Ra+RR^-R^* 
IR«  — R'«)  ■"    37r(R«  — R'»)    ""^^^-^S         R  +  R' 


UEC.   COLLIGNON. 
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Fig.  257. 


del'encliquetage,  et  les  roues  dentées  deviennent  libre^  d6 
tourner  dans  les  deux  sens;  mais  il  faut  alors  faire  équilibre 

au  fardeau  par  un  effort  exercé 
sur  la  manivelle» 

AppelonsF  (6g.  258)là  force 
qu'il  faut  appliquer  à  Textré- 
milé  A  de  la  manivelle,  per- 
pendiculairement à  sa  direc- 
tion OA,  pour  faire  équilibre 
au  poids  Q  qui  pèse  sur  la  cré- 
maillère MN.  Soit  0A  =  /; 
OB  =  r,  rayon  du  pignon  de 
la  manivelle  ;  O'B  =  R,  rayon 
dç  la  roue  dentée;  0'C  =  r', 
rayon  du  pignon  de  la  créjmail- 
lère.  Cherchons  le  rapport 
des  forces  F  et  Q,  en  faisant 
abstraction  du  frottement. 
La  force  Q  est  transmise  intégralement  par  la  crémaillère 
à  la  dent*  située  au  point  C.  De  même,  au  point  B  pu  les  roues 

OB  et  O'B  engrènent  Tune  avec 
l'autre,  s'exerce  une  pression  mu- 
tuelle S,  que  nous  supposerons 
normale  à  la  ligne  des  centres,  et 
dirigée  suivant  BS  pour  la  roue  0, 
et  suivant  BS'  pour  la  roue  0'.  La 
pression  S  est  la  composante  per- 
pendiculaire à  là  direction  OO'  de 
Tactton  mutuelle  des  deux  roues 
au  point  B.  t 

L'équilibre  de  la  roue  0  sera  exprimé  par  l'équation  des 
moments  pris  par  rapport  à  l'^xe  0  : 

F>^AO  =  S><OB, 

et  l'équilibre  du  système  0'  par  l'équation 

SX0'B  =  QX0'C; 


Rg.  258. 
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d'où  Ton  tire  en  multipliant 

Fx  OA  X  0'B  =  Q  X  OBXO'C 

et       .       ■ 

Telle  est  la  force  qu'il  faut  appliquer  perpendiculairement 
à  rexlrémité  de  la  manivelle  pour  équilibrer  le  poids  Q. 

Les  dents  du  pignon  0'  et  de  la  crémaillère  doivent  être 
assez  résistantes  pour  supporter  chacune  le  poids  Q  tout 
entier;  la  force  S,  déterminée  par  l'une  des  équa lions*  que 
nous  venons  de  poser,  tend  aussi  à  rompre  les  dents  de  l'en- 
grenage 0,  0';  Enfin,  les  axes  de  rotation  0,  0',  doivent  être 
assez  résistants  pour  supporter, 
Tun,  la  résultante  des  forces  F,  S, 
et  des  frottements  que  nous  avons 
négligés,  l'autre,  la  résultante  des 
forces  S,  Q,  et  des  frottements. 

On  calculera  de  même  la  pres- 
sion P  développée  dans  le  doigt  0"D 
de  Tencliquefage,  quand  le  cric 
est  au  repos  (fig.  259).  ^^^- ^^• 

Celte  pression  P  remplace  la  force  F  appliquée  à  la  mani- 
velle; seulement  elle  est  appliquée  tangentiellement  à  la  cir-- 
conférence  intérieure  OD  de  la  roue  à  rochet. 

On  a  donc  . 

^."""^OD      O'B 

.  La  pression  P  s'exerce  sur  Taxe  0"  du  rochet,  dans  le  sens 
CF.  .        ••     . 

Le  théorème  du  travail  virtuel  donnerait  immédialenient  le 
rapport  des  forcés  F  et  Q* 
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PLAN    INGLIINÉ. 


Fig.  260. 


281.  Nous  avons  déjà  traité  la  question  de  l'équilibre,  d'un 
corps  solide  placé,  sur  un  plan  fixe  (g  91).  Ici  nous  fferons 
l'applicçilion  dç  celte  théorie  à  un  corps  pesant  posé  sur  un 
plan  incliné,  et  nous  chercherons  quelle  force  il  faut  appli- 
quer à  ce.corps  pour  qu'il  soit  en  équilibre.  On  peut  traiter  ce 

problème  à  deux  points  de  vue  : 
en  riégligeanl  le  frottement,  ou 
en  en  tenant  compte. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y^it 
aucun  frottem^ent. 

Soit  AB  là  ligne  de  plus  grande 
peïite  du  plan,  qui  fait  avec  Thori- 
zon  AH  un  angle  donné  BAH. 
Le  corps  solide  MN  repose  sur  le 
plan  par  une  face  plane;  il  a  un  poids  Q ,  appliqué  en  son 
centre  de  gravité,  G. 

On  demande  quelle  nouvelle  force  il  faut  lui  appliquer  pour 
qu'il  soit  en  équilibre. 

La  résultante  des  actions  élémentaires  exercées  par  le 
plan  sur  le  corps  est  une  force  R,  normale  au  plan,  puisqu'on 
suppose  le  frottement  nul  ;  cette  force  R  rencontre  la  verti- 
cale GQ  en  un  certain  point  I,  où  Ton  peut  considérer  les 
forces  Q  et  R  comme  appliquées.  De  ces  deux  forces,  toules 
deux  connues  en  direction,  l'une,  Q,  est  en  outre  donnée  de 
grandeur,  l'autre,  R,  est  encore  inconnue.  Le  plan  RIQ  coïn- 
cide avec  le  plan  de  la  figuré. 

La  force  à  appliquer  au  système  pour  compléter  l'équilibre 
est  une  force  P,  appliquée  au  point  I,  et  dont  la  direction  et 
la  grandeur  sont  également  inconnues.  Pour  déterminer  les 
inconnues,  par  le  point  I  menons  dans  le  plan  de  la  figure 
deux  axes  rectangulaires,  Ix,  Ij/,  l'up,  k,  normal  au  plan, 
l'autre,  ly»  parallèle.  Décomposons  suivant  ces  axes  la  force 
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inconnue  P  en  deux  composantes  que  nous  appellerons  X  et  Y; 
décomposons  de  môme  la  force  Q  en  deux  composantes, 
Q'etQ". 

Les  trois  forces  P,  Q,  R,  se  faisant  équilibre,  la  somme 
algébrique  de  leurs  projections  sur  une  droite  quelconque  est 
nulle  ;  donc 

X-hR  =  Q'.. 

La  première  équation  fait  connaître  la  composante  Y;  la 
seconde  fait  connaître  la  somme  des  deux  inconnues  X  -4-  R  : 
Tune  d'elles  reste  donc  arbitraire.  •    . 

Si  Ton  veut  trouver  la  nioindre  valeur  possible  pour  la 
force  P,  il  faut  faire  X==  0,  car  on  a  Téqualion 

dans  laquelle  Y  est  égale  à  une  force  donnée  Q";  elle  montre 
que  le  minimum  de  P  correspond  à  la 
moindre  valeur  de  X,  ou  à  X  =  0.  Dans 
ce  cas,  R=Q'. 

On .  équilibrera  donc  le.  poids  Q 
avec  une  force  P,  parallèle  au  plan 
incliné,  et  dirigée  de  bas  eti  haut, 
suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente; 
cette  force  sera  égale  à  Ja  projection  IQ"  ^^^'  ^*' 

du  poids  Q  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente,  c'est-à-dire  égale, 
à  cause  de  la  similitude  des  triangles  IQQ",  ABH,  au  produit 

R  H     '     •        •  .     • 

du  poids  Q  par  le  rapport  j^  de  la  hauteur,  BH,  du  plan  in- 
cliné à  sa  longueur,  AB. 

Si  Ton  appelle  a  l'angle  BAH  du  plan  avec  rhorizon,  on 
aura  ' 

.  p  =  Q  COS  a, 

et  Q  sin a  sera  la  pression  subie  par  le  plan. 

282.  Reprenons  le  même  problème  en  tenant  compte  du 
frottement  ;  pour  que  la  question  soit  déterminée,  il  faut 
supposer  que  le  glissement  du  corps  sur  le  plan  est  sur  le 
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point  de  se  produire  dans  un  sens  défini,  ou  même  qu'il  se 
produit  réellement,  le  corps  étant  animé  d'un  mouvement 
uniforme  le  long  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  AB. 

On  verra  en  dynamique  que  Tétat  de  mouvement  recliligne 

et  uniforme  du  corps  le  long  du  plan  incliné  ne  change  rien  à  * 

la  pression  mutuelle  exercée  entre  les  deux  corps  en  contact. 

Admettons  que  le  corps  glisse  ou  va  glisser  de  A  vers  B, 

c'est-à-dire  en  montant.  Le  frottement  exercé  par  le  plan  sur 

le  corps  est  alors  une  force  F, 
parallèle  au  plan  et  dirigéedans 
le  sens  BA.  La  résultante  des 
actions  du  plan  sur  le  corps  est 
donc  dirigée  suivant  une  droite 
IR,  faisant  avec  la  normale  IS, 
dans  le  plan  de  la  figure,  un 
angle  RIS  égal  à  l'angle  du  frot- 
tement. Cette  réaction  totale  R 
se  décompose  en  deux  forces, 
une  force  normale  S,  et  une  force  F,  qui  est  le  frottement. 

Menons  encore  les  axes  IX,  lY  ;  décomposons  le  poids  Q  sui- 
vant ces  deux  directions,  ce  qui  nous  donnera  les  forces  Q' 
et  Q";  décomposons  de  même  la  force  inconnue  P.  Nous 
aurons  pour  Téquilibre  les  deux  équations  : 


(1) 

(2) 


Y  =  F-fQ", 


A  ces  deux:  équations  il  faut  ajouter  la  relation  enire  F 
et"S:  .  ^  .       ' 

(3)        •  F  =  SA 

f  étant  le  coefficient  du  frottement. 

Il  y  a  trois  équations  pour  déterminer  quatre  inconnues 
X,  Y,  S  et  F.  L'une  des  quatre  inconnues  est  donc  arbitraire, 
et  Ion  peut  imposer  au  problème  une.  nouvelle  condition  ; 
nous  chercherons,  par  exemple,  à  rendre  la  force  P  la  plus 
petite  possible. 

JLe  problème,  se  résout  géométriquement  d'une  manière  trés- 
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simple.  Le  poids  (Jet  les  forces  P  et  R  se  faisant  équilibre 
au  point  I,  Q  est  la  résultante  de  deux  forces  iP',  1R%' 
égales  et  opposées  aux  forces  P  et  R  ;  la  droite  IQ  est  donc  la 
diagonale  du  parallélogramme  IRTQ'  construit  sur  ces  deux 
forces.  Dans  ce  parallélogramme,  le  côté  IR'  a  une  direc^ 
lion  connue  ;  la  force  P  est  représentée  en  grandeur  par  la 
droite  QR\  qui  joint  le  point  donné  Q  au  point  R',  extrémité 
de  la  droite  IR'.  La  moindre  valeur  de  la  force  P  correspond 
au  minimum  de  QR%  ou  à  la  perpendiculaire  abaissée  du 
point  Q  sur  la  droite  IR',  c'êst-à-dîre  le  minimum  cherché  a 
lieu  quand  on  donne  à  la  puissance  P  une  direction  perpen- 
diculaire à  la  droite  IR,  ou  enfin  une  direction  faisant  avec 
la  ligne  de  plus  grande  pente  AB  un  angle  PIY  égal  à  Tangle 
du  frottement. 

La  solution  algébrique  du  problème  s'achèvera  donc  en 
posant 

(4)  X  =  Y/'. 

Des  équations  (1),  (2),  (3)  et  (4)j  on  tire 

'•14-/"* 

Si  a  représente  Tinclinaison  BAH  du  plan  sur  l'horizon^ 
et  f  Tangle  du  frottement,  on  aura 

Q'=QcOSa, 
Q"  =  Q  sin  a, 

et  les  formules  deviennent 

,    F  =  Qcos(a-f  ?)sin>, 
(5)  ( 

Y  =  QX-'°",+  gr;°"  =  sin(«  +  ,)cos,. 
X  =  0sin(a-+-9))sinç), 
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Remarque.  —  Nous  avons  supposé  que  le  corps  glissait  en 
montant.  S'il  glissait  en  descendant,  il  n'y  aurait  qu'à  changer 
la  direction  du  frottement  F,  ce  qui  revient  à  mener  la 

.    droite  IR  de  l'autre  côté  de  la  nor- 
male IS. 

Les  formules  (5)  conviennent 
encore,  pourvu  qu'on  change  9  en 
—  9  et  qu'on  attribue  des  signes 
aux  forces  F,  X  et  Y.  Deux  cas 
doivent  être  distingués. 

1**  Si  le  prolongement  de  la  ver- 
ticale IQ  passe  dans  l'angle  SIR 
(fig.  263),  on  aura  les  équations 
suivantes,  en  prenant  positivement  les  forces  F,  Y  et  X  : 

Y  +  Q''  =  F, 
•    X-hS  =  Q', 
F.=  S/; 

le  minimum  de  P  correspondra  à  la  direction  normale  à  IR, 
ou  à  la  condition  X=Yf.  La  force  P  tend  à  la  fois  à  entraîner 
le  corps  le  long  de  la  ligne  de  plus  grande  pente,  et  à  le  déta- 
cher du  plan. 
On  déduit  de  ces  quatre  équations  : 

ou  bien,  en  remplaçant  Q',  Q"  et  f  par  leurs  valeurs, 

S=QC0S(<})  —  a)C0S9, 

F  =  Qcos(î>--a)sinç,  ' 

Y  =  Q  sin  [f  —  a)  cos  f, 
X  =  Q  sin  (<p  —  «)  sin  y, 
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et  ces  formules  donnent  pour  Y  et  X  des  valeurs  positives, 
puisque  a  est  supposé  <  9. 

2**  Si,  au  contraire  (fig.  264),  la  verlicale  IQ  prolongée  est 
en  dehors  de  Tangle  SIR,  on  aura  les 
équations 

Y-^-F=Q^ 

S=Q'-f-X, 
V=Sf, 

Le  minimum  de  P  correspond  à 
une  direction  IP  normale  à  IR,  ou  à 


=  V. 


4)n  en  déduit 


F  =  /-x 


Y== 


ou  bien 


S=Qcos(a  —  f)cosf, 
F  =  Qcos(a  —  y)sinç>, 
Y  =  Qsin(a  —  f)cosçi, 
X'=  Q  sin  (a  —  f)  sin  f. . 

Ce  cas  correspond  à  a  >  9.  • 

La  force  P  fend  ici  à  retenir  le  corps  et  à  Tappuyer  contre 
le  plan. 

3°  Enfin,  il  y  a  un  cas  intermédiaire  où  le  poids  Q  est  en 
prolongement  de  la  réaction  R  ;  la  force  P  est  alors  nulle,  et  le 
corps  glisse  d'un  mouvement  uniforme  le  long  du  plan  incliné  : 
l'inclinaison  du  plan  sur  Tliorizon  est  égale  à  l'angle  du  frot- 
tement. 

Les  formules  (5)  comprennent  tous  ces  cas  particuliers,  dès 
qu'on  a  égard  aux  signes  des  forces  et  de  l'angle  9. 
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283.  Application  aux  traîneaux.  —  On  emploiedans  certains 
pays,  pour  effectuer  les  transports  sur  la  neige,  des  traîneaux 
MN,  glissant  sur  le  sol  AB  (fig.  265).  Le  cheval  qui  mène  le 


Fig.  265, 

traîneau  est  attelé  à  un  brancard  incliné  OA,  articulé  en  un 
point  0,  au  milieu  à  peu  près  de  la  portée  du  patin;  d'après 
ce  ^ui  vient  d'être  démontré,  Tinclinaison  la  plus  avantagerfse. 
à  donner  au  brancard  et  aux  traits  par  rapport  à  la  ligne  AB 
est  Fangle  du  frottement.  C'est  dans  celte  direction  que  le 
cheval  dépensera  la  moindre  force  en  agissant  sur  le  traîneau, 
soit  pour  lui  faire  gravir  une  rampe  (§  282),  soit  pour  lui  faire 
descendre  une  pente  peu  inclinée  (g  282,  Rem.  1^),  soit  pour  le 
retenir  sur  une  pente  forte  (g  282,  Rem.  2**).  La  réaction  étant 
égale  et  contraire  à  l'action,  le  cheval  est  sollicité  obliquement 
par  le  brancard  ou  les  traits,  suivant  qu'il  tire  ou  qu'il  relient. 
Cette  force  oblique  se  décompose  en  deux  forces.  L'une,  hori- 
zontale, s'exerce  sur  le  poitrail,  par  l'intermédiaire  du  col- 
lier, quand  le  cheval  tire  ;  sur  l'arrière-train,  par  l'intermé- 
diaire du  reculoir^  quand  le  cheval  retient  :  dans  lies  deux  cas, 
cette  force  horizontale  est  équilibrée  par  le  frottement  déve- 
loppé au  contact  des  pieds  -  du  cheval  avec  le  sol.  L'autre 
force,  verticale,  s'exerce  tantôt  de  haut  en  bas,  tantôt  de  bas 
en  haut  ;  dans  le  premier  cas,  elle  appuie  la  sellette  du  che- 
val sur  son  dos  et  se  transmet  de  là  par  les  jambes  jusqu'au 
sol  ;  dans  le  second  cas,  elle  tend  à  soulever  le  cheval  au  moyen 
de  la  sous-ventrière,  et  est  contre-balancée  par  le  poids  de  l'a- 
nimal. C'est  ce  qui  arrive  toutes  les  fois  que  le  cheval  descend 
une  côte  où  il  est  forcé  de  retenir. 
Si  le  frottement  du  traîneau  éur  le  sol  est  très-faible,  Tincli- 


Digitized  by 


Google 


SUR-  LE  PLAN  INCLINÉ.  443 

naison  du  brancard  doit  être  elle-même  très-pelite;  ce  ijuî 
conduit  à  relever  le  point  d'attache,  0,  du  brancard. 


TRAVAIL  DU  FROTTEMEKT  SUR  LE  PLAN  INCLINÉ. 

28'4.  Reprenons  la  question  générale  traitée  au  g  282.  Dans 
tous  les  cas  que  nous  avons  examinés,  il  y  a  équilibre  entre 
les  trois  forces  P,  Q  et  R,  et  par  suite  la  somme  algébrique  des 
.  travaux  de  ces  forces,  pour  un  déplacement  élémentaire  quel- 
conque, est  égale  à  zéro.  Prenons  pour  déplacement  élémen- 
taire le  glissement  que  subit  effectiveriient  le  corps  le  long 
de  là  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  incliné,  quand  il  est 
animé  le  long  de  celte  ligne  d'un  mou- 
vement uniforme.  La  somme  algé- 
brique des  travaux  des  trois  forces  qui 
correspondent  au  déplacement  IF  est 
donc  nulle.  Examinons  d'abord  le  cas 
où  le  corps  monte  (fig.  266).  Le  travail  - 
de  la  puissance  P  est  égal  au  produit 
du  déplacement  ir  par  la  composante  Y 
parallèle  au  chemin,  ou  à  YxH'.  Le  travail  de  la  réaction  R 
est  de  même  égal  au  produit  négatif  —  F  x  I  F.  Enfin  le  travail 
de  la  pesanteur  est  égal  au  produit  négatif  —  Q  x  IT ,  du 
poids  Q  par  la  quantité  dont  s'est  élevé  le  centre  de  gravité  du 
corps  mobile.  On  a  donc  l'équation 

Y  xir — F  X  II'— Q  xi'i"  =  0. 

Si  le  corps  descend  (fig.  267),  on  a  l'équation 

Y  X 11' — F  X II' +  Q  X  rr  =  0 

quand  la  force  P  est  mouvante,  et  l'équation 
-Yxii'— Fxii'-hQxrr=o 

quand  la  force  P  est  employée  à  retenir  le  corps.  Dans  ces  trois 
-équations,  le  travail  du  frottement  est  négatif  parce  que  le 
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frollemeat  est  une  résistance  au  glissement  du  corps  ;  le  trd- 
vail  de  la  pesanteur  est  positif  si  le  corps  descend,  négatif  s'il 
.    R  nïonte;  le  travail  de  la  force  P  est  po- 

sitif ou  négatif,  suivant  que  celte  force 
est  dirigée  dans  le  sens  du  mouvement 
ou  en  sens  contraire. 
Faisons  lV  =  d8;  nous  aurons* 

Substituons  dans  la  première  équation 
les  valeurs  des  déplacements  et  des 
forces  Y,  F  et  Q,  données  par  les  équations  (5);  il  viendra 
pour  l'équation  du  travail,  en  supprimant  les  facteurs  com- 
muns Q  et  (/«, 

sin  (a  4-  f  )  cos  ç>  —  cos  (a  +  <p)  sin  <p  —  sin  a  ^  0. 

Cette  équation  doit  être  une  identité.  En  effet,  elle  exprime 
simplement  que  Tare  a  est  la  différence  des  deux  arcs  a  -h  9 
et  9.  Les  équations  relatives  aux  deux  autres  cas  rentrent  dans 
la  première,  en  ayant  égard  aux  signes  des  forces  Y  et  F,  et  de 
l'angle  ©.  • 

285.  Le  cheval  qui  mène  un  traîneau  le  long  d'une  route, 
avec.une  vitesse  constante,  exerce  sur  ce  traîneau  un  force  P, 
dont  la  composante  Y  produit  seule  un  travail  ;  l'autre  com- 
posante, X,  est  perpendiculaire  au  chemin  décrit,  et  son  tra- 
vail est  constamment  nul.  Le  cheval  se  trouve  à  l'égard  de 
cette  composante  dans  là  situation  d'un  support  chargé  du 
poids  X. 

Le  travail  du  ctieval  dû  à  la  composante  Y  se  partage  ensuite 
en  deux  parties  :  l'une  qui  correspond  au  travail  de  la  pesan- 
teur, et  l'autre  au  travail  du  frottement.  Si  la  route  que  le  traî- 
neau parcourt  est  horizontale,  le  travail  développé  par  le 
cheval  est  entièrement  absorbé  par  le  frottement. 

Remarquons,  en  passant,  que  la  force  X,  bien  qu'elle  ne 
produise  pas  de  travail,  contribue  aussi  bien  que  la  force  Y  à 
fatiguer  le  cheval,  et  qu'il  y  a  lieu  de  réduire  cette  charge  au- 
dessous  d'une  certaine  limite,  pour  laisser  à  Panimal  la  liberté 
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de  développer  dans  de  bonnes  conditions  Veffort  utile  Y  qu'on 
lui  dennahde.  Théoriquement,  on  pourrait  réduire  à  zéro  le 
travail  à  fournir  sur  une  route  horizontale,  en  plaçant  sur  le 
dos  du  cheval  la  totalité  du  fardeau  à  transporter  ;  car  celte 
disposition  rendrait  nulle  la  composante  Y;  mais  elle  augmen- 
terait la  force  X  et  imposerait  au  cheval  une  charge  qui  pour- 
rait excéder  ses  forces. 

En  d'autres  termes,  le  cheval,  considéré  comme  bête  de 
somme^^  ne  peut  transporter  qu'une  faible  fraclion  du  poids 
qu'il  traînerait  sur  une  bonne  route,  sur  laquelle  le  coefficient 
de  frottement  est  petit. 


LQUILIBRE  DU  CQLN. 

286.  Le  coin  est  un  prisme  triangulaire,  ABC,  qu'une  force 
P  enfonce  entre  deux  corps  E  et  F,  qu'il  s'agit  de  séparer. 
On  demande  la  condition  d'équilibre 
entre  la  puissance  P,  et  les  réactions 
que  les  corps  E  et  F  exercent  sur  les 
faces  latérales  AC,  BC,  du  coin. 

Généralement  la  section  droite  ABC 
du  coin  est  un  triangle  isocèle,  et  les 
corps  E  et  F  sont  de  jnême  nature. 
Nous  adopterons  <:es  hypothèses,  qui 
simplifient  le  problème.  pî^  268. 

La  force  P  est  appliquée  dans  le 
plan  moyen  CD  du  prisme,  perpendiculairement  à  la  face  AB. 

Cherchons  les  conditions  d'équilibre  au  moment  où  le  glis- 
sement du  coin  va  se  produire  sur  les  corps  voisins.  Alors 
la  réaction  du  corps  F  sur  le  coin  sera  une  force  R,  dont  on 
peut  assigner  la  direction  :  elle  fait  avec  la  perpendicu- 
laire GIl  à  la  face  BC,  dans  le  sens  opposé  au  mouvement,  un 
angle HGR  égal  à  l'angle  9  du  frottement.  Le  frottement  étant 
le  même  sur  la  face  AC,  la  réaction  R'  sur  celte  face  fait  dans 
le  même  sens,  avec  la  normale  Ll  au  plan  AC,  un  angle  égal 


P 

A 

\ 

|D        B 

M' 
E 

\   h  /M 
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à  9.  On  ne  connaît  pas  les  points  d'application,  G  et  L,  de  ces 
réactions,  qui  ne  sont  en  réalité  que  les  résultantes  des  actions 
élémentaires  développées  au  contact  des  corps  frottants,  de  M 
en  N,  et  de  M' en  N'.  Tout  ce  qu'on  sait,  c'est  que  la  résultante 
deadeux  forces  R  et  R'  est  égale  et  contraire  a  la  force  P.  Les 
trois  forces  passent  donc  par  un  même  point  0  ;  et  par  suite, 
on  aura  les  valeurs  des  forces  R  et  R'  en  prenant  sur  la  mé- 
diane CD  du  triangle  ABC,  direction  de  la  force  donnée  P,  un 
point  0  quelconque,  en  menant  par  ce  point-deux  droites  OL, 
OG,  faisant  avec  les  faces  AC,  BC,  des  angles  égaux  5  90**  —  o, 
f  t  en  décomposant  la  force  P,  transportée  au  point  0,  suivant 
les  directions  OG,  OL. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  l'an- 
gle 90"  —  9  soit  plus  grand  que  la  moitié  de  Fangle  C,  au  soni- 

C  '  ^ 

met  du  coin,  ou  qu'on  ait  9  -f-  ^  <  90°. 

Le  théorème  du  travail  virtuel  fait  connaître  le  rappoit  des 
forces  P  et  R. 

*  Imprimons  au  coin  ABC  un  déplacement  DD'  infiniment  pe- 
tit, qui  l'amène  en  A'B'C  (fig.  268).  *Nous  pouvons  admettre 
que  le  corps  E  reste  fixe,  et  que  le  corps  F  subit  seul  le  dépla- 
cement dû  à  l'enfoncenâent  du  coin.  Décomposons  les  forces  R 
et  R'  en  deux  composantes,  l'une  normale  à  la  face  du  coin, 
p  l'autre  située  dans  cette  face  ;  f  étant 

j  le  coefficient  du  frottement,  la  com- 

posante normale  de  R  et  de  R'  sera 

R 

y ,  4  ^,  et  la  composante  tangenlielle, 

-;===.  Le  point  L  se  transporte 

en  L',  par  suite-  du  déplacement  du 
coin,  à  une  distance  LL'=AA'  de  sa 
position  primitive.  Le  point  G  se  trans- 
porte en  G',  à  une  pareille  distance;  mais  nous  pouvons  dé- 
composer le  chemin  GG'  en  deux  chemins  G'G",  G'G",  l'un  nor- 
mal, l'autre  parallèle  à  la  face  6C  du  coin. 
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'Le  travail  de  la  force  P  est  positif  et  égal  à  P  x  DD'  ; 

Le  travail  de  la  force  R',  appliquée  en  L,  se  réduit  au  tra- 

fR 
vail  négatif  de  sa  composante  tangentielle  '  >  ou  à 

.  —  ■  '         X  LL',  Tautre  composante  étant  normale  à  la  di- 

rection  du  déplacement  ; 

Le  travail  de  la  force  R,  appliquée  en  G,  est  égal  à  la  somme 
des  travaux  négatifs  de  ces  deux  composantes,  ou  bien  à 

--7=L==XGG*---:^^XG''G',    . 

L'équation  d'équilibre  est  donc 

PXDD'—  -T^^S—XLL'— -p=L=xGG' rri^^  X  G^G' =  0 

\ji-tr         sl^-^r         \l^-^r 

Faisons  AA'=ds  :  les  déplacements  LL'  et  GG'  seront  égaux 

.  aussi  à  ds;  DD'  est  la  projection  de  ds  sur  la  direction  de  la 

'  C 
force  P,  c'est  donc  (fc  cos  X  : 

Enfin 

GG^iîsGG'sinCïsd^sinC, 
G'G"  =  GG'  cos  C  =  e/«  cos  C. 

•  Remplaçons  les  déplacements  par  leurs  valeurs  dans  Inéqua- 
tion précédente,  et  divisons  par  ds  ;  il  viendra 

Donc 


Il                         ^""^  2 

1*            /            sinC-f-/'cosG 

et  si  Ton  remplace  f  par  tang  <p, 

c 

P       siny-|-sm(G-ff») 
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Si  le  frottement  était  assez  petit  pour  qu'on  pût  le  négliger, 
on  ferait  /'=0,  ou  ?=0,  ce  qui  donnerait 

c 

Du  point  A  abaissons  AS  perpendiculaire  sur  CB.  Nous  au- 
rons 

ACcos^  =  CD, 

ACsinC  =  AS. 

•  * 

R_CD  ' 

P"~AS* 

CDxAB  =  ASxCB, 


Donc 


Or 


car  ces  produits  mesurent  -tous  deux  le  double  de  Taire  du 
triangle  ABC. 
Donc 

U_CB. 
P""AB' 

la  réaction  de  chacun  des  deux  corj)S  E  et  F,  supposés  sans 
frottement,  est  à  la  puissance  P  comme  le  côté  du  coin,  CB, 
est  à  sa  base  AB.  Plus  l'angle  C  du  coin  est  aigu,  plus  la  puis- 
sance P  est  petite  par  rapport  à  la  pression  développée. 
287.  Le  coin  peut  être  employé  à  produire  de  grandes 

pressions  :  c'est  ce  qui  a 
lieu  dans  la  presse  à  coin 
(fig.  270).      '       - 

La  force  F,  appliquée  sur 
la  tête  du  coin,  le  fait  des- 
cendre entre  le  bloc  fixe  N,. 
et  le  bloc  M,  mobile  le  long 
de  la  semelle  SS;  dans  ce 
mouvement,  le  bloc  M  com- 
prime contre  Tobstacle  fixe  HH  un  corps  placé  en  P.  Dans  Tétat 
de  repos  ou  de  mouvement  uniforme,  les  forces  B  et  R^,  réac- 


Fig.  270. 
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tions  obliques  développées  sur  les  joues  du  coin,  font  équi- 
libre à  la  force  F;  puis,  la  force  R',  égale  et  contraire  à  R^ ,  et 
la  force  R",  réaction  oblique  de  la  semelle  sur  la  base  du  bloc 
mobile,  font  équilibre  à  la  force  P,  réaclion  développée  par  la 
compression  du  corps. 

PROBLÈMES  SUR  LE  FllOTTEMENT.   —   GLISSEMENT  DE  LA  COQUILLE  EKTBE 
DEUX  GLISSIÈRES. 


288.  La  coquille  est,  dans  une  machine  à  vapeur  à  action  di- 
recte, une  pièce  solide  rectangulaire  ABB'A',  au  centre  0  de 
laquelle  s'attache  la  bielle  OH,  et  dont  les  côtés  latéraux,  AB, 
A'B'  formant  patins,  glissent  le  long  des  guides  fixes  MN,  M'N'. 
Le  piston  pousse  et  tire  alternativement  la  coquille  suivant  sa 
ligne  d'axe  OK,  et  ce  mouvement  est  transmis  à  la  bielle  OU. 

Nous  allons  chercher  la  relation  entre  la  puissance  P,  ap- 
pliquée à  la  coquille  dans  la  direction  OP,  et  la  résistance  Q, 
développée  par  la  bielle  dans  la  direction  oblique  OH,  lorsque 
le  mouvenient  va  commencer  dans  la  direction  OP.  11  y  a  équi- 
libre alors  entre  les  forces  P,  Q  et  les  réactions  des  glissières. 
Ces  réactions  se  composent  donc  en  une  force  unique  R,  qui 
fait  équilibre  aux  forces  P  et  Q,  et  qui  par  suite  passe  par  le 
point  0.  Elle  fait  d'ailleurs  avec  la  normale  à  la  surface  de 
glissement  un  angle  9  égal  à  Tangle  du 
frottement,  et  cet  angle  doit  être  pris  en 
arrière  de  la  normale  par  rapport  au 
sens  dans  lequel  le  glissement  s'effectue. 
Deux  cas  peuvent  se  présenter. 

1"  Par  le  point  0,  menons  une  droite 
OL,  perpendiculaire  à  MN  ;  puis  faisons 
en  avant  de  cette  droite  un  angle  lOL = 9. 
01  sera  la  direction  de  la  résultante  R 
des  réactions  des  glissières.  Pour  que 
celte  solution  soit  admissible,  il  faut  et 
il  suffit  que  le  point  de  passage  I  de  cette  résultante  sur 
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le  patin  AB  soit  compris  dans  l'étendue  AB  du  patin.  Car  alors 
toutes  les  réactions  élémentaires  développées  le  long  de  la 
face  AB  sont  parallèles  entre  elles  et  de  même  sens  ;  elles  se 
composent  en  une  force  unique,  dont  le  point  de  passage  est 
nécessairement  compris  entre  les  points  extrêmes,  A  et  B,  de  la 
région  du  glissement.  Dans  ce  cas,  la  coquille  est  pressée  contre 
la  glissière  MN,  et  reste  tangente  à  la  glissière  opposée  sans  y 
exercer  d'effort. 

Étant  donnée  la  force  P,  on  trouvera  les  forces  Q  et  R  par 
les  équations 


ou  bien 


sin  (R,  Q)  ~  sin  (P,  R)      sin  (P,  Q)  ' 


Q 


^ 

cos  [f  —  a)~~  cos  f  ~~  sin  a* 


2°  Si  le  point  lest  extérieur  au  côté  AB  (fig.272),  il  est  impos- 
sible que  la  pression  mutuelle  de  la  coquille  et  des  glissières 
soit  concentrée  sur  le  patin  AB,'et  le  second  patin  A'B',  fournit 
aussi  une  réaction  dont  on  doit  tenir  compte*  Dans  ce  cas,  la 
résultante  des  forces  P  et  Q  tend  à  faire 
basculer  la  coquille  autour  de  son  arête 
projetée  en  B,  et  elle  est  équilibrée  par 
la  résistance  développée  au  contact  de  la 
glissière  M'N'  et  de  Tarête  opposée  A'.  Ce 
sont  donc  les  points  A'  et  B  qui  portent 
seuls.  Par  le  point  B,  menons  une  droile 
BF,  parallèle  à  01.  Cetle  droite  sera  la 
direction  de  la  réaction  subie  par  la  co- 
quille au  point  B,  lorsque  le  glissement 
va  commencer.  Pour  avoir  la  direction 
de  la  réaction  subie  par  le  point  A',  il  ne 
faut  pas  mener  par  ce  point  une  parallèle  à  01;  une  telle  droite 
ferait  bien  l'angle  9  avec  la  normale  à  la  surface  de  glissement, 
mais  elle  ferait  cet  angle  dans  le  sens  du  mouvement,  et  non  en 
sens  contraire.  On  mènera  donc  la  droile  AT  qui  fait  l'angle  ? 
avec  la  normale  A'A  en  arrière  de  la  coquille.  Les  deux  réac^ 


Fig.  272. 
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tions  subies  par  les  points  B  et  Â'  ont  les  directions  BF, 
AT/  ;  elles  se  coupent  en  un  point  E,  qui  appartient  à  leur  ré- 
sultante B.  D'ailleurs,  cette  résultante  passe  par  le  point  0  ; 
donc  elle  a  la  direction  OE.  Pour  achever  le  problème,  il  suffit 
de  déterminer  Q  et  B  en  fonction  de  P  parles  équations 


sin  (Q,  R)       sin  (P,  R)  "  sin  (P,  Q)  * 

puis  de  décomposer  B,  transportée  au 
point  E,  suivant  les  directions  A'F',  BF. 
.  289.  Pour  traiter  dans  ce  dernier  cas 
la  question  par  le  calcul,  faisons  AB=bj 
AA'=a,  et  soit  /"=tang9  le  coefficient 
du  frottement  (fig.  273). 

Soient  X  et  fX  les  composantes  de  la 
réaction  du  point  A',  projetée  sur  les 
axes  OL,  OK  ;  Z  et  fZ  les  composantes  de 
la  réaction  du  point  B;  les  équations 
des  projections  des  forces  sur  les  droites  OK ,  OL  donneront 

P-.Qcos«  — /•(X  +  Z)  =  0, 
X  +  Qsina  — Z=tO. 

L'équation  des  moments  par  rapport  au  point  0  nous  donne 
de  plus 

(X  +  Z)x^  +  AX-Z)|  =  o. 


x  +  z  =  Lz:^£2îf. 


De  la  première  on  tire 
De  la  seconde 

X  — z  =  —  Qsina. 

Substituant  dans  la  troisième,  il  vient 

p  —  Qcosa       6        ^«    ^  /v    •  n 
j X^—f^XQsma  =  0» 


Donc 


1  P^ 
6cosa-|-/^asina 
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Cette  valeur  de  Q  sert  ensuite  à  déterminer  Xet  Z;  on  trou- 
vera 

X  =  l^(L^«£2iZ_Qsin.)=lQsin«(Ç-i). 

La  valeur  de  Z  est  toujours  positive  ;  celle  de  X  ne  Test 
que  si  V  >1 5  ou  bien  si  tang  9  >  - ,  condition  toujours  rem- 
plie  quand  le  point  I  tombe  en  dehors  du  patin  AB. 


GLISSEMENT   DE    LA    TIGE    d'uN    MARTEAO-PILON    ENTRE    APPUIS    FIXES, 

290.  Tîne  lige  AB,  verticale,  munie  d'un  mentonnet  M,  est 
soulevée  par  la  came  C  d'un  arbre  tournant.  Elle  est  guidée 
dans  son  mouvement  par  quatre  guides  fixes  D,  E,  F,  G.  On 
demande  le  rapport  entre  l'effort  exercé  par  la  came  sur  le 

menlonnel  et  le  poids  du  marleau- 
pilon,  lorsque  la  tige  est  sur  le 
point  de  se  déplacer  dans  le  sens 
ascendant  en  glissant  sur  ses  ap- 
puis. 

Soit  H  le  point  de  contact  de  la 
came  avec  le  mentonnet;  la  réac- 
tion mutuelle  des  deux  pièces,  au 
moment  où  le  glissement  com- 
mence, a  pour  direction  HR  une 
droite  passant  par  ce  point  H,  et 
faisant  avec  la  normale  commune, 
HZ,  un  angle  RUZ  égal  à  l'angle  9 
du  frottement.  La  force  exercée 
par  la  came  sur  la  tige  mobile  est  une  force  R,  qu'on  peut 
décomposer  en  deux  forces  rectangulaires,  Tune  Z,  normale 
aux  surfaces  en  contact ,  et  l'autre  /*Z,  dans  la  direction  du 
glissement  relatif.  Nous  supposerons  que  la  force  Z  soit  paral- 
lèle à  Taxe  AB  de  la  lige.  Celte  condition  est  remplie  quand  la 
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came  est  profilée  suivant  unfe  développante  de  cercle;  on  peut 
ajouter  qu'alors  la  distance  IIH'  de  l'axe  au  point  de  contact 
est  constante. 

La  force  R  est  connue  en  direction  ;  supposons-la  connue 
en  grandeur;  composons-la  avec  le  poids  P,  en  construisant 
le  parallélogramme  OILK,  au  point  0  où  se  coupent  les  deux 
directions  HR,  AB.  Deux  cas  peuvent  se  présenter,  suivant  que 
la  résultante  OS  passe  entre  les  appuis  D  et  G,  ou  en  dehors 
de  ces  appuis.  Dans  le  premier  cas,  la  tige  est  appuyée  contre 
les  points  fixes  D  et  G  situés  à  gauche  de  sa  direction;  dans  le 
second,  elle  s'appuie  soit  contre  les  points  G  et  E,  soit  contre 
les  points  D  et  F,  situés  de  différents  côtés  de  sa  direction. 

1**  Admettons  d'abord  le  premier  cas.  Le  glissement  étant 
supposé  imminent  sur  les  appuis  D  et  G,  les  réactions  de  ces 
appuis  ont  des  directions  NT,  N'T',  qui  font  avec  la  normale 
aux  surfaces  de  contact  des  angles  égaux  à  l'angle  9'  du  frotte- 
ment de  la  tige  sur  ses  guides.  Décomposées  en  une  force 
normale  et  une  force  tangentielle ,  ces  forces  T  et  T'  donnent 
les  composantes  normales  X  et  X',  et  les  frottemenls  f\  et  /"T. 
La  forcç  OS  étant  la  résultante  de  deux  forces  parallèles  NT, 
NT,  est  elle-même  parallèle  à  leur  direction. 

Le  problème  se  traite  donc  géométriquement  de  la  manière 
suivante  : 

Par  le  point  H  menons  une  droite  HR,  qui  fasse  Tangle  9  avec 
la  normale  HZ  à  la  came.  Par  le  point  0  où  la  droite  HR  coupe 
la  ligne  moyenne  AB  de  la  tige,  menons  00'  perpendiculaire 
à  AB,-  puis  faisons  l'angle  0'0S=9'.  Achevons  le  parallélo- 
gramme KLIO,  dont  le  côté  OK=i:Pesl  donné.  Le  côté  01  repré- 
sentera la  force  R,  développée  au  contact  de  la  came,  et  le 
côtéOL,  une  force  S  égale  et  contraire  à  la  résultante  des 
forces  T  et  T'  qui  sont  développées  au  contact  des  guides.  On 
aura  donc  les  forces  T  et  T'en  décomposant  la  force  OS  en 
deux  forces  parallèles  passant  par  les  points  donnés  N  et  N'. 

Le  triangle  OKL  donne  la  série  d'égalités 

p    _    R    _    s 

sin  lOL  ""  sin  ILO  ""  sin  LIO  ' 
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OU  bien 
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S 


cos  {f  H-  ç')      cos  f*      sin  f 


Ces  équations  donnent  R  et  S.  On  a  ensuite  en  décomposant 
la  force  S,  supposée  appliquée  au  point  V,  en  deux  compo- 
santes parallèles,  appliquées  en  N  et  N', 


r  = 


sxvs 


Ces  résultats  supposent  nécessairement  le  point  V  compris 
entre  les  points  N  et  N'. 

2"*  Passons  au  second  cas,  celui  où  le  point  V  ne  serait  pas 
compris  entre  N  et  N',  el  supposons  que  la  tige  porte  sur  les 
appuis  G  et  E  (fig.  275)  ;  les  réactions  de  ces  appuis  sur  la  tige 
seront  les  forces  T  et  T',  qui  font  avec  la  normale  commune 
aux  surfaces  frottantes,  dans  le  sens  opposé  au  mouvement, 
les  angles  TNX  =  T'iNT  =  9'. 

Les  forces  T  et  T'  ne  sont  plus  parallèles  ;  elles  se  ren- 
conlrent  en  un  point  Y,  où  on  peut  les  composer.  Leur  ré- 
sultante dirigée  dans  l-angle  6YT' 
doit  être  égale  et  contrairQ  à  la  ré- 
sultante S  des  forces  R  et  P.  Or  les 
directions  des  forces  R  et  P  sont 
connues  ;  leur  résultante  S  est  di- 
rigée dans  langle  HOP;  il  faut 
donc,  pour  que  Thypothèse  soit 
admissible,  que  le  point  Y  soit  situé 
dans  Tangle  HOP,  et  que  le  point  0 
§oit  situé  dans  Pangle  TT6.  La  so- 
lution s'achève  en  joignant  OY  et 
en  prenant  cette  droite  pour  la 
direction  de  la  force  S.  On  obtien- 
dra ensuite  T  et  T'  en  décompo- 
sant la  force  S  suivant  la  direction 
Yô,  YT'. 

On  voit  sur-le-champ  que  Thypothèse  dans  laquelle  on 
ferait  porter  la  tige  sur  les  appuis  D  cl  F  est  inadmissible  ; 


Fig.  275. 
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car  elle  mellrail  en  dehors  de  l'angle  HOP  le  point  de  rencon- 
Ire  Y  des  réactions  totales  de  ces  appuis. 

Pour  déterminer  les  réactions  R,  T  et  T',  on  pourrait  aussi 
se  servir  des  équations  d'équilibre  des  forces  R,  T,  T'  et  P; 
elles  sont  au  nombre  de  trois,  puisque  ces  forces  sont  conte- 
nues dans  un  seul  et  même  plan. 

Le  glissement  de  la  tige  ne  peut  commencer  que  dans  les 
deux  cas  que  nous  avons  examinés  ;  et  pour  cela  il  faut  que 
certaines  conditions  géométriques  soient  remplies.  Si  elles  ne 
relaient  pas,  le  glissement  serait  impossible  et  le  phénomène 
de  Varc-boutement  se  produirait  (g  404).  Alors  une  force  aussi, 
grande  qu'on  voudrait,  appliquée  à  la  came,  serait  équilibrée 
par  le  poids  de  la  tige  et  les  réactions  de  ses  guides,  sans 
arriver  à  produire  le  glissement  voulu. 


VALET    DE    MENUISIER. 

291.  Soit  AB  la  coupe  de  l'établi  d'un  menuisier;  CD  la 
coupe  d'une  pièce  de  bois  posée  sur  l'établi.  On  emploie  pour 
la  fixer  un'  valet  en  fer,  EFG,  dont  on  introduit  la  branche 
droite  FE  dans  l'ouverture  0,  et  dont  la  branche  courbe,  FG, 
vient  presser  la  surface  de  la 
pièce  de  bois.  On  frappe  sur 
la  tête  F  quelques  légers  coups 
de  maillet.  Le  valet  se  coince 
dans  l'ouverture  0 ,»  en  .s'ap- 
puyant  sur  les  arêtes  M  et  P 
dé  rétabli  ;  en  même  temps  il 
se  développe  en  G  une  réac- 
tion verticale  N,  qui  tend  à 
soulever  le  valet ,  et  un  frot- 


-"''0^^ 


Fig.  276. 


tement  qui  s'oppose  au  déplacement  de  la  pièce  CD.  Il  est  facile 
de  voir  à  quelle  condition  l'appareil  doit  satisfaire  pour  que 
la  réaction  N  ne  puisse  pas  faire  glisser  le  valet  dans  l'ouver- 
ture 0  à  travers  laquelle  on  Ta  fait  passer. 
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Pour  que  le  glissement  ait  lieu  au  point  M,  il  faut  que  la 
réaction  mutuelle  du  valet  et  de  la  table  fasse  avec  la  normale 
à  la  surface  de  contact  un  angle  égal  à  l'angle  du  frottement 
de  fer  sur  bois  ;  élevons  donc  au  point  M  une  perpendiculaire 
MM'  à  la  surface  de  contact,  c'est-à-dire  au  plan  qui  touche  le 
cylindre  du  valet  suivant  TarêteFE,  puis  menons  la  droite  Mm 
faisant  avec  MM'  un  angle  M'Mm  égal  à  Tangle  du  frottement; 
cette  droite  Mm  représentera  la  direction  de  la  pression  de  la 
table  sur  le  valet,  au  moment  où  le  glissement  commence. 
/  Menons  de  même  PP'  normale  à  la  surface  du  contact  en  P, 
et  Vp  qui  fait  avec  cette  normale  l'angle  P'Pp  égal  à  Tangle  du 
frottement.  Lorsque  le  glissement  commencera  au  point  P,  la 
droite  Pp  sera  la  direction  de  la  pression  exercée  au  point  P  par 
la  table  sur  le  valet. 

Le  glissement  ne  peut  donc  se  produire  sous  Faction  de  la 
force  N  qu'autant  que  cette  force  est  décomposable  en  deux 
forces  suivant  les  directions  Mm  et  Pp,  ou  en  deux  forces  exté- 
rieures aux  angles  m>IM',pPP'.  Or  ces  deux  directions  se  coupent 
en  un  point  I,  situé  entre  le  valet  et  la  force  N.  Le  point  G  est 
à  la  fois  dans  les  deux  angles  mMM',  P'Pp  ;  donc  la  décompo- 
sition de  la  force  N  en  deux  forces  appliquées  en  M  et  en  P  ne 
peut  produire  le  glissement  du  valet  à  travers  l'établi  (g  99). 

Il' en  serait  autrement  si  le  point  I. était  au  delà  de  la  verti- 
cale passant  par  le  point  C.  Le  coipçage  du  valet  ne  suffirait 
plus  pour  assujettir  la  pièce  à  la  surface  de  la  table. 

Pour  décoincer,  il  suffit  de  frapper  quelques  coups  de  mail- 
let, soit  en  M  sur  le  dos  du  valet,  le  long  de  rétabli,  soit  en 
E,  sur  l'extrémité  du  valet,  de  bas  en  haut. 


ENCLIQUETAGE  DOBO. 

292.  Un  arbre  tournant,  0  (fig.  277),  porte  quatre  ailes 
égales  AB,  A'B',  A"B%  A'"B'",  mobiles  autour  des  points  A,  A^ 
A",  A'",  voisins  du  centre  ;  elles  sont  soutenues  dans  leur  po- 
sition par  des  ressorts  fixés  à  l'arbre  et  figurés  en  A,  A',  A", 
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A'".  Sur  ces  ailes  est  centrée  une  poulie  folle  CD,  qut  en  tou- 
che le  pourtour  extérieur,  et  qui  est  destinée  à  transmellre  à 
l'arbre  0  le  mouvement  qu'elle  re- 
çoit. Si  la  poulie  tourne  de  gauche 
à  droite  dans  le  sens  de  la  flèche  f, 
elle  glisse  à  frottement  doux  sur  les 
ailes,  les  ressorts  fléchissent  légère- 
ment, et  l'arbre  n'est  pas  eniraîné. 
Si,  au  contraire,  la  poulie  tourne 
dans  le  sens  de  la  flèche  /*',  la  pou- 
lie tend  à  entraîner  les  ailes  dans 
l'autre  sens,  c'est-à-dire  à  accroître 
la  distance  des  points  B  au  centre  0  ; 
cet  accroissement  de  distance  n'étant  pas  possible,  il  se  pro- 
duit un  arc'boutement  aux  extrémités  B  des  quatre  ailes  (g  i  04), 
et  l'arbre  0  est  entraîné. 

Cet  appareil  permet  donc  de  produire  une  transmission  de 
mouvement  dans  un  sens,  sans  produire  la  transmission  en 
sens  contraire. 


Fig.  Î77. 


ÉQUILIBRE   DE    LA    VIS. 


293.  La  vis  est  un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  dont  la 
surface-  convexe  est  revêtue  d'une  saillie  continue  de  forme 
hélicoïdale.  On  emploie  des  vis  à  filets  carrés 
et  des  vis  à  filets  triangulaires. 

La  saillie  des.vis  à  filets  carrés  est  engen- 
drée par  un  rectangle 'de  forme  constante 
abdc^  placé  dans  l'un  des  plans  diamétraux 
du  cylindre  formant  noyau,  de  telle  sorte 
que  le  côté  ac  soit  situé  le  long  de  la  généra- 
trice MN.  On  suppose  qu'à  partir  de  cette 
position  le  rectangle  reçoive  un  mouvement 
hélicoïdal,  résultant  de  la  composition  d'une 
rotation  uniforme  autour  de  l'axe  du  cylindre,  et  d'une  trans- 
lation uniforme,  parallèle  au  même  axe. 


Fig.  278. 
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Tous  les  points  du  rectangle  générateur  décrivent  dans  ce 
mouYement  des  hélices  de  même  pas.  En  général,  le  rectangle 
abdc  a  ses  deux  dimensions  égales,  el  le  pas  ae  des  hélices 
décrites  est  égal  à  un  multiple  de  la  hauteur  ac.  Il  y  a  d'ail- 
leurs des  vis  à  filet  simple^  à  filet  double ,  à  filet  triple,  etc. 

Les  filets  triangulaires  sont  engendrés  de  la  même  manière, 
mais  un  triangle  isocèle,  ordinairement  équilatçral,  y  rem- 
place le  rectangle  des  filets  carrés,  el  le  pas  des  hélices  est 
égal  à  la  base  du  triangle  générateur,  de  sorte  que  la  surface 
entière  du  noyau  est  recouverte  des  spires  successives  du 
filet. 

La  vis  s'engage  dans  un  écrou  EE'  (fig.  279),  taraudé  intérieu- 
rement de  manière  à  offrir  en  creux  la  même  forme  que  le  filet 
de  la  vis;  l'écrou  est  donc  traversé  par  un  cylindre  vide,  dont 
la  surface  est  refouillée  suivant  un  sillon 
engendré  de  la  même  manière  que  le  filet 
saillant  de  la  vis,  c'est-à-dire  par  la  même 
figure  génératrice,  animée  du  même  mou- 
vement hélicoïdal.  Si  l'écrou  est  fixe,  et 
qu'on  tourne  la  vis,  la  vis  se  déplace  le 
long  des  spires  de  l'écrou,  et  reçoit  par 
conséquent  un  mouvement  hélicoïdal,  qui 
la  fait  avancer  d'un  pas  pour  chaque  tour; 
si,  au  contraire,  la  vis  est  assujettie  à 
tourner  sur  des  tourillons  fixes,  sans 
pouvoir  se  déplacer  longitudinalement,«i 
en  même  temps  la  rotation  de  l'écrou  au- 
tour de  Taxe  de  la  vis  est  empêchée  par  des  obstacles,  la  ro- 
tation de  la  vis  déterminera  la  translation  de  l'écrou,  à  raison 
d'un  pas  pour  un  tpur. 

Supposonsque  l'écrou  soit  fixe  (fig.  280)  ;  soit  F,  F',  un  couple 
de  forces  appliquées,  dans  un  plan  normal  à  l'axe  de  l'appareil, 
aux  extrémités  d'une  barre  AB  traversant  la  tête  de  la  vis  el 
à  angle  droit  sur  celle  barre;  soit  P  l'effort  résultant  déve- 
loppé contre  un  obstacle,  dans  le  sens  de  l'axe  00';  il  y  aura 
équilibre  entre  les  forces  —  P,  F,  F',  el  les  réactions  déve- 


Fig.  279. 


Digitized  by 


Google 


DE  LA  VIS. 


459 


loppées  au  contact  du  filet  et  de  Técrou.  Nous  pouvons  déter- 
miner la  valeur  de  la  force  P.  Faisons  d'abord  abstraction  du 
frottement  entre  Técrou  et  le  file|, 
et  appliquons  le  théorème  du  tra- 
vail. Un  déplacement  angulaire 
très-petit,  6,  de  la  vis,  entraîne  un 
déplacement  longitudinal  e.  Les 
travaux  virtuels  des  forces  F,  F', 
qui  correspondent  à  la  rotation  ô 
delà  vis,  seront  égaux  aux  produits 
des  moments  de  ces  forces  par 
l'angle  ô;  si  donc  on  suppose  les 
forces  F  et  F'  appliquées  à  des 
distances  égales .  OB,  OA,  de  Taxe 
de  la  vis,  et  qu'on  représente  ces 
distances  par  la  lettre  fr,  la  somme 
des  travaux  des  forces  F  et  F'  sera 
2FtxO.  Lé  travail  de  la  résis- 
tance P  est  négatif  et  égal  à  —  Ps;  l'équation  d'équilibre  est 
donc 

et  par  suite 

P  =  2F6x-. 


1>« 


Fig.  280. 


Or,  soit  h  le  pas  de  la  vis  ;  pour  un  tour,  c'est-à-dire  pour 
une  rotation  égale  à  2iu,  la  translation  de  la  vis  est  égale  à  h; 
le  déplacement  angulaire  0  est  au  déplacement  linéaire  e  dans 
le  même  rapport,  et  Ton  peut,  par  suite,  remplacer  le  rapport 

A  9 

-  parle  rapport  r-,  d'où  résulte  l'équation  définitive 

'   P  =  2FftX^. 
n 

La  force  P  est  inversement  proportionnelle  au  pas  de 
la  vis  h,  et,  en  prenant  un  pas  suffisamment  petit,  on  pourra 
exercer  un  effort  aussi  grand  qu'on  voudra,  avec  un  couple,  2Fft, 
d'intensité  donnée.  Cette  remarque  montre  l'utilité  de  la  dis- 
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position  que  nous  avons  décrite  dans  la  cinématique  (I,  §  296), 
sous  le  nom  de  vis  différentielle  de  Prony.  Il  est  impossible, 
en  pratique,  de  réduire  le  pas  d'une  vis  au-dessous  d'une  cer- 
taine limite.  Mais  si  Ton  place  bout  à  bout  siir  le  même 
cylindre  •  deux  filets  de  vis,  de;  pas  h  et  h\  si  Ton  fait 
passer  le  premier  filet  dans  un  écrou  fixe,  et  le  second  dans 
un  écrou  susceptible  seulement  de  recevoir  un  déplacement 
longitudinal,  la  vis,  en  tournant,  produira  une  translation  de 
l'écrou  mobile  ;  et  cet  écrou  s'avancera  de  la  différence  fc— h' 
des  deux  pas  pour  chaque  tour  de  vis.  La  pression  P,  dévelop- 
pée contre  un  obstacle  par  l'écrou  mobile,  sera  donc  donnée 
par  la  formule 


p  =  2F&  X 


27r 


et  elle  pourra  être  rendue  aussi  grande  qu'on  voudra,  en  ré- 
duisant en  conséquence  la  différence  h  —  h\ 

294.  Proposons-nous,  en  second  lieu,  de  trouver  la  relation 
entre  la  résistance  P  et  le  couple  moteur  F  x  2t,  en  tenant 

compte  du  frottement  développé  au 
contact  du  filet  de  la  vis  avec  la 
surface  interne  de  l'écrou,  et  en 
supposant  toujours  que  la  vis  re- 
çoive un  mouvement  descendant. 
Nous  simplifierons  le  problème 
en  admettant  que  le  contact  de  ces 
deux  parties  est  concentré  tout  le 
long  d'une  hélice  moyenne,  tra- 
cée, par  exemple,  à  égale  dislanee 
entre  le  cylindre  formant  le  noyau 
de  la  vis  et  le  cylindre  tangent  au  bord  extrême  des  filets. 
Soit  r=OM  le  rayon  de  cette  hélice  moyenne,  que  nous 
représenterons  par  la  courbe  AB.  En  un  point  M  de  cette 
hélice,  menons  une  normale  MN  à  la  surface  hélicoïdale,  et 
supposons,  pour  plus  de  simplicité,  qu'il  s'agisse  de  la  vis  à 
filet  carré,  auquel  cas  la  normale  MN  sera  contenue  dans  un 
plan  NMV  tangent  au  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  AB. 


Fig.  281. 
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Menons  aussi  la  tangente  à  l'hélice  au  point  M.  Au  momeat  où 
le  glissement  va  se  produire,  la  réaction  totale,  exercée  sûr 
lepbint  M  par  l'écrou,  se  décompose  suivant  les  deux  direc- 
tions que  nous  venons  de  définir,  et  nous  donne  une  compo- 
sante normale,  N,  et  une  composante  tangentielle  ou  frotte- 
ment, fN.  Ces  deux  forces  font  le  même  angle  i  avec  les  droites 
M¥,  iMH,  menées  par  le  point  M  dans  le  plan  tangent  au  cylin- 
dre qui  contient  Thélice  AB,  l'une  parallèlement  à  l'axe  00', 
Taulre  perpendiculairement  à  la  première.  Nous  pouvons  les 
décomposer  chacune  suivant  ces  deux  directions  ;  les  compo- 
santes de  la  force  N  seront  Ncos  i  suivant  MV,  et  N  sini  suivant 
MH;  les  composantes  fN  seront  de  même  fNcosi  suivant  HH, 
et  fNsin  i  suivant  le  prolongement  de  MV.  Nous  aurons  donc 
suivant  MV  une  force  Ncost  —  /*Nsini,  et  suivant  MH  une 
force  N  sin  i .-f-  /*N  cos  i. 

Nous  pouvons  faire  la  même  décomposition  en  tous  les 
points  de  l'hélice  AB.  En  chacun  de  ces  points,  nous  trouve- 
rons de  même  deux  composantes  parallèles  à  00',  dont  la 
somme  est  N  cosi  —  N/*sini,  ou  N  (cosi  —  /"sini),  et  deux 
composantes  perpendiculaires  à  l'axe  00',  et  ayant  par  rap- 
port à  cet  axe  un  moment  total  égal  à  (N  sin  i  -4-  /*N  cos  i)  r 
=Nr(sini-|-fcosi).  Faisons  la  somme  de  toutes  ces  forces 
longitudinales,  et  la  somme  de  tous  ces  moments  pour  toute 
la  portion  d'hélice  engagée  dans  Técrou.  Nous  trouverons  pour 
la  somme  des  composantes  parallèles  à  00'  Texpression 

(cosi  — /"sini)  2N,. 

et  pour  la  somme  des  moments 

r  (sin  i  +  fcos  i)  SN. 

Écrivons  les  équations  de  l'équilibre  de  la  vis,  qui  sont  au 
nombre  de  deu^:  l'équation  des  forces  estimées  suivant  l'axe, 
el  l'équation  des  moments  autour  de  Taxe  ;  les  quatre  autres 
équations  sont  satisfaites  d'elles-mêmes  en  vertu  de  nos  sup- 
positions. Nous  aurons 

P  =  (cosi  — /'sini)  SN, 
2F6  =  r(î^ini  +  /•cosi)?N. 
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Éliminant  £N  entre  ces  deux  équations,  on  obtient  la  rela- 
tion entre  les  forces  P  et  F  : 

Pr  cos  i  —  fsin  i 

Wb^  sini-\-fcost 

Remplaçons  f  par  tangç,  et  multiplions  haut  et  bas  par 
cos  9  ;  il  vient 

Pr       cos(t-f-f)  ,       r   ,     \ 

Les  forces  P  et  F  étant  toutes  deux  positives,  la  cotangente 
de  Tangle  i  -+-  f  est  également  positive,  et  par  suite  l'arc  i+9 

est  inférieur  à  5. 

On  a  donc 

On  remarquera  que  la  formule  obtenue  est  celle  du  glisse- 
ment sur  un  plan  incliné  (§  282),  lorsqu'on  emploie  une  force 
horizontale  2F^  à  faire  monter  un  poids  Pr  le  long  de  la  ligne 
•  de  plus  grande  pente. 

295.  Supposons  que  le  mouvement  de  la  vis  s'opère  en 
sens  contraire,  c'est-à-dire  que,  malgré  l'action  du  couple 
2Ft,  la  vis  remonte  dans  son  écrou  sous  une  pression  égale  à  P 
exercée  de  bas  en  haut  à  son  extrémité.  Pour  passer  du  pre- 
mier cas  au  second,  il  suffit  de  ch.anger  9  en  —  9,  car  le  frot- 
tement change  de  sens.  On  aura  donc 

^  =  tang(f-y). 

D'où  l'on  conclut  i  >  9,  pour  que  les  forces  F  et  P  soient 
encore  positives. 

Pour  que  les  deux  mouvements  soient  également  possibles, 
il  faut  qu'on  ait 

ce  qui  suppose  9  <  7. 
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PRESSE   A  VIS, 

296.  Lorsque  i  <  9,  si  Ton  supprime  le  couple  moteur  2Ffr, 
la  réaction  P  du  corps  comprimé  ne  pourra  produire  le  mou- 
vement de  la  vis.  Pour  une  petite  valeur  de  Tangle  i,  on  pourra 
donc  faire  tourner  la  vis  et  développer  la  pression  P  au  moyen 
du  couple  des  forces  F,  mais  la  réaction  du  corps  pressé  sur 
la  vis  ne  produisant  pas  la  rotation  inverse,  la  pression  exercée 
sur  le  corps  se  conservera  sans  altération,  même  après  sup- 
pression du  couple  moteur..  C'est  sur  ce  principe  qu'est  fondée 
la  presse  à  vis. 

RENDEMENT  DE    LA    VIS. 

297.  On  appelle  rendement  d'une  machine  le  rapport  du 
travail  utile  au  travail  moteur.  Le  travail  utile,  dans  le  mou- 
vement descendant  de  la  vis,  est  ?h  pour  un  tour  entier, 
puisque  la  vis  avance  d'un  pas.  Le  travail  moteur  est  le  pro- 
duit du  moment  2Ft  par  l'arc  Stc,  qui  correspond  à  un  tour 
complet  ;  le  rendement  est  donc 

PA  Pr       'h  ^       ,.  ,     .         h 

Le  rapport  ^  est  égal  à  tangi,  et  le  rendement  est  en  défi- 
nitive égal  à  7 ,?      , .  11  s'annule  pour  i  ==  0  et  pour 

^        tang  (t-f-(p) 

t=i:  ^  —  9.  Donc  entre  ces  deux  limites  il  y  a  une  valeur  de  i 
qui  le  rend  maximum.  Pour  trouver  cette  valeur,  on  peut 

prendre  la  dérivée  de  la  fonction  ^ — -7^^ — ?  et  l'égaler  à  zéro. 

tang  (1-1-9) 

On  peut  aussi  recourir  au  raisonnement  suivant  : 
Soit    . 

tang  (t  +  f) 

m  sera  un  nombre  positif  et  plus  petit  que  l'unité.  Rempla* 
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çons  langt  par  — :,  et  tang(t  +  9)  par 


sin  (i  -h  y)  ^ 
cos  (»  +  ?)' 


il  vienl 


et  par  suite 


sin  i  cos  (i  -f-  y) 
cosisin(i-+-  ç>)  " 


m 


cos  i  sin  i^i  H-  y)  +  sin  i  cos  (i  +  9)  __  sin(2i-|-y)  _  \  '\-  m 
cos  i  sin  (i -|- ç>; — sinicoî>(i -f- g?)  sin  y        ""  1 — m' 

Le  maximum  de  m  correspond  au  maximum  de  1  4-  m  et 
au  minimum  de  1  —  m  ;  donc  il  correspond  au  maximum 


de  la  fraction 


1 


m 


ou  de  la  fonction 


sin  (2t  t-  9) 


ou 


1  —m'  sm  9 

enfin  du  numéraleur,  sin(2i+9),  qui  seul  est  variable;  le 

maximum  cherché  correspond  par  conséquent  à  214-9  =  0» 

ou  a  t  =  4-|' 

Cette  condition,  qui  améliore  le  rendement,  ne  peut  être 
adoptée  dans  la  presse  à  vis.  Car  en  général  Fangle  9  est 

égal  à  10^  il  en  résulterait  i  =  45** ^=  40%  tandis  qu'il 

faut  que  i  <  10**,  pour  que  la  vis  ne  puisse  se  desserrer. 


DU   FK0TT£ME»T  DAJSS  LES  ENGRENAGES. 

298.  Soient  0,  0',  deux  arbres  tournants  parallèles,  entre 

lesquels  un  engrenage  établit  une 
transmission  de  mouvement. 

Soient  OA  et  O'A  les  rayons  des 
circonférences  primitives,  et  BE, 
CD,  les  profils  en  prise  au  poinlP. 
La  droite  AP  est  normale  à  la 
lois  aux  deux  courbes  BE,  CD  (I, 
§  215).  Appliquons  en  m,  tangen- 
tiellement  à  la  circonférence  pri- 
mitive OA ,  une  force  F  agissant 
sens  du  mouvement,  et  en  m',  tangentiellement  à  la 


Vis.  2S2. 


dans  le 
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i 

I  Circonférence  O'A,  une  force  résistante  F'.  Proposons-nous  de 
'  chercher  les  conditions  d'équilibre  des  forces  F  et  F',  en  te- 
nant compte  du  froltement  qui  se  produit  en  P,  lorsque  les 
deux  profils  sont  sûr  le  point  de  glisser  Tun  sur  l'autre. 

La  réaction  mutuelle  des  solides  en  contact  au  point  P  peut 
se  décomposer  en  deux  forces;  l'une  normale,  l'autre  tangen- 
tielleaux  profils  ;  cette  dernière  force  est  le  froltement.  Soit  H 
la  réaclioii  normale  de  la  roue  0'  sur  la  roue  0  ;  le  frottement 
sera  égal  à  /*H,  et  sera  dirigé  en  sens  contraire  du  mouvement. 
Les  forces  H'  et  fW,  respectivement  égales  et  contrijir'es  aux 
forces  H  et  fH,  seront  les  réactions  de  la  roue  0  sur  la  roueO'. 
On  peut  remarquer  que  le  frottement  fH'  subi  par  la  roue  0' 
agit  dans  le  sens  du  mouvement. 

La  roue  0  est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  F,  H,  fH, 
et  des  réactions  de  l'axe  0;  l'équation  d'équilibre  s'exprimera 
en  égalant  à  zéro  la  somme  des  moments  de  ces  forces  par 
rapport  à  l'axe;  oh  aura  4onc,  en  abaissant  du  point  0,  sur 
les  directions  de  H  et  de  fil,  les  perpendiculaires  OK,  01  : 

F  X  Om  =  H  X  OK  4-  /-H  X  01. 

De  même,  en  abaissant  du  point  0'  sur  les  directions  de  H'  et 
de  fH'  les  perpendiculaires  O'K',  OT  : 

H'  X  O'K'  +  /"H'  X  OT  =.•  F'  X  O'm'.  - 

Or  H'  et  H  sont  des  forces  égales.  Multipliant  membre  à 
meûibre,  et  supprimant  le  facteur  commun  H,  il  vient  pour 
Téqualion  d'équilibre 

F  X  Ow  X  lO'K'  -i-fX  OT)  =  F'.  X  O'm'  X  (OK  4-  fX  01). 

Donc 

F       OK-t-/'xOI  O'm' 

F'""  Om  ^0'K'4-/X0'I'' 

Soit 

OA  =  R  =  Om, 

0'A  =  R'=^0'm', 

angle  O'AP  :^  a, 

AP  =  p. 

Faisons  enfin 

/"zstang». 

II.  —  MEC,    COLLIGKO».  30 
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Nous  pourrons  remplacer  OK  par  R  sin  a,  01,  qui  est  éjgal 
à  AK-f-AP,  par  Rcosa+p,  .O'K'  par  R'sina,  et  OT  par 
R'cosa — p;  il  viendra 

F  _  R  sin  «  -f-  tang  y  [B  cos  «  4-  p)       ^' 

F'  îî  "^       R'sin«-f-tâng9>(R'cos^  — p) 

sina  +  tangf  cosa4-g-tangî>      sin  (a -H  ç>} -i- 1  sin  ? 
sin  a  +  tang  y  cos  a  —  ^,  tang  y       sin  (a  -f-  f  )  —  fe,  sin  ^ 

OU  encore,  en  considérant,  au  lieu  des  forces  P.  et  P',  les  mo- 
ments de  ces  forces  par  rapport  aux  axes  0  et  0', 

FR  _  R  sin  [g  -f  y)  +  y  sin  y 
F'R'~~  R'sin(a+f) — psinf' 

Si  le  frottement  était  nul,  on  ferait  ©=:  0  et  la  relation  se 
réduirait  à  F  =  F'. 

L'équation  générale  ne  conlendnt  que  les  jmomenls  des 

forces  par  rapport  aux  axes,  on  peut  substituer  aux  forces  F 

et  F',  tangentes  aux  circonférences  primitives,  d'autres  forces 

ayant  des  moments  égaux. 

F 
On  voit  que  le  rapport  ^  est  toujours  un  nombre  fini,  assez 

voisin  de  l'unité,  lorsque  la  dent^  BE,  de  la  roue  menante 
pousse  le  profil  du  creux,  CD,  de  1»  roue  menée,  et  lorsque  la 
distance  AP  n  est  pas  trop  grande.  En  effet,  la  réaction  totale 
développée  au  point  P  est  la  résultante.  S,  des  forces  H  et  /H 
pour  la  roue  0,  et  la  résultante  S'  des  forces  H'  et  fW  pour  la 
roue  (y.  La  direction  SS'  fait  avec  la  normale  commune  HH' 
un  angle  égal  à  Tangle  du  frottement;  or  la  direction  HH'  fait 
généralement  avec  la  ligne  des  cenires  00'  un  angle  asseï: 
voisin  de  Tanglé  droit,  75°  par  exemple  (I,  g  231,  1**);  il 
en  résulte  que  la  direction  SS'  est  sensiblement  perpendi- 
culaire à  00';  il  est  toujours  possible  de  trouver  pour  une 
telle  direction,  pourvu  qu'elle  pusse  suffisamment  près  du 
point  A,  la  valeur  des  forces  S  qui  font  équilibre  aux  forces 
données  F  et  F^ 

299.  11  en  serait  autrement  si  c'était  la  roue  0'  qui  menât 
la  roue  0,  le  creux  CD  poussant  la  dent  BE.  Dans  ce  cas,  les 
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frottements  changeraient  de  sens  el,  par  suite,  la  réaction 
totale,  au  lieu  de  se  rapprocher  de  la  direction  perpendicu- 
laire à  00',  se  rapprocherait  de  la  ligne  des  centres,  et  pour- 
rait passer  par  le  point  0  ou  même  au  delà  de  ce  point.  Dans 
ce  cas,  la  transmission  ne  .sérail 
plus  possible  el  un  arc-boutemetit  se 
produirait. 

La  figure  283  rend  compte  de  ce 
cas  particulier. 

La  force  F  est  mouvante,  et  là 
forcé  F  résistante.  Dans  le  mouve- 
ment commun  des  deux  roues,  le 
point  de  contact  P  des  deux  profils 
en  prise  se  déplace  le  long  des  arcs  i 

PB,  PC ,  et  parcourt  dans  un  même  p. 

lemps  des  espaces  inégaux  le  iong 

de  ces  arcs;  il  est  facile  de  voir  qu'il  parcourt  un  plus  grand 
espace  sur  Parc  PB  que  sur- Parc  PC,  de  sorte  que  le  glisse- 
ment mutuel  tend  à  ralentir  la  roue  OA  qui  porte  la  dent,  et 
à  accélérer  le  mouvement  de  la  roue  O'A  qui  porte  le  creux. 
Le  frottement  subi  par  celte  seconde  roue  est  donc  moteur, 
et  dirigé  dans  le  sens  fH',  tandis  que  l'autre  roue  subit  un 
frottement  résistant,  dirigé  dans  le  sens  fil.  Or  la  résullanle 
des  forces  H  el  fH  est  une  force  PS  qui  passe  par  le  centre  0 
de  la  roue,  et  qui  ne  peut  contribuer  à  équilibrer  la  force  F» 
Dans  ce  cas,  quelle  que  soit  la  force  F'  qu'on  applique 
à  la  roue  O'A,  cette  force  ne  pourra  déterminer  la  rotation 
delà  roue  0,  et  elle  aura  pour  unique  effet  de  charger  l'axe 
de  celte  roue. 

L'arc-boutement  peut  donc  se  produire  sans  qu'il  y  ait  de 
défauts  dans  la  forme  des  profils,  lorsque  le  contact  entre  les 
profils  en  prise  commence  à  une  trop  grande  distance  en 
arrière  de  la  ligne  des  centres.  On  a  vu  en  cinématique 
(§  227)  comment  on  évite  ce  danger  par  l'échanfreineraent 
des  dents. 

La  formule  rend  compte  de  cél  effet;  il  suffit  d'y  changer 
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9  en  —  9,  pour  exprimer  que  la  direction  du  frottement  g 
changé  de  sens.  Elle  devient  alors  * 

FR  _Rsin(«  — y) — psiiiy 
F'R'"~R'sin(a  — 9)+/?siny* 

F'R'  est  maintenant  le  couple  moteur  et  FR  le  couple  résis- 
tant. Ce  dernier  doit  être  nul  lorsqu'on  a  Rsin(a— 9)=psin<p. 
11  est  facile  de  le  vérifier  :  dans  le  triangle  AOP,  Tangle 

AOP  =  O'AP  —  APO  =  a  —  y; 

Rsin  (a  —  9)  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  A  sur  la 
direction  OP,  longueur  égale  aussi  à 

APsinAPO  =  psiny.  . 

Dans  ce  cas,  le  couple  mo(eur  F'R'  appliqué  à  la  roue  0'  est 
impuissant  à  faire  tourner  le  système. 


TRAVAIL  DU  FROTTEMENT  DANS  LES  ENGRENAGES. 

300.  Revenons  au  premier  cas.  Nous  avons  posé  les  deux 
équations 

Fx0m=Hx0K-|-/'Hx0I,       . 
H  X  O'K' -+- /"H  X  CI' =  F' X  O'm'. 

On  peut  les  écrire,  en  résolvant  par  rapport  à  F  et  F'  : 

,0K-|-/-x0I       „/  .        ,    -  .  fp\ 
— ■  =  H|sma  +  /^cos«rK^j  î 


F  =:  H  X  - 


Om 


F' =  H /"sina -h/cosa  —  ^  V 

Cette  dernière  se  déduit  de  la  précédente  en  changeant  y 
en  —  p,  et  R  en  R'. 
Retranchant,  il  viendra 

F-F'  =  H/p(i  +  y. 

S'il  n'y  avait  pas  de  frottement,  on  aurait  F  =  F'.  Le  frot- 
tement développé  dans  l'engrenage  équivaut  donc  à  une  force 
F  —  F',  appliquée  tangentiellement  à  l'une  des  circonférences 


Digitized  by 


Google 


DAKS  LES  ENGRENAGES.  469 

primitives,  et  la  valeur  de  celte  force  est  Ufp  (ïr  +  s-,  )• 

Pour  avoir  le  travail  du  frottement  correspondant  à  un  arc 
ds  décrit  par  les  circonférences  primitives,  il  suffira  de  mul- 
tiplier par  ds  ;  on  aura 

et  pour  avoir  le  travail  total  correspondant  à  un  déplacement 
fini,  d'un  pas  par  exemple,  on  fera  l'intégrale  de  cette  expres- 
sion entre  les  limites  0  et  a,  en  désignant  par  a  Téteridue  du 
pas.  Le  travail  du  frottement  pour  un  pas  est  donc 


'f=£M^-^f('y'' 


L'intégrale  s'obtient  approximativement  parla  méthode  sui- 
vante. Observons  que  la  longueur  AP  =  p  est  sensiblement 
égale  à  l'arc  AB =5,  lorsque  le  point  de  contact  P  est  suffisam- 
ment près  de  la  ligne  des  centres.  De  plus  la  réaction  mu- 
tuelle H  est  sensiblement  égale  à  la  résistance  F'.  En  effet,  en 
négligeant  le  terme  en  p  dans  Téquation 

F'  =  ]f(sin  a  -h  fcos  a  -  ^^\  , 

il  vient 

cos^ 

L'angle  9  a  une  petite  valeur  dans  un  engrenage  bien 
graissé,  et  a -h  9  est  voisin  de  Tangle  droit  ;  donc  le  rapport 

^ ^  est  voism  de  1  unité. 

cos  9 

Remplaçons,  sous  le  signe  /,  p  par  5  et  H  par  F'  ;  il  vien- 
dra pour  le  travail  du  frottement 

Mais  Fa  est  le  travail  de  la  résistance  F'  pour  un  déplace- 


Digitized  by 


Google 


470  FllOTTÉMENT 

ment  égal  à  un  pas  :  c'est  le  travail  utile;  représentons-le 
par  T„.  La  formule  devient  alors 

Sous  cette  forme  Téquation  peut  s'appliquer  à  un  nombre 
quelconque  de  pas.  On  peut  y  introduire  les  nombres  de  dents, 
au  lieu  des  rayons  et  du  pas;  car  n  et  n'  étant  les  nombres 
des  dents  de  chaque  roue,  on  a 

Donc 
La  formule  définitive  du  travail  du  frottement  est 

Le  travail  moteur  total  T^  surpasse  le  travail  utile  du  tra- 
vail du  frottement,  et  Ton  a 

OU  bien 


T„=T.[l  +  nr(^  +  i)]- 


T 
Le  rendement  j^?-  est  exprimé  par  la  fraction 

J  m  •  * 


'  \  n      n'/ 

Il  est  d'autant  plus  près  de  Tunité  que  les  nombres  de  dents 
n  et  n'  sont  plus  grands.  De  là  l'avantage  qu'il  y  a  à  augmenter 
le  nombre  de  dents  des  roues. 

301..  La  même  formule  s'applique  approximativement  au 
cas  où  il  y  aurait  à  la  fois  deux  paires  de  dents  en  prise.  Appe- 
lons H  et  H'  les  réactions  normales  aux  points  de  contact  des 
deux  paires  de  dents,  p  et  p'  les  distances  de  ces  points  au 
point  A  ;  appelons  enfin  ds  Tare  infiniment  petit  décrit  dans 
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le  même  temps  par  chaque  circonférence  primitive.  Le  tra- 
vail élémentaire  du  frottement  sera  encore 


rHH.(J+|,)+r«rA(,V+^,): 


et  appelant  a  la  longueur  du  pas,  le  travail  pour  un  pas  sera 


l'intégrale 


T/  =  /•  (s  ^-  g;)   i  "i^^^«  H-  r  "r^'M  • 

Les  réactions  H  et  H'  sont  varitibles  :  mais  on  peut  les  faire 
sortir  des  signes  /  en  leur  attribuant  une  valeur  moyenne. 
On  est  ramené  à  intégrer  fds  et  f'ds;  si  l'on  fait  p  =  s,  on 
devra  fairep'=a  — s,  car  la  somme  p+p'  est  sensiblement 
égale  au  pas  a. 

Donc 


J/>a  r»a  /*a  /*a 

0  Jo  Jo  Jo 


ds 


La  somme  H  -h  H'  est  égale  en  moyenne  à  la  résistance  F'  ; 
on  retrouve  en  définitive  pour  le  travail  du  frottement  dans 
cette  hypothèse 

T,=  F'«X/'|(î  +  i), 

ou  bien 

formule  déjà  obtenue  pour  le  cas  où  il  n'y  aurait  qu'une  paire 
de  dents  en  prise. 

302.  La  même  formule  convient  encore  aux  engrenages  in- 
térieurs; il  suffît  d'y  clianger  le  signe  de  l'un  des  rayons,  ce 
qui  revient  à  changer  le  signe  du  nombre  de  dents  correspon- 
dant. On  a  alors 

et 

T™  =  T«[l  +  „/'(i-l)]. 
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FROTTEMENT  DANS  LES  ENGRENAGES  CONIQUES. 

303.  Nous  avons  supposé  que  l'engrenage  était  cylindrique. 
S'il  était  conique,  la  formule 


Tr  =  Vx|(^  +  4) 


serait  encore  approximativement  vraie,  en  prenant  pour  R 
et  R'  les  rayons  des  circonférences  primitives  que  Ton  obtient 
en  transformant  l'engrenage  conique  en 
engrenage  plan  par  la  méthode  de  Tred- 
^;a\       iK   gold(I,§255). 
\  \  ^^-v^/  Soient  SO,  SO',  les  axes  des  deux  cônes 

\     \  ^^^Y^      tangents  suivant  la  génératrice  SM;  a  et  a' 
\    xii\  /  les  demi-angles  au  centre  de  ces  cônes.  Au 

p   "T  \  point  M  élevons  sur  SM  une  perpendicu- 

laire jusqu'à  la  rencontre  des  axes  SO  el 

Fie   284 

SO'  aux  points  T  et  T'.  Nous  aurons  TM=R 
et  T'M=R'.  Soient  MO=r,  MO'=r^  les  rayons  des  circonfé- 
rences moyennes,  des  roues  dentées.  On  pourra  exprimer  R 
et  R'  en  fonction  de  r  et  r'  et  des  angles  a  et  af.  On  a  en  effet 

R  =  -^,       R'  =  -^. 

eos  «  cos  o/ 

Donc 

/•«/cOSa       COSa'X 

Cette  formule  peut  se  simplifier.  Remplaçons 

COSa       COSa' 
r    "*"     r' 

par  la  racine  carrée  de  son  carré,  ou  par 


4  /cos*  g        COS*  g 


2  COS  a  COS  a' 


rr' 

Puis  remplaçons  cos*  a  par  1  — sin'a,  cos*  a'  par  1— sin'a', 
et  COS  a  cos  a'  par 

COS  (a  -f-  a)  +  sin  a  sin  a'. 


Digitized  by 


Google 


i 


DANS  LES  ENGRENAGES  CONIQUES.  473 

Il  vient  alors 


COSg       COSa'  __  ^  /l         1        *2cos[a-i-aO       /sinâ       sin  a' \2 

Mais  r  =  S]Msina  et  r'=SMsina';  donc 


1  a       sm  a' 


r 

La  formule  se  réduit  à 


2cosOSO' 


rr' 


et  comme  on  a  toujours 

n'fl  =  27rr', 

en  appelant  n  et  w'  lés  nombres  de  dents  des  deux  roues,  on 
peut  écrire 


OSO' 


ÉQUfLlBKE  DE  LA  VIS  SANS  FIN. 

304.  Soit  CD  (fig.  285)  Taxe  de  la  vis  sans  fin,  supposé 
verticalj  et  projeté  sur  un  plan  vertical  ;  C"D"  la  projection  de 
cet  axe  sur  un  plan  vertical  perpendiculaire  au  premier; 
C  la  projection  de  l'axe  sur  le  plan  horizontal. 

Soit  0  la  projection  de  l'axe  de  la  roue  sur  le  premier  plan; 
OA  la  circonférence  primitive;  EF.  une  portion  du  profil  des 
dents,  contenue  dans  le  plan  C'O'  mené  par  l'axe  de  la  vis  per- 
pendiculairement à  l'axe  de  la  roue.  La  courbe  EF  est  une 
développante  de  cercle ,  et  le  point  de  contact  avec  la  vis  se 
trouve  toujours  sur  la  génératrice  AB;  IIGF  est  la  projection 
de  l'hélice  tracée  sur  la  surface  du  cylindre  primitif  de  la 
vis.  (I,  §238). 

Nous  supposerons  la  roue  infiniment  mince  et  contenue 
dans  le  plan  C'O'. 


Digitized  by 


Google 


474  •  EQUILIBRE 

Soit  P  la  puissance  appliquée  tangentiellemenl  à  la  circon- 
férence primitive  de  la  roue,  et  Q  la  résistance,  appliquée 
tangenliellement  au  cylindre  primitif  de  la  vis,  dans  un  plan 
normal  à  son  axe.  Admettons  que  le  mouvement  soit  sur  le 
point  de  se  produire  dans  le  sens  des  flèches,  c'est-à  dire 
dans  le  sens  de  la  puissance  P. 


Kig.  285. 

Pour  Irouvcr  la  direçlion  du  frottement  mutuel  au  point  F, 
donnons  au  système  un  mouvement  infiniment  petit  ;  le  point  F 
appartenant  à  la  vis  décrira  un  élément  FF'  situé  sur  la 
surface  du  cylindre  primitif,  et  qu'on 
peut  regarder  comme  contenu  dans  le 
plan  tangent  à  cette  surface  suivant  la 
génératrice  AB.  Quant  au  point  F  appar- 
tenant à  la  roue ,  il  reçoit  un  déplace- 
ment FF"  contenu  dans  le  plan  de  la  roue 
cl  normal  à  OF.  Cet  élément  est  en  dehors 
du  plan  tangent  au  cylindre  toutes  les  fois  que  le  point  F  ne 
coïncide  pas  avec  le  point  A.  Cependant,  comme  le  pas  de 
l'engrenage  de  la  roue  est  très-petit,  on  peut  par  approxima- 
tion traiter  l'angle  FO A  comme  un  angle  infiniment  petit,  et 
admettre  que  le  point  F"  reste  dans  le  plan  tangent  au  cylindre 
suivant  la  génératrice  AB.  La  droite  F'F"  est  la  direction  du 


Fig.  286. 
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glissement*  relatif.  La  simplification  adoplée  revient  à  admet- 
tre que  le  glissement  relatif  est  tout  entier  contenu  dans 
le  plan  tangent.  Tout  se  passe  alors  comme  si  la  dent  de  la 
roue  glissait  le  long  des  hélices  de  la  surface  de  la  \is,  de  la 
même  manière  qu'un  corps  solide  glisse  le  long  de  la  ligne 
de  plus  grande  pente  d'un  plan  incliné. 

Les  réactions  mutuelles  des  deux  corps  en  contact  au  point  F 
peuvent  se  décomposer  chacune  en  deux  forces,  Tune  N,  nor- 
male aux  surfaces  en  contact,  l'autre  /*N,  égale  au  frottement 
et  dirigée  en  sens  contraire  du  glissement  relatif.  Les  frotte- 
ments seront,  conformément  à  notre  hypothèse,  dirigés  dans  le 
plan  tangent  au  cylindre,  tangentiellement  à  l'hélice  G'F'. 
De  ces  forces  égales  deux  à  deux,  les  forces  qui  agissent  sur 
la  roue  senties  forces  N  et  fN,  et  les  forces  qui  agissent  sur  la 
vis  sont  Nj  et  /*Nj.  L'angle  i  que  fait  la  normale  à  l'hélicoïde 
avec  l'axe  CD"  est  donné  par  la  formule 

tangi  =  --. 

en  appelant  fc  le  pas  d.e  l'hélice  et  r  le  rayon  C/A  du  cylindre 
primitif.  On  exprimera  les  conditions  d'équilibre  en  écrivant 
pour  chaque  corps  l'équation  des  moments  par  rapport  à  Taxe 
autour  duquel  il  tourne.  On  jaura  pour  la  roue 

(Ncost-h/'NsiinjR=PR, 

OU  bien 

P  =  N[cosiH-/"sinî), 

et  de  même  pour  la  vis 

Q  =  N  (siii  i  —  fcos  i) . 

D'où  Ton  tire,  en  éliminant  N  et  en  faisant  /*^=tangf, 

P  _  cosi^fsini  ^  cos]^  ^  ^ .  ^    . 

Pour  passer  de  là  au  rapport  du  travail  moteur  T„  au  travail 
utile  T„,  appelons  w  et  w'.  les  vitesses  angulaires  de  la  roue  et 
de  la  vis;  r  le  rayon  C'A'  du  cylindre,  et  R  le  rayon  AO  de 
la  roue.  Pour  un  déplacement  de  la  roue  égal  au  pas  de  l'hé- 
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lice  la  vis  fait  un  tour  entier;  le  déplacement  angulaire  de  la 
roue  est  5  et  celui  de  la  vis  est  27:*  On  a  donc 


"".(g) 


Les  déplacements  linéaires  des  points  d'application  des  for- 
ces Pet  Q,  déplacemenls  qui  s'opèrent  dans  la  direction  même 

de  ces  forces,  sont  entre  eux  dans  le  rapport  -y- ,  ou  dans  le 

rapport 

hK       h      ^      . 

Le  rapport  des  travaux  T„  et  T„  s'obliendra  en  multipliant 
le  rapport  des  forces  par  le  rapport  des  déplacements,  c'est- 
à-dire  cotang  (i  —  9)  par  tang  i  : 

et  l'on  a  pour  le  rendement 

Ttt  __  tang  (i  —  y) 
Tro  iangi 

Le  maximum  du  rendement  correspond  à  la  valeur  de  i 
pour  laquelle  la  fraction  — °    '^^'  est  la  plus  grande  pos- 
sible. Or  nous  savons  (§297)  que  le  maximum  de  -- — j^ — r 
^         '^.    .     •  .    tang(t'-+-?) 

a  lieu  quand  2i'-hç=H    Le  maximum  de — r^ — r-^  aura 
^  ^2  tangt 

donc  lieu  lorsque 
ce  qui  donne 

Pour  que  la  vis  puisse  tourner  sous  la  pression  de  la  roue, 
il  faut  que  la  puissance  P  soit  positive,  ou  que  i>  9. 
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Supposons  en  second  lieu  que  la  vis  conduise  la  roue;  la 
puissance  est  alors  la  force  Q,  el  la  résistance  la  force  P;  De 
plus,  le  frottement  change  de  sens,  et  il  faudra  dans  la  for- 
mule changer  f  en  —  f,  ou  <p  en  —  <p  ;  on  aura  donc 

p  Q 

■^  =  cotang(i-f  f),    ou    ^  =  tang(i  +  y), 

et  le  rendement  sera  exprimé  par  la  fraction  — - — r^^ — -, 

•  ^   '  tang(i-h(p)' 

dont  le  maximum  a  lieu  pour  i  =  j  —  h-  Pour  que  la  vis 

puisse  conduire  la  roue,  il  faut  que  i -h 9  soit  <^. 

En  résumé,  Tengrenage  de  la  vis  sans  fin  présente  les  cas 
suivants  : 

1**  La  roue  peut  conduire  la  vis  lorsque  i><p,  et  le  rende- 
ment maximum  a  lieu  pour  i  =  ^  +  |. 

2°  La  vis  peut  conduire  la  roue  lorsque  i  <  0  —  9?  ^t  ^^  ren- 
dement maximum  a  lieu  pour  i  =  7  —  I  • 

S"*  L'engrenage  est  réciproque  quand  i  est  compris  entre  ç 

et|-9. 

4**  La  roue  peut  conduire  la  vis  sans  réciprocité  quand 

5**  Là  vis  peut  conduire  la  roue  sans  réciprocité,  quand 

Mais  on  ne  doit  pas  oublier  que  cette  théorie  est  fondée 
sur  une  hypothèse  peu  exacte.  Elle  n'est  qu'approximative. 
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AUTRES   ENGRENAGES. 

305;  L'engrenage  hélicoïdal  est  analogue  à  la  vis  sans  fin, 

V engrenage  sans  frottement  de  While  ne  mérite  pas  complè- 
tement son  nom.  Les'deux  roues  tournent  autour  d'axes  paral- 
lèles. Leur  mouvement  relatif  est  donc  une  rotation  autour  de 
la  génératrice  commune  aux  deux  cylindres  primitifs.  Cette 
rotation  élémentaire  peut  se  décomposer  en  deux  autres.  Tune 
autour  d'une  droite  contenue  dans  le  plan  tangent,  et  menée 
tangentiellement  à  la  dent  de  l'engrenage;  l'autre,  autour 
d'une  droite  également  contenue  dans  le  plan  tangent,  mais 
normale  à  la  surface  de  la  dent. 

La  première  rotation  s'opérani  autour  d'une  droite  du  plan 
tangent  commun  aux  deux  dents  en  contact,  ne  donne  lieu  à 
aucun  frottement  ;  mais  la  seconde,  normale  à  ce  plan  tan- 
gent, produit  un  pivotement  analogue  à  la  rotation  d'un  arbre 
vertical  tournant  sur  une  crapaudine  ;  il  en  résulte  un  travail 
du  frottement  sur  toute  la  région  du  contact  (§  279).  Ce  tra- 
vail n'est  négligeable  que  dans  les  engrenages  soumis  à  de 
très-petites  forces,  parce  qu'alors  la  surface  de  contact  créée 
par  le  tassement  des  matières  est  extrêmement  petite. 

Dans  Y  engrenage  hyperboloide,  il  y  a  la  fois  rotation  relative 
des  surfaces  autour  de  la  génératrice  de  contact  et  glissement 
le  long  de  cette  génératrice.  Le  premier  mouvement  relatif  ne 
produit  aucun  travail  appréciable  lorsque  les  dents  sont  suffi- 
samment nombreuses  ;  mais  le  glissement  longitudinal  entraine 
un  travail  du  frottement. 


EMBRAYAGE   A    CÔNE   DE   FRICTION. 

306 i  Le  frottement  peut  être  employé  pour  transmettre  le 
mouvement  de  rotation  d'un  arbre  0  à  un  arbre  0'  situé  en 
prolongement  du  premier; 
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Sur  le  premier  arbre  on  monte  un  coin  A  de  forme  conique, 
qui  est  susceptible  de  recevoir  des  déplacements  parallèles  à 
l'axe  0 ,  et  qu'on  manœuvre  à  l'aide  d'une  fourche.  Une  cla- 
velle  C  assure  l'entraînement  du  cône  quand  l'arbre  reçoit  un 
mouvement  de  rotation.  • 

L'arbre  Ô'  porte  un  renflement  B,  dans  lequel  on  ménage  une 
cavité  présentant  exactement  la  forme  du  cône  A,  de  sorte  que 
l'on  peut,  en  se  servant  de  la  fourche,  faire  pénétrer  le  cône  A 
dans  le  creux  de  Varbre  B. 

Si  les  arbres  0  et  0'  étaient  en  repos,  la  pression  exercée 
sur  le  cône  A  par  la  fourche  produirait  dans  le  creux  de 
l'autre  arbre  l'effet  d'un  coin,  et  le  frottement  mutuel 
des  parties  en  contact  serait  dirigé  suivant  les  générairices  du 
cône,  puisque  c'est  dans  cette  direction  que  l'enfoncement 
tend  à  s'opérer.  Mais  lorsque  l'arbre  0  tourne  en  entraînant 
l'arbre  0',  la  tendance  au  glissement  du  syslème,B  sur  le  sys- 
tème A  n'est  plus  dirigée  suivant  les  génératrices  du  cône  ;  clic 
est  dirigée  suivant  les  sections  circulaires  de  ce  cône,  à  angle 
droit  sur  sa  direction  primitive.  Les  frottements  prennent  cette 
nouvelle  direction.  Cherchons  dans  celle  hypothèse  une  limite 
de  l'effort  utile  transmis  de 


Fig.  287. 


l'arbre  0  à  l'arbre  0'. 

Soit  N  une  des  réactions 
normales  du  cône  creux  sur 
le  cône  plein,  en  un  point 
de  la  ligne  moyenne  I  de 
ce  second  cône.. Appelons  i 
l'angle  delà  génératrice  mnp 
avec  l'axe  00'.  Les  frottements  étant  normaux  à  l'axe,  nous 
n'avons  pas  à  en  tenir  compte  en  projection  sur  00'* 

Soit  P  la  pression  exercée  par  la  fourche.  L'équilibre  du 
cône  A  exigera  qu'on  ait  l'équation 

P  =  SNsini  =  siin2N. 

Le  frottement  correspondant  à  la  pression  normale  N  a  pour 
limite 'supérieure  fN,  et  son  moment  par  rapport  à  l'axe  0' 
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a  pour  limite  /'Nxr,  en  désignant  par  r  le  rayon  moyen  du 
cône,  IR.  La  somme  des  moments  de  tous  ces  frottements  par 
rapport  à  l'axe  a  donc  pour  limite  supérieure 

OU  bien 

sini' 

Si  l'arbre  0'  a  à  vaincre  un  couple  résistant  Qq,  la  puis- 
sance pourra  êlre  appliquée  à  l'arbre  0,  moyennant  qu'on 
exerce  sur  le  cône  à  Paide  de  la  fourche  A  une  pression.  P 
satisfaisant  à  l'inégalité 

^       sini 

ce  qui'  donne  pour  limite  inférieure  de  P, 

Qysini 
^-     /r     • 

La  force  P  peut  être  réduite  à  volonté  en  augmentant  le 
coefficient  du  frottement,  le  rayon  moyen  du  cône  de  friction, 
et  en  diminuant  Panglei.  Pour  une  valeur  suffisamment  petite 
de  i,  et  des  valeurs  suffisamment  grandes  de  f  et  de  r,  on 
pourra  donc  réaliser  l'embrayage  avec  une  force  P  insigni- 
fiante. 

UÉSISTANCE  AU   ROULEMENT. 

307.  La  résistance  au  roulement^  appelée  aussi,  mais  impro- 
prement, frottement  de  roulement  ou  frottement  du  second  ordre ^ 
est  un  résultat  de  la  déformation  qui  se  produit  toujours  au 
contact  du  corps  roulant  et  de  la  surface  sur  laquelle  il  se 
meut.  Cette  déformation  suit  le  point  ou  Parête  de  contact 
des  deux  systèmes  matériels,  s'effaçant  en  partie  aux  points 
pour  lesquels  le  contact  a  cessé.  Si,,  par  exemple,  le  cylindre  0 
se  meut  dans  le  sens  de  la  flèche  /*,  en  roulant  sur  le  plan  MM' 
autour  de  l'arête  géométrique  projetée  en  A,  le  contact  du 
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cylindre  avec  le  plan,  au  lieu  d'être,  comme  on  le  suppose  en 

géométrie,  concentré  sur  une  ligne  sans  épaisseur,  s'étend 

à  une  surface  de  largeur  finie,  AB,  située  tout  entière  en  avant 

du  point  de  contact  géométrique  À, 

dans  le  sens  où  le  mouvement  du 

cylindre  tend  à  comprimer  le  terrain 

sur  lequel  il  roule;  en  arrière  du 

point  A,  le  plan  ne  conserve  qu'une 

partie    du    tassement   qu'il    avait 

éprouvé    au    moment    du    passage 


du^lindre,  de  sorte  que  le  con- 
^iJRi'a  plus  lieu  de  ce  côté.  C'est 


A  c  R 


Fig.  288. 


que  le  passage  d'une  roue  de  voiture  sur  une  route 
rrée  laisse  une  trace  visible,  qui  se  forme  en  avant  du 
le  contact  géométrique  de  la  roue  et  du  sol  par  la  com- 
»n  des  matériaux  de  la  chaussée, 
èaction  du  plan  MM'  sur  le  cylindre,  résultante  .des 
îs  développées  de  A  en  B,  passe  en  un  point  C  si- 
peu  en  avant  dii  point  A;  elle  se  décompose  d'ail- 
înéralement  en  deux  forces,  l'une  CN,  normale, 
^T,  parallèle  au  plan;   cette  dernière  représente  le 

Git  de  glissement.  Pour  tenir  compte  de  la  résistance 
aent,  il  suffit  de  faire  passer  la  réaction  normale  CN 
ânce  â,  toujours  très-petite,  en  avant  du  point  A. 
uantité  Sa  été  déterminée  par  les  expériences  de 
confirmées  depuis  par  celles  de  M.  Morin.  Elle  dé- 
penc.  i  nature  des  corps  en  contact,  et  est  indépendante 

du  rayon  du  cylindre.  Cette  loi  n'est  pas  d'une  vérité  abso- 
lue; caria  distance  §  est  nécessairement  plus  petite  que  le 
rayon  du  cylindre,  et  par  suile  S  doit  diminuer  quand  le  rayon 
diminue  lui-môme.  M.  Dupuit  a  proposé  une  nouvelle  loi  qui 
satisferait  à  cette  condition,  et  d'après  laquelle  S  serait  pro- 
portionnel à  la  racine  carrée  du  rayon.  Mais  toutes  les  fois  que 
les  corps  en  contact  ont  une  dureté  assez  grande,  et  que  le 
rayon  du  cylindre  n'est  pas  très-petit,  la  loi  de  Coulomb  paraît 
plus  voisine  de  la  réalité  que  la  loi  de  Dupuit. 


II.  —  MKC.    COLLÏGXO.V. 


51 
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308.  Les  expériences  de  Coulomb  consistaient  à  faire  rouler 
un  cylindre  de  bois  dur,  de  gaïac  ou  d'orme,  sur  un  madrier 
de  chêne. 
Soit  MM'  le  plan  de  roulement  ;  . 

AB  la  région  du  contact  ; 

C  le  point  d'application  de  la  résultante  des  pressions  dé- 
veloppées sur  cette  région  ; 

N  et  T  les  composantes,  normale 
et  tangentfeUe,  de  la  résultante  des 
pressions  ; 

*    F  une  force  appliquée  au  point  D 
du  diamètre  AO  ;  - 

DH=X  et  DL=Y   les  compo- 
•'      santés  de  cette  force  suivant  une 
p.    2g9  normale  au  plan  et  une  parallèle  ; 

P  le  poids  du  cylindre. 
Écrivons  les  trois  équations  d'équilibre  des  forces  appli- 
quées au  rouleau.  Nous  aurions 

T:;=X, 

N  =  p  +  Y, 

et,  prenant  les  moments  par  rapport  au  point  A,  et  appelant 
AD  =  h, 

Nous  négligeons  dans  cette  équation  le  moment  de  la  force  T 
par  rapport  au  point  A,  parce  que  la  distance  de  cette  force 
au  point  A  est  extrêmement  petite. 

La  force  T  est  le  frottement  de  glissement  du  rouleau  sur  le 
plan  MM'.  Pour  qu'il  y  ait  roulement  et  non  glissement,  il  iaut 
iet  il  suffit  que  Ton  ait 

ou 
Des  deux  dernières  équations  on  lire 

XA=(P  +  Y)5, 
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\  h 

et  par  suite  S  =  p — ^.  On  peut  donc  calculer  'ô  si  l'on  connaît 

les  forces  X,  Y,  P,  et  la  distance  h.      . 

Il  est  rare  qu'on  ait  à  tenir  compte  de  la  résistance  au  rou- 
lement dans  les  applications,  à  cause  de  la  petitesse  de  cette 
quantité  §. 

Ainsi  pour  un  cylindre  de  bois  roulant  sur  du  bois  dur,  les 
surfaces  élant  très-bien  dressées,  S  varie  de  0'",001  à  0'°,0016. 

Pour  un  cylindre  de  gaïac  roulant  sur  un  plan  de  chêne, 
Coulomb  indique  la  valeur  S=  0"^,00048. 

La  quantité  8  augmente  quand  la  rigidité  du  plan  de  roule- 
ment diminue'.  Les  expériences  sur  le  tirage  des  voitures  ont 
donné  pour  une  roue  avec  jante  en  fer  roulant  uniformément 
sur  une  chaussée  empierrée,  S  =  0°',015quand  la  chaussée  est 
à  l'état  parfait  d'entrelieri,  S=:0,041  quand  elle  est  à  Tétat 
.moyen,  et  enfin  8  =  0,063  lorsque  l'empierrement  est  neuf  et 
non  encore  cylindre. 

309.  Proposons-nous  de  chercher  le  travail  du  roulement 
d'un  cylindre  sur  un  plan  horizontal  en  supposant  le  mouve- 
ment uniforme.  ^        ^ 

Les  forces  P  et  Y,  normales  aux  chemins  décrits  par  leurs 
points  d'application,  ne  produisent  aucun  travail. 

Il  en  est  de  même  de  la  force  T,  car  la  rotation  instantanée 
s'opère  autour  d'un  point  du  plan  de  roulement  voisin  du 
point  C,  et  la  trajectoire  du  point  G  est  sensiblement  normale 
à  la  direction  du  frottement  T. 

Les  forces  X  et  N  produisent  seules  du  travail,  et  par  suite 
le  travail  de  l'une  est  égal,  au  signe  près,  au  travail  de  l'autre. 
Le  travail  du  roulement  s'obtiendra  donc  en  prenant  avec  le 
signe —  le  travail  de  la  force  X. 

Si  le  centre  0  du  rouleau  avance  d'une  quantité  ds,  le  point  D 

avance  d'une  quantité  égale  à  — ^ — ,  en  appelant  R  le  rayon 

du  rouleau.  Le  travail  de  la  force  X  est  ^^  X  rf^. 

Mais 

.      X/i  =  M 
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Le  travail  du  roulement  s'exprime  donc  aussi  par 

ce  résultat  est  évident,  car  N8  est  le  moment  de  la  force  N  par 

ds 
rapport  au  point  A,  et  -^  est  Tangle  infiniment  petit   dont 

tourne  le  cylindre  autour  de  l'arête  A  quand  le  centre  avance 
de  la  quantité  ds. 

Le  travail  résistant  qui  correspond  au  roulement  contient 
en  facteur  cette  quantité  h.  On  voit  qail  y  a  avantage  à  la 
réduire  le  plus  possible,  ce  qui  revient  à  employer  des  ma- 
tières dures  pour  la  fabrication  des  pièces  qui  doivent  rouler 
les  unes  sur  les  autres. 


TRANSPORT  HORIZONTAL    DES    FARDEAUX.     MADRIER   ROULANT    SUR    DEUX 
CYLINDRES   EGA  L^. 

310.  Soit  MM' un  plan  horizontal;  0  et  0' sont  deux  rouleaux 
égaux  et  composés  de  la  môme  matière  ;  leur  rayon  com- 
mun est  r/ et  la  distance 
f''^  ]G^     f '  de  leurs  centres  est  a; 

ils  pèsent  chacun  p  kilo- 
grammes. 

Un  madrier  CD,  d'épais- 
seur c,  est  posé  sur  les 
deux  rouleaux  et  porte  un 
fardeau  dontle  poids  est  P. 
On  connaît  la  distance  x  de  la  verticale  du  centre  de  gra- 
vité G  du  fardeau,  y  compris  le  poids  du  madrier,  au  centre  0 
de  Tun  des  deux  cylindres. 

Pour  obtenir  le  roulement  uniforme  des  cylindres  et  le 

déplacement  du  madrier  dans  le  sens  CD,  on  applique  une 

force  0  au  milieu  de  l'épaisseur  du  madrier.  On  demande  la 

condition  pour  que  le  mouvement  soit  uniforme.. 

La  réaction  du  sol  sur  le  rouleau  0  passe  en  un  point  a 


Fig.  290. 
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situé  à  la  distance  Aa  =  8  en  avant  du  point  de  contact  géomé- 
trique du  cercle  et  de  la  droite  MM'  ;  elle  se  décompose 
en  deux  forces,  l'une  N  normale  au  plan  MM',  l'autre  F, 
parallèle.      .  .    ' 

De  même  si  Ton  prend  la  longueur  A'a'=S  en  avant  du 
point  A',  le  point  a'  sera  le  point  de  passage  de  la  réaction 
du  sol  sur  le  rouleau  0';  cetle  réaction  se  décompose  en  deux 
forces,  TuneN'  normale,  l'autre  P'  parallèle  au  plan  MM'. 

Le  madrier  roule  sur  les  cylindres  en  B  et  B';  pour  tenir 
compte  de  la  résistance  au  roulement,  il  suffit  de  prendre,  en 
arrière  des  points  B  et  B',  des  quantités  Bp  =  B'P'  =  §',  valeur 
correspondante  au  roulement  de  bois  sur  bois-  Les  réactions 
développées  aux  points  B  et  B'  se  décomposent  chacune  en 
deux- forces,  que  nous  appellerons  N^  et  F^  pour  le  rouleau  0, 
N/  et  F/  pour  le  rouleau  0'. 

Ces  réactions,  changées  de  sens,  sont  les  forces  exercées 
par  les  rouleaux  sur  le  madrier. 

Noiis  avons  pfis  les  points  P'  et  p  en  arrière  des  contacts 
géométriques  B  et  B',  parce  qu'en  effet,  dans  le  mouvement  • 
relatif  des  rouleaux  par  rapport  au  madrier,  les  rouleaux 
s'avancent  vers  la  gauche  de  la  figure. 

Écrivons  les  équations. d'équilibre  des  trois  solides  consti- 
tuant le  système,  savoir  les  deux  rouleaux  et  le  madrier; 
nous  obtiendrons  les  neuf  équations  suivantes  : 


rouleau  0    (    F  =  Fj, 


F.xV=Na  +  V^    |«— ofnTI' 


Moments  par  rapport 


rouleau  G'    /     F'  =  F/, 


madrier 


Q  =  Fi  +F'i, 

P^4.0x:f-N'^fli  Mo«^e"*s  par  rapport 
raî  +  QXg-^iXei.j        aupoint|3. 


Dans  la  dernière  équation,  on  néglige  S' vis-à-vis  de  x  dans 
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l'expression  du  moment  de  la  force  P,  et  8'  vis-à-vis  de  a  dans 
l'expression  du  moment  de  la  force  N/. 

Les  données  sont  S,  8',  a,  c,  et  le  poids  P.  Les  inconnues 
sont  N,  N,,  N',  N/,  F,  F,  F,,  F/. et  Q.  Les  peuf  équa- 
tions permettent  de  déierminer  ces  inconnues  en  fonclion 
des  données  et  de  la  distance  Xy  laquelle  varie  à  chaque 
instant  à  mesure  que  le  roulement  s'opère;  il  est  facile  en 
effet  de  reconnaître  que  le  déplacement  du  madrier  est  double 
du  déplacement  des  centres  0  et  0'  des  cylindres.  Cette  cir- 
constance exige  que  Ton  ait  au  moins  trois  rouleaux  pour 
employer  ce  mode  de  transport;  au  bottt  d'un  certain'par- 
cours,  le  madrier  abandonne  le  dernier  rouleau,  que  l'on 
reporte  en  têie,  sous  la  partie  du  madrier  amenée  en  porle-à- 
faux  par  le  mouvement. 

Pour  résoudre  les  équations,  et  trouver  le  rapport  de  la 

force  Q  à  la  force  P,  nous  les  simplifierons  en  elfaçant  le 

poids  p  du  rouleau,  qui  est  toujours  très-petit  par  rapport  aux 

c 
forces  N,  N',  et  en  supprimant  aussi  le  terme  Qx  ^  >  ce  qui 

revient  à  supposer  le  madrier  satis  épaisseur.  On  a  alors 
N  ==  Nj,  N'  =  Np  et  par  suite 


Donc 


et  enfin 


*  2r 


P  =  N,-j-N,'  =  N-fV, 


Q 


P~~     2r 


rapport  indépendant  de  la  quantité  variable  x.      . 

Le  déplacement  du  madrier  étant  double  du  déplacement 
des  rouleaux,  si  l'on  appelle  ds  l'espace  décrit  par  le  centre  0, 
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l'espace  décrit  dans  le  même  temps  par  le  madrier  sera  2dSy 
et  le  travail  moteur  sera 


2Q</5  =  vL±I(j8. 


Si  le  fardeau  P  avait  glissé  sur  le  sol,  le  coefficient  du  frot- 
tement étant  /*,  le  travail  à  dépenser  eût  été  2?fds. 

L'emploi  des  rouleaux  a  donc  réduit  le  travail  à  produire 

dans  le  rapport  de à  2/*,  ou  de  -7^7-  à  l'unité  ;  cenom- 

r  '  "zjr 

•  S        S' 

bre  est  très-petit,  puisque  Q-et^  sont  de  très-petites  frac- 
tions, beaucoup  moindres  que  le  coefficient  de  frottement  f. 

Les  forces  F,  F^,  N,  N^...  varient  avec  la  distance x.  On  peut 
vérifier  que  F,  Fj...  sont  respectivement  inférieurs  aux  pro- 
duits fN,  /"iNp...  de  sorte  que  les  frottements  des  rouleaux 
sur  le  sol  ou  sous  le  madrier  sont  inférieurs  à  leurs  valeurs 
limites;  c'est  pour  cela  qu'il  y  a  roulement,  et  non  glisse- 
ment des  solides  en  contact. 

311.  La  solution  géométrique  du  problème  est  facile,  quand 
on  s'en  tient  au  môme  degré  d'approximation,  c'est-à-dire  quand 
on  néglige  le  poids  p  des 

rouleaux.  La  résultante  des        t^^    (^  ^\1\ f q 

forces  N,  et  F,  fait  équilibre       iZFu«:__.Lf^>Q  'p^^'-  " 
sur  le  premier  rouleau  à  la        /    ^j      \   |    J  /      j      ^ 
résultante  des-forces  Net  F;        (       '     )''  "^A      '      ) 
par  suite  leur  direction  com-  l  ^  ^  Y  _   , 

î^  .       A  a  A' a' 

mune  est  la  droite  ag.  De  ^.    ^^ 

Flg.  291. 

môme  la  direction  commune 

des  réactions  totales  aux  points  a  et  ^  sur  le  second  rouleau 

est  la  droite  a  p'.  Ces  deux  droites  sont  parallèles. 

La  résultante  S  des  forces  P  et  Q  appliquées  au  madrier  est 
tenue  en  équilibre  par  les  deux  réactions  parallèles  R  et  R'. 
des  rouleaux,  appliquées  en  ^et  p',  dans  le  prolongement  des 
droites  a^,  a'p'.  Donc  S  est  parallèle  à  R  et  à  R'. 

Il  faut  pour  l'équilibre  que  IS  soit  parallèle  à  ap;  or  Tin- 
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clinaison  de  ag  sur  la  verticale  AB  est  sensiblement  égale 
-;  donc  on  doit  avoir 


2r 


Q_5_4-j 


condition  que  nous  avions  obtenue. 

On  achèvera  la  solution,  cette  condition  une  fois  remplie, 
en  décomposant  la  force  S,  résultante  de  P  et  Q,  suivant  les 
directions  données  ag  et  a'^'. 

312.  Nous  n'avons  pas  déterminé  le  rendement  de  ce  sys- 
tème; ce  mot  n'a  pas  de  sens  ici,  parce  que  le  travail  utile 
n'est  pas  défini.  Jusqu'à  présent,  nous  avons  pris  pour  travail 
utile  un  travail  qu'on  ne  puisse  ni  supprimer  ni  même  j  éduirc 
au  delà  de  toutes  limites;  tel  est  en  général  le  travail  delà 
pesanteur.  Or,  dans  ce  problème,  la  pesanteur  ne  produit 
aucun  travail,  puisque  le  centre  de  gravité  du  syslçme  ne 
change  pas  de  hauteur.  Le  travail  utde  ainsi  défini  serait  nul, 
et  le  rendement  égal  à  zéro. 

Le  travail  du  transport  horizontal  des  fardeaux  provient 
entièrement  en  effet  des  résistances  passives,  et  on  peut 
le  réduire  autant  qu'on  le  voudra  par  l'emploi  de  moyens 
de  transport  de  plus  en  plus  perfectionnés.  Ainsi  la  résistance 
à  la  traction  à  faible  vitesse  est  moindre  sur:  un  chemin  de  fer 
que  sur  une  route,  et  moindre  encore  sur  un  canal  que  sur  un 
chemin  de  fer. 


ÉQUILIBRE   DE    LA    BROUETTE. 

513.  La  brouette  porte,  par  son  extrémité  antérieure,  sur 
une  roue  qui  est  destinée  à  rouler  sur  le  sol  ;  à  l'autre  extré- 
jnité,  elle  est  terminée  par  des  manches  que  l'ouvrier  rouleur 
tient  dans  ses  mains  et  pousse  en  avant..  Le  rouleur  porte 
ainsi  une  partie  de  la  charge  contenue  dans  la  caisse  de  la 
brouette,  et  de  plus  il  développe  un  travail  moteur  pour  faire 
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avancer  la  brouette  le  long  du  chemin  qu'il  doit  lui  faire  par- 
courir. 

Cherchons  les  conditions  d'équilibre  de  Tappareil,  lorsque 
Touvrier  gravit  une  rampe 
d'un  mouvement  uniforme. 
•       Soit  SS'  le  profil  de   la 
rampe  ; 

OB  la  roue  de  la  brouette  ; 

B  le  point  de  contact  géo- 
métrique de  la  roue  avec  le 
sol; 

Cle  point  de  contact  réel, 
reporté  un  peu  en  avant,  à 
la  distance  S,  pour  tenir  comple  de  la  résistance  au  roulement; 

AO  les  longerons  de  la  brouette  ; 

A  le  point  que  tient  Touvrier  routeur  et  auquel  il  applique 
une  force  F  ; 

G  le  centre  de  gravité,  et  P  le  poids  de  la  brouette,  y  com- 
.  pris  la  charge  qu  elle  contient,  mais  non  compris  la  roue; 

P'  le  poids  de  la  roue,  qu'on  peut  supposer  appliqué  en  son 
centre  0; 

G'  le  centre  de  gravité  des  poids  P  et  P',  et  Q  ,  le  poids  to- 
tal, P  4- p,  du  système. 

La  réaction  du  sol  sur  la  roue  passe  par  hypothèse  au 
point  C  ;  on  peut  donc  la  représenter  par  une  droite  CL^  dont 
la  direction  et  la  grandeur  restent  encore  à  déterminer.  La 
force  CL,  composée  avec  le  poids  G'Q,  doit  être  égale  et  con- 
traire à  la  force  AF,  mais  celle  force  AF  est  elle-même  inconnue 
en  direction  et  en  grandeur,  et  on  ne  connaît  jusqu'ici  que  son 
point  d'application  A. 

Pour  achever  de  déterminer  les  inconnues,  nous  chercherons 
séparément  les  conditions  d'équilibre  du  corps  de  la  brouette 
et  de  la  roue.  Ces  deux  systèmes  sont  en  contiact  sur  une  arête 
des  tourillons  de  la  roue,  et  là>  comme  il  y  a  glissement  de 
l'un  des  systèmes  sur  Tautre,  la  réaction  mutuelle  des  deux 
systèmes  fait  avec  la  normale  commune  aux  surfaces  frottan- 
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tes,  en  sens  contraire  du  mouvement  relatif,  un  angle  égal  à 
l'angle  9  du  frottement.  Nous  supposerons  les  tourillons  de  la 
roue  mobiles  dans  Tœil  du  longeron. 

Soit  OE  le  tourillon  (fig.  293),  et  E  son  point  de  contact  avec 
l'œil;  la  roue  tournant  dans  le  sens  de  la  flèche  /*,  la  réaclion 
r.  subie  par  la  roue  de  la  part  du  longeron  a  pour 

direction  une  droite  ER  qui  fait  avec  la  normale  EO 
un  angle  OER=  9.  La  réaclion  de  la  roue  sur  le 
corps  de  la  brouelte  est  une  force  R',  égale  et 
contraire  à  la  force  R.  Abaissons  du  point  0  une 
perpendiculaire  01  sur  la  direction  commune  des 
forces  R,  R',  On  connaît  dans  le  triangle  rec- 
tangle OIE  l'angle  E,  égal  à  Tangle  du  frot- 
tement, et  l'hypoténuse  OE,  égale  au  rayon  du 
tourillon.  Donc  on  peut  construire  ce  triangle, 
et  en  déduire  la  longueur  du  côté  01.  Si  du  point  G  comme 
centre,  avec  cette  longueur  pour  rayon,  ou  décrit  un  cer- 
cle, la  direction  commîine  des  réactions  mutuelles  R,  R'  de  la 
roue  et  du  ^corps  de  la  brouelte  est  une  tangente  à  ce 
cercle  (fig.  294).  On  sait  de  plus  que  la  force  R'  fait  équi- 


Fig.  293. 


libre  aux  forces  GP  et  AF,  tandis  que  la  force  R  fait  équilibre 
aux  forces  OP'  et  CL;  ce  qui  exige  que  les  trois  droites  RR', 
GP,  AF,  concourent  en  un  même  point  M,  et  que  les  trois 
droites  RR',  CL,  OP'  concourent  aussi  en  un  même  point  N. 
Les  droites  GP,  OP'  sont  connues  de  position  ;  quant  aux 
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droites  AF,  CL,  on  n'en  connaît  qu'un  point,  A  et  C;  enfin 
pour  la  droite  RR',  on  sait  seulement  qu'elle  est  tangente  à 
un  cercle  donné  décrit  du  point  0  comme  centre  avec  01  pour 
rayon. 

Le  problème  est  ramené  à  tracer  par  des  poinls  don- 
nés A  et  C  deux  droites  AF,  CL,  -se  coupant  sur  une  droite 
donnée  G'Q,  et  telles,  qu  en  joignant  les  poinls  M  et  H  où  ces 
droites  coupent  respectivement  les  droites  données  GP,  OP', 
la  droite  MH  soit  tangente  au  cercle  donné  01. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  joignons  les  points  donnés 
A  et  C,  et  prolongeons  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  en  D 
avec  la  droite  MH.  Soient  m,  n,  h,  les  points  où  les  droites  don- 
nées GP,  G'Q,  OF,  rencontrent  la  droite  AC.  Le  triangle  ANC 
coupé  par  la  transversale  rectiligne  MHD,  donne  la  rela- 
tion (§35) 

AM       NH       5Ç__, 
MN  ^  HC  ^  DA  "~    • 

Le  rapport  r7|^  est  égala. — ,  à  cause  des  parallèles  MP, 

NQ  ;  de  même.  ^n=rn]  ces  rapports  sont  connus.  La  rela- 
tion précédente  fait  connaître  le  rapport 

PC  _  mn  X  hC 
.  DA  ~~  Aw  X  nh  ' 

et,  par  suite,  définit  la  position  du  point  D  sur  le  prolonge- 
ment de  AC.  D  suffira  de  mener  par  le  point  D  une  droite  DM 
tangente  au  cercle  donné  01.  Cette  droite  sera  la  direction 
cherchée  des  réactions  R,  R',  de  la  roue  et  du  corps  de  la 
brouette. 

Elle  coupe  les  directions  GP,  OP',  aux  points  M  et  H,  qu'on 
joindra  aux  points  A  et  C.  La  force  P',  décomposée  suivant 
les  directions  HC,  HM,  aura  pour  composantes  la  force  R  et 
la  réaction  CL  du  sol  sur  la  roue.  La  force  P,  décomposée  sui- 
vant les  directions  MA,  MD,  aura  pour  composantes  la  réaction 
R,  déjà  connue,  et  l'effort  AF  que  doit  développer  l'ouvrier. 
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On  peut  mener  par  le  point  D  deux  tangentes  au  cer- 
cle 01  ;  mais  ces  deux  tangentes  ne  donnent  pas  deux  solu- 
lions  du  problème,  car  Tune,  celle  que  nous  avons  tracée, 
correspond  au  cas  où  la  brouette  remonte  la  rampe ,  ce 
que  nous  avions  admis,  tandis  que  Fautre  correspondrait  au 
cas  où  la  brouette  serait  cféplacée  en  sens  contraire  et  des- 
cendrait la  pente  :  la  force  R  doit  toujours,  en  effet,  être  di- 
rigée en  sens  contraire  de  la  rotation  de  la  roue. 

La  solution  peut  êlre  simplifiée  et  dégagée  de  tout  calcul. 

Soient  SM',  SN',  SH',  trois  droites  concourantes  en  un 
points  (fig.  295). 

Plaçons  deux  triapgles  M'iN'H',  MNH,  de  manière  que  leurs 
sommets  soient  respectivement  sur  ces  trois  droites,  et  dé- 
terminons les  points  A,  C  et  D,  où  se  coupent  mutuellement 
les  côtés  correspondants  MN  et  M'N',  NH  et  N'Il',  Mil  et  M'fl'. 
Ces  trois  points  seront  en  ligne  droite. 


'i^^i-- 


Fig.  295. 


En  effet,  nous  pouvons  regarder  la  figure  plane  que  nous 
venons  de  tracer  comme  la  per^p^cWt;^  d'un  tétraèdre  S  M'H'N', 
qui  serait  coupé  par  un  plan  MHN  ;  les  points  A,  C  et  D,  ap- 
partiennent à  la  fois  au  plan  de  la  base  M'H'N'  et  au  plan  MHN; 
donc  ils  sont  situés  sur  l'intersection  de  ces  deux  plans,  et 
sont  par  conséquent  en  ligne  droite. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  résoudre  le  problème  sui- 
vant (fig.  296)  :  Étant  donnés  trois  droites  concourantes  SM', 
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SH',  SN',  deux  points  A  et  C,  et  un  cercle  0,  inscrire  dans  les 
trois  droites,  de  manière  qu'il  ail  ses  sommets  respective- 
ment sur  chacune  d'elles,  un  triangle  MHN,  dont  deux 
côtés  NM,  NH,  passent  par  les  points  donnés ,  et  le  troisième 
MH  soit  tangent  au  cercle  0. 

Prenons  au  hasard  un  point  N'  sur  la  droite  SN',  et  joi- 
gnons-le aux  points  A  et  C  ;  les  droites  N'A,  N'C  coupent  en 
M'  et  H'  les  droites  données  SM',  SH'.  Menons  la.  droite  AC,  et 
cherchons  le  point  D  où  elle  rencontre  la  droite  M'H'  ;  par  ce 
point,  menons  une  tangente  DHM  au  cercle  0,  puis  joignons 
CH,  AM;  ces  droites  se  couperont  en  Nsur  la  droite  SN'.  Le 
triangle  MHN  satisfera  aux  conditions  proposées. 

Le  cas  particulier  que  nous  avions  à  traiter  suppose  paral- 
lèles les  droites  données  SM',  SH',  SN'. 
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CHAPITRE  II 

DU  POLYGONE  FUNICULAîRE  ET  DES  SYSTÈMES   ARTICULÉS 


ÉQUILIBRE    d'un    FIL. 

314.  Dansh  mécanique  rationnelle,  on  admet  qu'un  fil  est 
un  système  matériel  affectant  la  forme  d'une  ligne,  c'est-à- 
dire  n'ayant  ni  largeur,  ni  épaisseur;  le  fil  idéal  est,  en  gé- 
néral, considéré  comme  inextensible  et  sans  raideur^  c'est-à- 
dire  que  sa  longueur  est  regardée  comme  invariable,  quelles 
que  soient  les  forces  qui  agissent  sur  lui  pour  l'étendre,  et 
qu'on  peut  le  courber,  l'infléchir,  lui  faire  dessiner  telle 
ligne  qu'on  voudra,  courbe  ou  brisée,  sans  éprouver  aucune 
résistance.  Les  fils,  les  cordés,  que  l'on  rencontre  dans 
les  applications,  sont  loin  d'avoir  ces  propriétés;  ils  s'é- 
tendent sous  l'aclion  des  forces  qu'on  leur  applique,  ils 
ne  peuvent  être  courbés  sans  effort ,  et  la  roideur  s'y  ma- 
nifeste par  la  courbure  qu'ils  prennent  aux  environs  des 
points  où  l'on  veut  changer  leur  direction  d'une  manière 
brusque. 

Le  problème  que  nous  nous  proposons  consiste  à  déterminer 
la  forme  d'équilibre  d'un  fil  parfait  soumis  à  des  forces  don- 
nées, et  de  trouver  les  tensions  développées  en  ses  différents 
points. 

La  tension  d'un  fil  en  un  point  donné  est  la  réaction 
mutuelle  des  deux  portions  de  fil  qui  se  réunissent  l'une 
à  l'autre  en  ce  point.  Si  l'on  coupe  un  fil  en  équilibre  en 
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un  certain  point,  il  faudra,  pour  rétablir  l'équilibre  de 
chaque  portion,  appliquer  deux  forces  égales  et  contraires 
aux  extrémilés  des  tronçons  séparées  par  la  coupure  ;  ces 
forces  ne  sont  autre  chose  que  la  tension  du  fil  au  point 
considéré. 

315.  Il  résulte  de  la  que  toute  portion  d'un  fil  en  équilibre 
est  en  équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  lui  sont  directe- 
ment appliquées  et  des  deux  tensions  qu'elle  subit  à  ses 
extrémités.  On  peut  démontrer,  en  s'appuyant  sur  cette  re- 
marque, que  dans  un  fil  parfait  soumis  à  des  forces  réparties 
d'une  manière  continue  sur  sa  longueur  (comme  la  pesanteur, 
par  exemple),  la  tension  est  en  chaque  point  tangente  à  la  ligne 
dessinée  par  le  fil.  Soit,  eneffet,  un  fil  AIN  en  équilibre  sous 
Faction  de  forces  ainsi  réparties.  Considérons  isolément  un 
élément  infiniment  petit,  AB;  cet  élé- 
mBnt  est  en  équilibre  sous  l'action  des       u  ?      .     > 

.  tensions  T  et  T',  qui  sont  des  forces  finies       t     '  ^   \   '' 
appliquées  à  ses  extrémités,  et  des  forces  ^  pxab 

infiniment  petites  réparties  de  A  en  B  ;  p.^  ^ 

ces  forces  sont,  par  hypothèse,  sensible- 
ment parallèles,  et  Jeur  résultante  est  proportionnelle  à  la 
longueur  de  l'élément  ;  elle  peut,  par  suite,  être  exprimée 
parle  produit  pxAB,  où  p  représente  un  nombre  fini,  et 
elle  est  appliquée  en  un  point  I,  intermédiaire  entre  A  et  B. 
Puisqu'il  y  a  équilibre  entre  les  forces  T,  T'  et  px  AB,  nous 
pouvons  éciire l'équation  des  moments  par  rapport  à  un  point 
quelconque,  et  prenant  le  point  A  pour  centre  des  nàoments, 
il  vient 

T' X  A  —  p  X  AB  X  A', 

h  étant  la  distance  du  point  A  à  la  direction  de  la  force  T', 
et  h'  la  distance  du  même  point  à  la  direction  de  la  force 
pxAB. 

Or  /i'  est  nécessairement  moindre  que  AB,  et  px  AB  x  h' 
est  plus  petit  que  pxAB*,  quantité  infiniment  petite  du 
second  ordre;  le  produit  égal,  T'xft,  est  donc  aussi  infini- 
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ment  petit  du  second  ordre  :  et  comme  T'  est  une  force  finie, 
h  est  un  infiniment  petit  du  second  ordre,   ou  du  même 
ordre  de  grandeur  que  le  carré  de  la  longueur  AB.  La  direc- 
tion de  la  tension  en  B  est  donc  telle  qu'un  point  A,  infini- 
ment voisin  du  point  B,  pris  sur  la  courbe  MN,  soit  à  une 
distance  infiniment  petite  du  second  ordre  de  cette  direction  ; 
en  d'autres  termes  elle  est  tangente  à  la  courbe  MN  au  point  B^. 
Si,  outre  les  forces  infiniment  petites  réparties  d'une  ma- 
nière continue  le  long  du  fil  MN,  on  appliquait  au  fil  une  force 
finie  isolée  F,    le  raisonnement  précédent  ne   serait  plus 
admissible  pour  un  élément  qui  comprendrait  le  point  d'appli- 
cation A  de  cette  force;  la  forme  d'équilibre 
^^  /        du  fil  présenterait  un  point  anguleux,  et  la 

^T,       tension  varierait  d'une  manière  brusque,  en 
grandeur  et  en  direction,  d'un  côté  à  l'autre 
de  ce  point  A.  Dans  chaque  branche  AM,  AN, 
les  tensions  seraient  encore  tangentes  à  la 
Fig.  298.  courbe  d  équilibre  ;  mais  au  point  A  on  aurait 

deux  tensions,  l'une  T^,  tangente  à  la  branche 
AM,  l'autre  T,,  tangente  à  la  branche  AN  ;  ces  deux  tensions 
feraient  équilibre  à  la  force  F.  On  obtiendrait  donc  ces  deux 
tensions  en  décomposant  la  force  F  suivant  les  directions  des 
tangentes  aux  branches  qui  se  réunissent  en  A. 


POLYGONE   FUiMCULAlRE. 

316.  On  appelle  polygone  funiculaire  la  figure  d'équilibre 
'd'un  fil  idéal,  non  pesant,  sollicité  en  différents  points  de  sa 
longueur  par  des  forces  de  grandeur  et  de  direction  con- 
nues. 

Un  fil  sans  poids,  soumis  à  deux  forces  F^,  F^,  appliquées  à 

*  Celte  démonstration  suppose  expressément  que  le  fil  soit  sans  roideur  ; 
autrement  il  y  aurait  à  considérer  au  point  A,  non-seulement  une  tension  T,  mais 
encore  un  couple  dû  à  la  courbure  du  fil  en  ce  point. 
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ses  deux  extrémités  A  et  B,  est  en  équilibre  si  ces  deux  forces 
tendent  à  allonger  le  fil,  et  si  elles  sont  égales. 

La  tension  du  fil  est  égale  en  tout  point  à  la  valeur  com- 
mune de  ces  deux  forces.  Si,  en  effet,  on  coupe  le  fil  en  un 
point  C,  il  faudra,  pour  réta- 
blir Téquilibre,  appliquer  à     ¥,~\      t^     cT'^^ H — \ 

l'extrémité  C  du  tronçon  AC, 

considéré  seul,  une  force  T^, 

égale  et  contraire  à  F^,  et  à  Textrémilè  C  du  tronçon  CD  une 

force  Tj,  égale  et  contraire  à  F^.  On  a  donc 

317.  En  un  point  C  du  fil  sans  poids  AB,  'appliquons  une 
force  F  de  direction  connue,  et  cherchons  quelles  forces  F^ , 
Fj,  il  faut  appliquer  suivant  les     i;^ 
directions  des   cordons  CA,   CB, 
pour  qu'il  y  ait  équilibre. 

Du  point  A  au  point  C,  le  fil 
n'est  soumis,  par  hypothèse,  à 
aucune  autre  force  extérieure  que 
la  force  F^;  donc  la  tension  en 
tous  les  points  de  ce  cordon  est  .       ^'^s-  300. 

égale  à  F  j  de  môme  la  tension  est  égale  à  F^  en  tous  les  points 
du  cordon  BC. 

Nous  pouvons  ainsi  considérer  le  point  C  du  fil  comme  un 
point  matériel  isolé,  en  équilibre  sous  Faction  de  la  force  F, 
et  des  tensions  F^  et  F^ ,  appliquées  suivant  les  directions  CA, 
CB,  et  par  suite  la  force  F  est  égale  et  contraire  à  la  résul- 
tante des  forces  F^  et  F^;  on  trouvera  donc  les  tensions  des 
deux  cordons,  et  les  forces  qu'il  faut  appliquer  dans  leur  pro- 
longement, en  décomposant  la  force  —  F,  .égale  et  opposée  à  la 
force  F,  suivant  les  directions  données  CA,  CB. 

Les  tensions  sont  généralement  inégales  dans  les  deux  brins 
CA,  CB  :  elles  deviennent  égales  quand  la  direction  CF  est 
bissectrice  de  l'angle  ACB. 

Supposons   encore  que  la  force  F,  au  lieu  de  solliciter 

II.   —   MÉC.    COLLIGNO:».  .32 
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directement,  lé  pointe,  soit  appliquée  dans  le  prolongement 
d'un  cordon  CD,  attaché  au  point  C  (fig.  501).  La  solution 
sera  la  même,  car  le  point  C,  considéré  isolément,  se  trouve 
sollicité  à  la  fois  par  les  tensions  des  cordons  CA,  CB,  CD, 
égales  respectivement  aux  forces  F^ ,  F, ,  F.  Chacune  de  ces 
forces  est  donc  égale  et  contraire  à  la  résultante  des  deux 
au  1res. 


Fig.  501. 


Fig.  302. 


318.  Si  le  cordon  CD  (fig.  302)  était  attaché  à  un  anneau, 
libre  de  glisser  sans  frottement  le  long  du  fil  ACB,  Téquilibre 
exigerait  que  les  forces  F^  et  F^  fussent  égales  i  aulrement  le  fil 
ACB  serait  dntraîné  à  glisser  dans  l'anneau  du  côté  où  le  sol- 
liciterait la  plus  grande  des  deux  forces  F^,  F,;  le  frottement 
de  l'anneau  contre  le  fil  est  en  effet  la  seule  résistance  capable 
de  contre-balancer  celte  tendance,  et  nous  supposons  qull  est 
nul.  Dans  ce  cas,  F^  etF^  étant  égales,  la  direction  du  cordon 
CD  est  bissectrice  de  l'angle  ACB. 
Soit  ABC  uïi  fil  inextensible,  attaché  aux  points  fixes  A  et  B 
(fig.  303)  ;  soient  C  un  anneau  infiniment 
petit,  libre  de  glisser  sur  le  fil  sans  frotte- 
ment, el  Fune  force  appliquée  à  l'anneau 
de  manière  4  tendre  à  la  fois  les  deux 
portions  dû  fil.  L'anneau  sera  en  équili* 
bre  dès  que  la  direction  de  la  force  F  sera 
bissectrice  de  l'angle  ACB.  Or  le  lieu  des 
positions  de  l'anneau  dans  le  plan  de  la 
figure  est  l'ellipse  qui  a  pour  foyers  les  points  A  et  B,  et 
pour  grand  axe  la  longueur  du  fil,  CA  4-  CB.  L*équilibre 


Kig.  303. 
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du  point  mobile  C  sur  cette. courbe  a  lieu  quand  la  force 
qui  le  sollicite  est  normale  à  la  courbe:  On  relrouve  ainsi  ce 
théorème  de  géométrie  :  la  normale  en  un  point  de  VeHipse 
partage  en  deux  parties  égales  V angle  formé  par  les  droites  me- 
nées de  ce  point  aux  deux  foyers  de  la  courbe. 

319.  Occupons-nous  enfin  du  cas  général,  c  est-à-dire  de 
Féquilibre  d'un  fil  sans  pesanteur,  ABGDE,  sollicité  aux  points 
B,  C,  D,  par  des  forces  F,  F',  F",  et  à  ses  extrémités  A  et  E 
par  les  forces  R  et  S.  Appe- 
lons T, ,  T, ,  T,  ,.T, ,  les  ten- 
sions des  cordons  successifs 
AB,  BC,  CD,  DE. 

L'équilibre  jlu  cordon  AB, 
considéré  isolément,  exige 
que  la  force  R  agisse  dans  la 
direction  de  ce  cordon  ;  la 
tension  T^,  qui  y  est  dévelop- 
pée, fait  équilibre  à  cette  force,  et  par  suite  on  a  Tj  =  R. 

Le  point  B  est  sollicité  à  la  fois  par  trois  forces,  savoir  les 
tensions  T^  et  T^  des  cordons  BA,  BC,  et  la  force  F.  Chacune 
de  ces  trois  forces  est  donc  égale  et  opposée  à  la  résultante 
des  deux  autres,  et  on  trouvera  la  tension  inconnue  T,  en 
composant  la  force  F  avec  la  force  R  transportée  au  point  B. 
On  peut  observer  que  les  trois  directions  BA,  BC,  BF,  sont  con- 
tenues dans  un  même  plan. 

La  tension  T,,  ainsi  déterniiçée,  règne  en  tous  points  du 
cordon  BC  ;  il  faut  et  il  suffit  pour  l'équilibre  de  l'extrémité 
C  de  ce  cordon  qu'il  y  ait  équilibre  entre  les  trois  forces  T,', 
F'  et  T3  ;  la  tension  T,  est  donc  égale  et  contraire  à  la  résul- 
tante des  deux  forces  connues  T,  et  F',  et  les  trois  directions 
CB,  CD,  CF',  sont  contenues  dans  un  même  plan. 

On  reconnaîtrait  de  même  que  la  tension  T^  du  quatrième 
cordon  est  égale  à  la  résultante  de  la  force  F"  et  de  la  tension 
Tjj  du  troisième  cordon  ;  elle  est  d'ailleurs  égale  à  la  force  S, 
qui  sollicite  le  dernier  cordon  dans  sa  propre  direction.  On 
peut  donc,  pour  définir  le  polygone,  donner  en  grandeur  et  en 
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direction  les  forces  R,  F,  F',  F",  et  les  longueurs  AB,  BC,  CD, 
DE,  des  cordons  successifs  qui  séparent  les  points  d'apiplica- 
tion  des  forces.  La  construction  du  contour  polygonal  ABCDE 
fera  connaître  la  grandeur  et  la  direction  de  la  force  S  qui 
restait  à  déterminer. 

Il  est  plus  siniple,  pour  trouver  la  grandeur  de  cette  force, 
d'observer  que  S  est  égale  et  contraire  à  la  résultante  des 
forces  extérieures  R,  F,  F',  F",  qui  sollicitent  le  système  maté- 
riel ABCDE;  on  aura  sa  valeur  en  transportant  toutes  ces 
forces  en  uii  même  point,  et  en  les  composant  par  la  règle  du 
polygone.  La  résultante  sera  égale  et  parallèle  à  la  force 
cherchée. 

La  construction  de  ce  polygone  auxiliaire  a  l'avantage  de 
faire  connaître  du  même  coup  les  tensions  dcb  divers  côtés  du 
polygone  fuiiiculaire,  et  les  directions  de  ces  côtés;  on  lui 
donne  le  nom  de  polygone  de  Varignon. 

Par  un  point  0  quelconque  (fig.  505),  menons  une  droite  Or, 
parallèle  à  la  force  R  et  au  premier  côté  AC  (fig.  304) ,  et  prenons 
sur  cette  droite,  à  une  échelle  arbitraire,  une  longueur  Or  égale 
à  la- force  R.  Par  le  point  r  ainsi  obtenu  me- 
nons une  droite  r/";  parallèle  et  égale  à  la 
force  F.  La  droite  0/"  est  la  résultante  des. 
forces  Or  et  r/^  appliquées  au  point  0;  celte 
droite  Of  est  donc  parallèle  et  égale  à  la  ten- 
sion Tj  du  second  côté  BG  du  polygone  funi- 
culaire, et  par  suite  elle  est  parallèle  à  ce 
Fig.  305.  second  côté.-  Menons  ensuite  ff  égale  et  pa- 

rallèle à  la  force  F';  la  droite  Of  sera  de 
même  parallèle  au  côté  CD,  et  égale  à  la  tension  Tj  ;  enfin, 
menons  ff"  égale  et  parallèle  à  F";  la  droite  Of  qui 
ferme  le  polygone  sera  égale  et  parallèle  à  T^,  c'est-à-dire  à 
la  force  S,  et. déterminera  cette  force  en  grandeur  et  en  direc- 
tion. 

On  peut  observer  que  dans  le  polygone  de  Varignon  les 
deux  côtés'  Or,  Of ,  qui  aboutissent  au  point  0,  et  les  diago- 
nales menées  de  ce  point  aux  autres  sommets,  représentant 
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les  directions  d^s  côtés  successifs  du  polygone  funiculaire,  et 
les  valeurs  des  tensions  qui  y  sont  développées. 

Remarquons  encore  que,  si  Ton  considère  une  portion  quel- 
conque du  polygone  funiculaire,  les  tensions  dans  les  côtés 
extrêmes  qui  limitent  cette  portion,  font  équilibre  aux  forces 
extérieures  appliquées  aux  «ommets  intermédiaires;  ainsi, 
les  tensions  T^  et  T^  font  équilibre  aux  forces  F'  et  F',  et  les 
tensions  T^  et  T3  aux  forces  F  et  F'. 

320.  Delà  résulte  un  moyen  de  trouver  la  résultante  de 
forces  données  situées  dans  un  même  plan. 

Soient  F,  F',  F"  (fig.  306),  les  forces  données.  En  un  point 
A  de  la  direction  de  l'une  d'elles,  on  appliquera  une  force 
quelconque  AR  ;  on  composera  cette  force  R  avec  la  force  F 
transportée  en  A,  ce  qui  donnera 
une  résultante  Am.  La  direction 
de  cette  résultante,  prolongée  si 
cela  est  nécessaire,  rencontre  en  B 
la  direction  de  la  force  F'.  Trans- 
portons en  B  les  forces  Am  et  F'  ; 
puis  composons-les,  ce  qui  nous 
donnera  la  résultante  Bw  ;  prolon- 
geons de  même  la  direction  de 
cette  résultante,  qui  coupe  la  di- 
rection de  F''  en  C  ;  transportons  en 

Fiff    S06 

ce  point  les  forces  F"  et  Bn,  et  com- 
posons-les pour  avoir  leur  résultante  Cp  ;  considérons  enfin 
une  force  S,  appliquée  en  C,  égale  et  contraire  à  Cp.  Nous  pou- 
vons imaginer  un  polygone  funiculaire  RABCS,  qui  sera  en 
équilibre,  en  vertu  de  notre  construction,  sous  l'action  des 
forces  R,  F,  F',  P',  S  ;  les  forces  extrêmes  R  et  S  représentent 
les  tensions  des  côtés  extrêmes  de  ce  polygone. 

Ces  forces  R  et  S  font  équilibre  aux  forces  F,  F',  F", 
et  leur  résultante  est  égale  et  contraire  à  la  résultante 
cherchée.  Prolongeqns  les  directions  AR,  CS,  jusqu'à  leur 
rencontre  en  D;  transportons  en  ce  point  les  forces  R  et 
S,  et  achevons  le  parallélogramme  T)rVs;  la  diagonale  DP  sera 
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égale  et  opposée  à  la  résultante  des  forces  données.  La  droite 
finie  PD  représentera  donc  en  grandeur,  en  position  et  en 
sens,  la  résultante  cherchée.  • 


POLYGONE  DES  PONTS  SUSPENDUS, 


321.  Le  tablier  des  ponts  suspendus  est  attaché  par 
des  tiges  verticales  équidistantes  aux  sommets  d'un  poly- 
gone funiculaire.  Proposons-nous  de  trouver  la  forme  d'é- 
quilibre de  ce  polygone  et  les  va- 
leurs des  tensions  développées  dans 
ses  divers  côtés,  en  supposant  que 
chaque  tige  ait  à  supporter  un  poids 
égal. 

Soit  ABCDEF  un  fragment  du  poly- 
gone; les  poids  égaux,  P,  P',  F',... 
sont  suspendus  aux  sommets  B,  C,  D, . . . 
dont  les  distances  hprfzontales  sont 
constantes  et  connues.  Soient  T,,,  T^, 
T,,  ...  les  tensions  développées  dans 
les  côtés  successifs. 

Construisons  le  polygone  de  Vari- 
gnon.  Pour  cela,  par  un  point  0  quel- 
conque, menons  une  droite  Oa  parallèle  au  côté  AB,  et  égale 
en  longueur  à  la  tension  T^  de  ce  côté.  Menons  par  le  point  a 
une  droite  verticale  az,  sur  laquelle  nous  prendrons  des  lon- 
gueurs successives  ab,  bc,  cd,  de,  ...  égales  entre  elles  et  au 
poids  P  suspendu  à  chacune  des  tiges.  Joignons  ensuite 
Ofr,  Oc,  Od,  Oe,  ...  ;  ces  droites  seront  parallèles  aux  côtés 
BC,  CD,  DE,  ...  du  polygone,  et  leurs  longueurs  respectives 
représenteront  les  valeurs  des  tensions  T^,  T^,  T3,  ^.!  des 
mêmes  côtés. 

Etant  données  la  direction  AB  du  premier  côté,  et  la  valeur 
To  de  la  tension  qui  y  est  développée,  la  figure  auxiliaire 
Oabcd  ...  permettra  de  construire  le  polygone;  car  on  sait 


Fig.  507. 
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que  les  sommets  de  ce  polygone  se  trouvent  sur  les  droites 
équidistantes  PB,  P'C,  PD,  ...  ;  on  trouvera,  par  conséquent» 
la  position  du  sommet  C  sur  la  droite  P'C  en  menant  par  le 
sommet  B  une  parallèle  BC  à  la  droite  06  ;  parle  point  C  ainsi 
obtenu,  on  mènera  à  Oc  une  parallèle  CD,  qui  déterminera  le 
point  D  sur  la  droite  PD,  et  ainsi  de  suite. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  chaîne  polygonale  du 
pont  suspendu  ait  un  côté  horizontal  AB,  réunissant  deux  parties 
symétriques  (fig.  308)  ;  on 
aura,  par  exemple, à  droite 
du  cô{é  AB  les  frois  côtés 
inclinés  BC,  CD,  DE,  et  à 
gauche  les  trois  côtés  AC, 
CD',  D'E',  symétriques  des 
premiers  par  rapport  à  la 
verticale  lY,  menée  par  le  milieu  du  côté  central.  Les  poinls 
E  et  E'  sont  les  points  d'attache  de  la  chaîne  aux  culées  du 
pont.  Désignons  encore  par  la  lettre  P  le  poids  suspendu  à  Tun 
quelconque  des  sommets  du  polygone,  à  l'exclusion  des  som- 
mets E  et  E',  qui  ne  portent  pas  de  poids  semblables,  le  poids 
total  porté  par  la  chaîne  ser^  égal  à  2nP,  en  désignant  par  n 
le  nombre  des  sommets  chargés  dans  la  moitié  du  pont,  et  ce 
poids  se  partage  également,  à  cause  de  la  symétrie  de  la 
figure  et  des  charges,  entre  les  deux  appuis,  E  etE'.  Cherchons 
la  valeur  de  la  tension  Tq  dans  le  côté  AB;  pour  cela,  il  suffit 
d'exprimer  que  cette  tension  fait  équilibre,  à  l'aide  de  la 
réaction  du  point  E,  aux  poids  appliqués  à  la  moitié  de  la 
chaîne;  prenons  les  moments  par  rapport  au  point  E,  ce  qui 
élimine  la  réaction  de  ce  point.  Soit  h  la  dislance  IG  du 
côlé  AB  à  la  droite  horizontale  EE'  ;  et  soit  a  la  distance  hori- 
zontale entre  deux  tiges  consécutives,  distance  que  nous  sup- 
poserons aussi  entre  le  dernier  sommet  chargé  D  et  la  verti- 
cale du  point  d'appui.  Le  moment  de  T^,  par  rapport  au  point 
A,  est  TqX  A;  il  fait  équilibre  à  la  somme  des  moments  des 
poids  P,  c'est-à-dire  à 

PXnfl  +  PX(n  —  J)rt!4-PX  («  —  2)a  +  . . .  +  P  X  «. 
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Cette  somme  est  égale  à 

Pfl><(i+2+3+...  -+-n)  =  PflX- 


et  on  a  l'égalité 


ou  bien 


T.xA^^Paxîii^. 


._^   P«       Hjn  +  l) 


Connaissant  T^,  on  pourra  construire  le  polygone  de  Vari- 
gnon,  qui  permettra  ensuite  de  trouver  la  forme  à  donner 
à  la  chaîne. 

En  appliquant  la  remarque  faite  au  §  520,  on  voit  que  les 
côtés  CD,  AB,  prolongés,  se  couperont  en  un  point  M,  qui  ap- 
partiendra à  la  résultante  des  forces  BP,  CP',  et  qui,  par  suile, 
sera  au  milieu  de  la  distance  horizontale  des  points  B  et  C; 
de  même  DE,  prolongé,  coupera  la  direction  AB  au  point  N, 
sur  la  résultante  dès  trois  forces  égales  P,  P',  P''.  On 
pourra  prolonger  aussi  loin  qu'on  le  voudra  le  tracé  du 
polygone  par  cette  considération*  :  il  suffit  pour  obtenir  un 
nouveau  côté  de  joindre  le  dernier  sommet  obtenu  au  milieu 
de  l'intervalle  compris  sur  Thorizontale  AX  entre  le  point  B 
et  la  projection  de  ce  dernier  sommet. 

322.  On  peut  aussi  calculer  les  coordonnées  des  sommets 
successifs.  Prenons  pour  axes  coordonnés  les  droites  IX,  lY. 
Le  point  B  a  pour  coordonnées 

3 
Le  point  C  a  cour  abscisse  aî  =  ^  a ,  et  pour  ordonnée  une 

quantité  CN,  que  l'on  peut  construire  au  moyen  du  polygone 
de  Varignon,  ou  bien  déterminer  directement,  en  composant 
la  force  P  avec  la  tension  T^,  et /en  prolongeant  la  direction 
de  la  résultante  jusqu'à  la  rencontre  de  la  verticale  CF. 
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Représentons  par  b  cette  quantité  CN.  Nous  aurons  pour  les 
coordonnées  du  ooînt  C, 


coordonnées  du  point  C, 

Y' 


5a 

Les  coordonnées  du  point  D  sont  ^r  =:-^,  t/=  DL;  prolon- 
geons le  côté  BC  jusqu'à  sa  rencontre  en  R  avec  DL  ;  la  quan- 
tité DL  est  la  somme  des  deux  parties  RL  et  DR;  or  RL  est 
double  de  CN,  ou  égale  à  26;  quant  à  DR,  le  polygone  de 
Varignon,  ou  la  composition  des  forces,  montre  qu'elle  est 
égale  à  CN  ou  à  b.  Donc  j/=  26  4-  6. 

Le  quatrième'sommet  E  aura  pour  coordonnées 

x  =  1^      et      2^=36  +  26+6, 

car,  en  prolongeant  CD,  BC,  jusqu'aux  points  S  et  T,  on  a 
TS  =  DRx2,  etSU=GNx3.  Enfin,  on  reconnaîtrait,  tou- 
jours de  la  même  manière,  que  TE  est  égal  à  CN  ou  à  6.  • 

Cette  loi  est  générale,  et  les  coordonnées  du  n*^""  sommet 
à  partir  du  sommet  B  inclusivement,  seront  données  par  les 
formules  : 

^-— ^         ' 
?/={»  — 1)6 +(w— 2)6  + (n  — 3)6+  ...  -f- 56 +  26 +  6 
=  6x(l+2+...  +  {n-l) 

,       n{n  —  \) 

On  démontre  au  moyen  de  ces  formules  que  le  polygone 
BCDE  ...  est  inscriptible  dans  une  paraT)ole.  Il  suffit  pour  le 
faire  voir  d^éliminer  n  entre  les  deux  équations. 

Or  2m  —  1,  qui  nous  est  donné  par  la  première,  est  égal  à 
la  somme  n+- (n —  1)  ;  la  seconde  équation  nous  fait  con- 
naître le  produit  71  (n — 1);  enfin  la  différence  n  —  (n — 1) 
est  égale  à  T  unité.  Écrivons  donc 

^  a 

n^[n  —  \)  =  \, 

.     «(«~i)=|. 
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Élevons  les  deux  premières  équations  au  carré,  retranchons 
du  carré  de  la  première  la  somme  du  carré  de  la  seconde  et 
du  quadruple  de  la  troisième,  il  vient  en  définitive  : 


a*  b 


équation  d'une  parabole  qui  contient  tous  les  sommets. 


COURBES    FUNICULAIRES. 

523.  Le  polygone  funiculaire  est  la  figure  d'équilibre  d'un 
fil  sçumis  à  des  forces  discontinues.  Lorsque  la  répartition  des 

forces  est  continue,  le  polygone  se 
change  en  une  courbe  funiculaire^ 
dont  nous  allons  chercher  les  équa- 
tions. 

Soit  AB  la   courbe  funiculaire, 
dessinée  par  un  fil  en  équilibre  sous 
Taclion  des  forces  qui  y  sont  appli- 
quées, et -des  réactions  des  points 
^*^-  ^-  fixes  A  et  B  auxquels  le  fil  peut  être 

attaché.  Rapportons  cette  courbe  à  trois  axes  rectangulaires 
OX,  OY,  OZ. 

Considérons  un  arc  élémentaire  MM'  =  ds;  nous  pouvons 
l'isoler  du  reste  du  fil,  en  coupant  le  fil  aux  points  M  et  M'; 
Tare  élémentçiire  est  sollicité  par  une  force  du  même  ordre 
de  grandeur  que  lui-môme,  et  que  nous  pourrons  représenter 
par  Yds,  F  étant  un  coefficient  fini.  Fds  est  à  proprement 
parler  la  résultante  des  forces  réparties  le  long  de  Tare  MM'. 
Décomposons-la  suivant  les  trois  axes;  nous  aurons  pour 
composantes  Xd^,  Yt/s,  Ids.  Les  quantités  X,  Y,  Z,  expriment 
les  valeurs  des  composantes  de  la  force  extérieure  rapportée  à 
Vunité  de  longueur  de  fil. 

La  force  Fds  est  tenue  en  équilibre  par  les  tensions  T  et  T' qui 
agissent  aux  extrémités  de  l'arc,  et  qui  sont  des  forces  exté- 
rieures pour  Tare  MM'  considéré  isolément.  Nous  savons  déjà 
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qu'elles  sont  tangentes  à  la  courbe  aux  points  M  et  M'  (§315). 
L'une,  T,  agit  sur  l'ara  dans  un  sens,  Tautre^T',  agit  en  sens 
contraire. 

La  tangente  à  la  courbe  AB  au  point  M  fait  avec  les  trois 

axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  -r»  -î^»  tt- 
°  ds  ds    as 

La  tension  T,  estimée  suivant  les  axes,  a  donc  pour  compo- 

dûc      du      dz 
santés  Ty,  T-^,  T  j-;  de  plus,  comme  cette  force  est  dirigée 

Cl  s         u  s         ttS 

en  sens  contraire  du  sens  dans  lequel  est  compté  l'arc  dssurla 
courbe  AB,  ses  composantes  doivent  être  prises  avec  le  sigiïe — . 
La  tension  T'  pourra  de  même  être  décomposée  suivant  les 
trois  axes  au  point  M'.  Mais  observons  que  la  tension!  en, un 
point  M  de  la  courbe ,  est  une  fonction  continue  de  l'arc  s  qui 
définit  ce  point;  en  effet  la  tension  T'  est  égale,  et  contraire  à 
la  résultante  de  la  tension  T  composée  avec  une  force  infini- 
ment petite  ¥ds.  Considérons  donc  T  comme  une  fonction  de 

dx 
l'arc  s,  ou  des  coordonnées  Xy  y^  z.  Les  composantes  Tj-» 

T-i^.T^,  sont  aussi  des  fonctions  continues  des  mêmes 
ds      ds 

variables,  et  par  suite,  quand  on  passe  du  point  M  au  point 

M',  ces  fonctions  augmentent  chacune  de  sa  différentielle.  . 

On  voit  de  plus  sur  la  figure  que  le  sens  de  la  tension  change 

quand  on  passe  du  point  M  au  point  M',  de  sorte  que  les  trois^ 

composantes  de  T'  sont  égales  respectivement  à 


+ 


l'i^-'n)} 


Après  avoir  décomposé  suivant  les  trois  axes  les  forces  T 
T%  Yds  qui  agissent  sur  l'élément  MM',  écrivons  les  trois 
équations  d'équilibre  qui  expriment  que  la  résullanté  de 
translation  du  système  est  nulle. 
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S08  COURBES  FUNICULàIRES. 

Il  vient  pour  la  première, 
équation  qui  se  réduit  à 
les  deux  autres  donneraient  de  même 

■Yrf«, 

X,  Y,  Z,  étant  supposées  des  fondions  connues  de  x,  J,  Zy  on 
a  dans  les  trois  équations  (1)  autant  de  relations  qu'il  en  faut 
pour  déterminer  analytiquement  T,  et  pour  trouver  entre 
les  coordonnées  a?,  j/,  z^  deux  équations  qui  définiront  la 
courbe  AB  ;  la  valeur  de  T  fera  ensuite  connaître  la  tension 
en  chaque  point  de  la  courbe. 

Nous  n'avons  pas  posé  les  équations  des  moments  ;  elles  se- 
raient vérifiées  d'elles-mêmes.  Les  trois  forces  ¥ds^  T  et  T'  se 
faisant  équilibre,  il  est  nécessaire  qu'elles  soient  dans  un 
même  plan  et  qu'elles  passent  par  un  même  point.  Les  ten- 
sions. T  et  T',  tangentes  à  la  courbe  AB  en  deux  points 
infiniment  voisins  M;  M',  sont  situées  dans  le  plan  osculateur 
à  la  courbe  dans  la  région  MM';  la  force  Fds  est  donc  aussi 
contenue  dans  ce  plan,  et  elle  passe,  aux  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  près,  par  le  point  de  concours  des  deux  tan- 
gentes menées  aux  extrémités  de  l'arc  ds. 

INDICATRICE   DES   TENSIONS  ET   DES   FORCES. 

324.  Par  un  point  0  de  l'espace  (fig.  310),  menons  deux 
droites  ON,  ON',  parallèles  aux  tangentes  à  la  courbe  AB, 
prises  dans  le  sens  des  arcs  positifs  ;  prenons  sur  ces  droites 
des  longueurs  ON  =  T  et  ON'=T',  enfin,  joignons  NN'. 
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L'angle  NON',  égal  à  Tangle  compris  entre  deux  tangentes  con- 
sécutives à  la  courbe  AB,  est  Vanyle  de  contingence,  dw,  de  cette 
courbe  au  point  M.  Dans  le  triangle  ONN',  le  côté  ON'  est  la 
résultante  géométrique  de  ON  et  de  NN'; 
.  or  ON  est  égal  en  valeur  absolue  à  T , 
et  ON'  à  T',  Enfm  T' est  égal  et  contraire 
à  la  résultante  de  T  et  de  Fds  ;  donc 
l'arc  NN'  est  parallèle  à  la  force  Fds^  égal 
en  valeur  absolue  à  celte  force,  mais  di- 
rigé en  sens  contraire.  La  force  Fds  est  dirigée  dans  le  sens  N'N. 

En  continuant  à  mener  par  le  point  0  des  parallèles  aux 
tangentes  à  la  courbe  AB,  on  formera  une  courbe  auxi- 
liaire qui  remplacera  le  polygone  de  Varignon,  et  que  nous 
appelèrons  l'indicatiice  des  tensions  et  des  forces.  Les  arcs  de 
celte  indicatrice,  pris  dans  le  sens  CD  où  la  courbe  serait  décrite 
par  le  point  N  quand  le  point  M  parcourt  la  courbe  AB  dans  le 
sens  posilif,  sont  respectivement  égaux,  mais  de  sens  con- 
traire ,  aux  forces  Fds  qiii  sollicitent  les  éléments  successifs 
du  fil  AB,  et  les  rayons  vecteurs  ON  représentent  en  valeur 
absolue  les  tensions  aux  points  correspondants  M  dé  la  courbe 
funiculaire. 

On  remarquera  l'analogie  de  cette  courbe  auxiliaire  avec  Vin- 
dicatrice  des  accélérations  totales  (I,  §  98}  ;  les  rayons  vecteurs 
représentent  dans -un  cas  les  tensions  de  la  courbe  funicu- 
laire, dans  Tautre  les  vitesses  du  point  mobile  sur  sa  trajec- 
toire ;  les  arcs  de  l'une  représentent  les  produits  Fds^  les  arcs 
de  l'autre  les  produits  jdt.  Il  est  essenliel  seulement  d'^observer 
que  dans  l'indicalrice  des  tensions  et  des  forces,  les  directions 
des  arcs  sont  contraires  aux  directions  des  forces  Fds,  tandis 
que  les  directions  sont  les  mêmes  pour  les  accélérations  et  les 
arcs  correspondants  de  l'indicatrice  des  accélérations  totales. 

325.  Le  triangle  .ONN'  nous  permet  de  décomposer  la  force 
Fds,  représentée  en  grandeur  et  en  direction  par  N'N,  suivant 
la  tangente  à  la  courbe  funiculaire  et  la  normale  principale. 

Soit 

/^  =  N'Nr 
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Tangle  que  la  force  ¥ds  fait  avec  la  courbe  AB,  prise  dans  le 
sens  des  arcs  positifs  ;  nous  aurons 


IN  =  NN'eos/i, 
Na=;=NN'sin/x. 


Or 


N'I  =  ON'  X  sinN'ON  =  Vdca,      ' 

ou  enfin  =  Tdw,  en  négligeant  lés  infiniment  petits  d'ordre 
supérieur.  De  même 

IN  =  ON  —  01  =  ON  —  ON'  =  T  —  T'  =  —  rfî . 

Donc  la  composante  tangentielle  de  ¥ds  est  égale  à  dT; 
la  composante  normale  £st  centrifuge^  c*est-à-dire  dirigée 
suivant  le  prolongement  de  la  normale  principale,  et  elle 

est  égale  à  Tdw,  ou  à  — ,  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure 

P 
de  la  courbe  AB  au  point  M. 

Divisant  les  deux  équations  Tune  par  l'autre,  on  élimine 

NN',  et  il  vient 


d'où  résulte  la  relation 


lang  fi  = 

N'I 

Tdca 

IN  ■" 

-dl' 

l 

rfT 
T  ~ 

taiig 

■ 

Tous  ces  résultats  ont  une  complète  analogie  avec  ceux  que 
Ton  obtient  pour  Taccélération  totale  (I,  g  96). 


SURFACES   DE    NIVEAU. 

326.  Reprenons  les  irois  équations  (1  )  : 


w 


Zds. 
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Développons  le  premier  membre  :     . 

as  cls 

lis  as 

Multiplions  la  première  par  dx^  la  seconde  par  dj/,  la  troi- 
sième par  dz,  et  ajoutons.  11  viendra,  en  divisant  par  ds, 

ds^  •  \  ds      cls       as      ds       ds      ds  / 

■i-(\dx-^Ydy-j-Zdz)  =  Oy 

* 

équ.ation  qui  se  simplifie,  en  observant  q.ue 
ce  qui  donne  en  différentiant 

dx  j  dx    ,  dy  ,  dy   ,    dz   ,  dz      ^ 
ds      ds       ds      ds       ds      ds 

Le  coefficient  de  dT  est  donc  égal  à  l'unité,  et  le  coefficient 
de  T  à  zéro  ;  l'équation  prend  la  forme 

dT-^[\dx-\-\dy-hldz):=^0.     '  *  (2) 

L'arc  s  est  éliniiné.  Supposons  que  X,  Y,  Z,  soient  des  fonctions 
connues  de  x^y^z;  il  ne  restera  plus  dans  cette  relation  que 
la  tension  T  et  les  coordonnées  du  point  auquel  cette  tension 
est  développée.  • 

Cela  posé,  si  la  fonction  \dx  H-  Ydy  -h  Idz  est  la  différentielle 
d^ une  fonction  9  {x^  y,  z)  des  coordonnées,  on  pourra  intégrer 
l'équation  (2)  indépendamment  des  équations  (1),  et  l'inté- 
grale sera 

T+9(a:,  î/,  3)=C,.  (3) 

C  étant  une  conslante  arbitraire.  Dains  ce  cas,  la  tension  T  est 
déterminée  analytiquement^  à  une  constante  près ^  pour  un  point 
quelconque  de  V espace. 
La  tension  T  a  la  même  valeur  pour  tous  les  points  qui 
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donnent  la  même  valeur  à  la  fonction  ç.  Le  lieu  des  points  de 
l'espace  où  la  tension  a  une  valeur  donnée,  est  donc  la  sur- 
face représentée  par  l'équation 

.9  (a:,  y,  5)  =  COnst.,  (4)* 

équation  qui,  en  altribuant  successivement  à  la  constante  dif- 
férentes valeurs,  représente  une  famille  de  surfaces  le  long 
de  chacune  desquelles  la  tension  a  une  même  valeur. 
Une  fois  la  tension  connue  en  un  point  de  l'espace,  elle  est 
connue  pour  tous  les  autres,  car  cela  suffit  pour  fixer  la  va- 
leur qu'il  convient  d'allribuerà  la  constante. 

Ces  surfaces  sont  appelées  surfaces  de  niveau;  nous  les  re- 
trouverons dans  la  théorie  des  forces  vives  et  dans  l'hydros- 
tatique. Leur  principal  )  propriété,  c'est  d'être  en  chaque  point 
normales  à  la  force  F  appliquée  à  ce  point.  C'est  ce  qu'indique 
l'équalion 

que  l'on  obtient  par  hypothèse  en  différentiant  Téquation  (4)  ; 
car  elle  exprime  que  la  direction  de  la  force  F  définie  par  les 

Y       V      7  ^ 

cosinus  -û,  iT,  û,  fait  un  angle  droit  avec  une  direction  -^, 

t      r     r  fis 

-^ ,  -T-,  prise  comme  on  voudra  sur  la  surface  définie  par  Tô- 

quation  (4). 

Supposons,  par  exemple,  que  la  force  F  soit  la  pesanteur,  et 
qu'on  prenne  l'axe  OZ  vertical;  on  auraX=0,  Y  =  0  :  de 
plus  Z  sera  constant  si  le  fil  a  partout  le  même  poids  par  unité 
de  longueur.  Les  surfaces  de  niveau  sont  alors  définies  par 
l'équation  d»  =  0,  ou,  en  intégrant,  par  l'équation 

qui  représente  une  série  de  plans  horizontaux.  Il  en  serait  de 
môme  si  Z,  au  lieu  d'être  constant,  était  une  fonction  de  z. 

Tous  ces  résultats  exigent  que  les  conditions  suivantes 
soient  remplies  : 

1°  11  faut  que  X,  Y,  Z,  soient  exprimables  en  fonction  de  x, 
î/,  a,  seuls; 
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2**  Il  faut  que  Xdx  -hXdy  -h  Idz  soit  une  différentielle 
exacte,  c'est-à-dire  que  les  fonctions  X,  Y,  Zj  satisfassent  aux 


égalités 

' 

rfX      dY 

d\      dl 

d\      d'I 

.     dy  ~~  dx  ' 

dz^dx" 

dz      dy 

PARABOLE   DES   PONTS    SUSPENDUS- 

527.  Cherchons  la  courbe  d'équilibre  dessinée  par  un 
fil  qui  serait  sollicité  par  des  poids  répartis  uniformément  sur 
4a  projection  horizontale  de  ce  fil,  à  raison  dep  kilogram- 
mes par  unité  de  longueur.  Prenons  l'axe  des  z  verlical  et 
montant.  Nous  aurons  d'abord  X=0,  Y=0;  pour  évaluer 
Zy  remarquons  que  Ids  représente  dans  nos  équations  la 
force  totale  qui  agit  sur  l'élément  ds\  or  ici  ce  n'est  pas  Z  qui 
est  constant,  car  il  en  résulterait  que  le  fil  serait  chargé 
d'un  poids  constant  par  unité  de  longueur  mesurée  sur  le  fil 
lui-même.  L'élément  ds  fait  avec  le  plan  horizontal  un  angle 

dont  le  sinus  est  -,-  ;  le  cosinus  de  cet  angle  est  i/ 1  —  -^^i 


ds' 


et  l'arc  ds  a  pour  projection  horizontale  ^ds^^-dz*^  ou 
yj  dx^-hdy^.  C'est  à  cette  longueur  que  Vapplique  le  poids 
constant  p,  et  Ton  doit  avoir 

2)  ^dx*  +  dy*  =  —  Ids, 

d'où  résulte 

'^^         Sldx*  +  dy\ 
'  ds 

Le  signe  —  indique  que  la  force  Ids  est  dirigée  en  seiis  con- 
traire de  l'axe  OZ.  '     • 
Les  trois  équations  d'équilibre  nous  donnent  donc 


II.  —    XÉG.  COLLIGKOX» 
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On  lire  des  premières 

ds     • 
^  (/«  -  "' 

A  et  B  étant  des  constantes. 

Ces  équations  nous  apprennent  que  les  composantes  hori- 
zontales de  la  tension  sont  constantes  en  tous  les  points  de  la 
courbe. 

Si  Ton  multiplie  la  première  par  dy,  la  seconde  par  dx^  et 
qu'on  retranche,  il  vient  l'équation 

kdy  —  Hdx  =  0, 

qui  intégrée  donne 

Ay  — Ba:=C, 

équation  d'un  plan  vertical.  La  courbe  est  donc  plane.  Nous 
pourrons  prendre  le  plan  de  la  courbe  pour  plan  des  ZOX; 
cela  revient  à  faire  y  =  0  et  dî/  =  0.  La  troisième  équation 
devient  alors 

Intégrant,  on  a 

G  désignant  une  nouvelle  constante,  et  par  .^uite  on  a  à  la 
fois 

Multiplions  la  première  par  dz  et  la  seconde  par  dx,  et 
retranchons  ;  il  viendra 

0  =  Xdx  —  Gdx  —  pxdx, 

et  en  intégrant 

ll  =  Aa-  Gx  — ^;>a;«, 
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équation  d'une-  parabole;    H  est  une  nouvelle  conslante. 
La  tension  T  s'obtient  en  ajoutant  les  mêmes  équations  éle- 
vées au  carré;  il  vient  éh  effet 

La  solution  contient  5  constantes  arbitraires  si  Ton  ne  con- 
naît pas  d'avance  le  plan  vertical  contenant  la  courbe,  et  3  seu- 
lement si  Ton  connaît  ce  plan.  Supposons  qu'on  donne  deux 
points  de  la  courbe  ;  le  plan  vertical  qui  la  renferme  sera  déter- 
miné par  ces  deux  points,  sauf  le  cas  où  les  deux  points  se- 
raient situés  sur  la  même  verticale.  Il  n'y  aura  donc  plus  que 
3  constantes  à  déterminer,  A,  G  et  H,  On  y  parviendra  en  expri- 
mant que  la  courbe  passe  par  chacun  des  points  donnés,  et 
qu'elle  a  une  longueur  donnée  entre  ces  deux  points  ;  ce  qui 
fournira  en  effet  3  équations  distinctes,  permettant  de  déter- 
miner 3  inconnues. 

Si  les  deux  points  donnés  étaient  sur  la  même  verticale,  la 
parabok  se  changerait  en  cette  verticale  elle-même  ;  on  aurait 
A=0,  a;  aurait  une  valeur  constante,  elp  serait  infini. 

Ce  problème  n'admet  pas  de  surfaces  de  niveau,  parce  que 
les  valeurs  de  X,  Y,  Z,  ne  sont  pas  exprimables  à  priori  en 
fonction  des  coordonnées  x,  i/,  z. 

328.  On  parvient  géométriquement  aux  mêmes  résultats. 
Le  fil  en  équilibre  est  tout  entier  contenu  dans  le  plan  ver- 
tical; la  force  qui  sollicite  chaque  élément  étant  parallèle 
à  une  même  direction,  l'indicatrice  des  tensions  est  plane  ;  la 
courbe  funiculaire  l'est  aussi,  puisque  tous  ses  plans  oscula- 
teùrs  sont  parallèles  au  plan  de  l'indicatrice. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  le  fil  ABC  soit 

attaché  à  des  points  fixes  A  et  C,     a  b c 

situés  à  égale  hauteur  ;  soit  B      ^\^  f/^  ~y^ 

son    point  le    plus    bas.    Les     1 ^^^Z^y--^=A^^..Ji:^^..^_ . 

poids  qui  le  sollicitent  sont  sup-  ^''       **  *"  j 

posés   uniformément    répartis  p^ 

suivant  l'horizontale;  p  est  le  Fig.  sil 

poids  qui  charge  le  fil  par  unité  de  longueur  horizontale; 
soit  2a  la  portée  AC  ,  partagée  au  point  B  en  deux  parties 
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égales.  La  résullanle  des  poids  appliques  à  une  moitié,  BC, 
sera  égale  à  pa,  et  celte  force  passera  en.  un  point  1^  milieu 
de  Bc.  Appelons  T^  la  tension  du  fil  au  point  B  ;  la  force 
horizontale  T^  et  la  force  verticale  pa  font  équilibre  à  la  ten- 
sion du  (il  au  point  C  ; 'prenons  les  moments  par  rapport  à  ce 
point  ;  nous  aurons  pour  déterminer  T^  l'équation 

ou  bien 

f  étant  la  flèche  B6,  égale  à  la  hauteur  Ce  du  point  d'aftache  au- 
dessus  du  point  le  plus  basi  La  tension  au  point  G  est  tangente 
à  la  codrbe  formée  par  le  fil  ;  et  comme  elle  fait  équilibre  aux 
forces  Tç  et  pa,  les  directions  des  trois  forces  se  coupent  en 
un  même  point,  c'est-à-dire  au  point  I;  on  obtient  donc  la 
tangente  à  la  courbe  en  un  point  C  quelconque  enjoignant  ce 
point  au  milieu  de  la  projection  de  l'arc  BC  sur  la  tangente  Bc 
au  sommet  B.  Plus  généralement  deux  tangentes  quelcon- 
ques, menées  à  la  courbe,  se  coupent  sur  la  droite  menée, 
parallèlement  à  Taxe,  par  le  milieu  de  la  corde  qui  joint  les 
points  de  contact. 

Ces  propriétés  définissent  la  parabole.  Pour  trouver  l'équa- 
tion de  la  courbe,  considérons  un  arc  quelconque  BM,  com- 
mençant au  point  B.  Soit  Bm  =  x  et  mM=:5  les  coordonnées 
du  point  M. 

L'arc  BM  est  en  équilibre  sous  Faction  de  la  force  horizon- 
tale Tq,  du  poids  Bmxp,  vertical  et  appliqué  au  milieu  m  de 
la  distance  Bm,  et  enfin  de  la  tension  au  point  M.  Prenant  les 
moments  par  rapport  à  ce  dernier  point,  on  aura  Téquation 


ou  bien 


To  X  BIm  =  (Bwi  X  p)  X  B;i,      . 


T.,=;..x|=f. 
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équalion  d'une  parabole  rapportée  à  son  [axe  Bb  et  à  la  tan- 
gente en  son  sommet. 

La  composante  horizontale  de  la  tension  en  un  point  quel- 
conque est  constante  et  égale  à  T^. 

CHAINETTE. 

329.  La  chaînette  est  la  courbe  d'équilibre  d'un  fil  homo- 
gène pesant.  Elle  diffère  de  la  parabole,  avec  laquelle  on  la 
d'abord  confondue,  en  ce  que  le  poids  ]^  au  lieu  d'être  unifor- 
mément réparti  sur  l'horizontale,  est  uniformément  réparti 
suivant  la  courbe  elle-même.  Il  résulle  de  là  qu'il  y  a  très-peu 
de  différence  entre  la  chaînette  el  la  parabole  dans  l'a  région 
voisine  du  sommet  B  de3  deux  courbes;  car  dans  celte  région 
il  y  a  une  différence  insensible  entre  la  longueur  de  l'arc  de 
courbe  et  la  longueur  de  sa  projection. 

Prenons  l'axe  des  z  vertical  et  montant  ;  nous  aurons  \ds=0, 
Yds=Oy  l(ls  =  — pds,  et  les  équations  d'équilibre  deviendront 


Des  deux  premières  on  déduirait,  comme  dans  le  problème 
précédent,  que  la  courbe  est  tout  entière  contenue  dans  un 
plan  vertical.  Prenant  ce  plan  pour  plan  des  ZOX,  ce  qui  re- 
vient à  faire  t/=  0,  on  est  ramené  aux  deux  équations 

Intégrons.  Il  vient,  A  et  B  étant  des  constantes, 

dx 
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Nous  pouvons  supposer  la  constante  B  nulle,  en  comptant 
sur  la  courbe  les  arcs  s  a  partir  du  point  le  plus  bas,  pour 

lequel  ^  =:0.  On  a  en  ce  point  j-  =1,  donc  A  est  la  valeur, 

T^,  de  la  tension  au  point  le  plus  bas  de  la  courbe.  Nous 
avons  ainsi  les  deux  équations  : 


ds 

=  T., 

(h 

=pft. 

Élevons  au 

carré  et 

ajoutons  ; 

il  vient 

T«=rTo« 

+  7>«i«. 

et 

par 

suite 

T±=V»o' 

'^-P**^. 

en  prenant  le  radical  positivement.  Substituons  dans  les  deux 
équations  précédentes,  et  résolvons  par  rapport  à  dx  et  dz; 
nous  oblenons  les  relations 


,  lods 

(ix  = 


(h 


'  y/To*  +i^v' 
psds 


que  Ton  peut  intégrer  par  quadrature.  La  première  peut  se 
mettre  sous  la  forme 


f/a:  =  -  X 


"  V'Hff-     ., 

On  est  conduit  à  intégrer  une  différentielle  de  la  forme 

du 
.  ,         ,>  dont  rintégrale  est 

V  1  H-  î**  ° 

log  nép(M-hyi4-u*). 

Donc 
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La  seconde»  équation  s'intègre  en  multipliant  et  divisant  le 
second  membre  par  p  ;  il  vient 

z  =  const  4-  -  v'To*  4-  p*s*. 

Les  coordonnées  xciz  s'expriment  ainsi  en  funclion  de  Tares, 
mesuré  à  partir  du  point  le* plus  bas  de  la  courbe.  Nous  pou- 
vons effacer  les  conslantes,  en  choisissant  convenablement 
l'origine.  Pour  5  =  0,  c'est-à-dire  pour  le  point  le  plus  bas, 

T 
nous  aurons  alors ,aj  =  0,  z^-^.  L'origine  esl,  d  après  cette 

convention,  un  point  situé  verticalement  au-dessous  du  point 

T 
le  plus  bas,  à  une  dislance  égale  à  — .  Les  équations  de  la 

7 
chaînette  deviennent    ' 


Les  radicaux  doivent  toujours  être  pris  positivement.  Ces 
équations  montrent  que  si  Ton  change  s  en  —  s^  z  reste 
le  même,  tandis  que  x  se  change  on  —  x.  En  effet  la  quantité 
sous  le  signe  log  devient  par  ce  changement 


îW^ 


.EÎ  +  t/,4-'â.* 


t;  "^  V  '  ■*"  tt»  ' 


Or  le  produit  de  celte  différence  par  la  somme 


f>0^'** 


est  égal  à  l'unité;  la  so  nme^ies  logarithmes  esl  donc  nulle, 
et  les  deux  valeurs  de  x  sont  égales  en  yaleur  absolue  et  de 
signes  contraires. 
On  a  à  la  fois  les  trois  équations    . 
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Les  deux  premières  nous  donnenl 


To  ^  V  To* 


2^ 

To 


Remplaçons  le  radical  par  sa  valeur  fournie  par  la  Iroi- 
sième  ;  il  vient 


2)x 

l[s  +  ^)=e'''' 

> 

■Ë{s-z)=-c~ 

-H 
T. 

Ajoulons  et  retranchons  ;  nous  aurons 

T.). 

-§(^^'+^" 

Celte  dernière  équation  définit  la  courbe.  L'autre  fait  con- 
naître l'arc  de  la  chaînette  en  fonction  de  l'abscisse. 

T 

Nous  avons  vu  que —  est  la  distance  de  Torigine  au-dessous 

'^  du  point  le  plus  bas  de  la  chaî- 

nette ;  appelons  a  cette  dislance. 
L^équation  dp  la  courbe  pren- 
dra» la  forme 

Soient  OX,  OZ,  les  axes;  pre- 
nons OB=a  ;  le  point  B  appar- 
tiendra à  la  courbe. 
Construisons  la  logarithmique  PQ  représentée  par  l'équa- 

lion  l=zae^;  elle  est  asymptote  à  la  partie  négative  de  l'axe 


A 

K           ^        ■ 

• 

A 

> 

^ 

y^^^,,.^-^^ 

i' 

p 

^^^B 

^^~— 

q;_ 

Fig.  512. 
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X 

des  X  ;  la  courbe  z=ae  "  est  une  logarithmique  P'Q'  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  Taxe  OZ.  Ces  deux  cour- 
bes passent  au  point  B.  La  chaînette  ABC  est  le  lieu  des 
milieux  M  des  intervalles  QQ'  compris  entre  les  deux  loga- 
rithmiques sur  toute  ordonnée  menée  parallèlement  à  Taxe  OZ. 

330.  Les  équations  précédentes  permettent  de  faire  une 
élude  complète  de  la  chaînette.  Mais  on  peut  faire  la  même 
étude  sans  y  avoir  recours. 

Nous  allons  chercher  les  principales  propriétés  géomé- 
triques de  la  courbe,  en  exprimant  qu'un  arc  quelconque 
est  en  équilibre  sous  l'action  de  son  poids  et  des  tensions  qui 
s'exercent  tangentiellement  à  ses  deux  extrémités. 

Soit  ABC  la  forme  d'équilibre  à  laquelle  nous  donnons  le 
nom  de  chaînette.  A  et  C  sont,  par  exemple,  les  points  où 
s'attache  le  fil  ;  B  est  son  point  le  plus  bas. 

Prenons  un  arc  quelconque  de  courbe  MN,  et  menons  aux 
points  M  et  N  les  tangentes  MT,  NT',  qui  sont  les  directions  des 
tensions  T  et  T'.  Les  deux 
droites  MT,  NT',  se  coupent 
en  un  point  S,  qui  se  trouvera 
sur  la  verticale  menée  par  le 
centre  de  gravité  de  l'arc  MN, 
car  les  deux  forces  T  et  T'  font 
équilibre  au  poids  MNxp  de 
l'arc,  qu'on  peut  regarder  comme  appliqué  en  son  centre  de 
gravité. 

Décomposons  les  forces  T  et  T'  en  deux  composantes,  Tune 
horizontale  T^,  l'autre  verticale.,  T^,  et  T'^.  Les  deux  compo- 
santes horizontales  "seront  égales  ;  quant  aux  composantes 
verticales,  on  aura  entre  elles  la  relation 

T',  =  Tj4-;;XMN. 

On  a  enfin  à  exprimer  l'équilibre  du  couple  (T^,  —  TJ  et  du 
couple  auquel  on  peut  réduire  les  forces  parallèles  T\,  T^,  et 
p  X  MN  ;  ce  qui  conduit  à  poser  l'équation  des  moments 

Tj  X  EN  +  (p  X  MN)  X  FN  =  To  X  ME. 
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Nous  pouvons  trouver  très-facilement  une  relation  enlre  les 
tensions  T  et  T'.  En  effet,  prenons  un  arc  infiniment  pelil  MN 
(fig.  314),  et  projetons  les  trois  forces  T,T'  et  pxMN,  qui  se 
font  équililire,  sur  la  tangente  au  point  M,  ou  sur  la  direction  de 
la  force  T;  la  force  T',  qui  fait  avec  Taxe 
de  projection  un  angle  infiniment  pelit^s'y 
projette  en  vraie  grandeur  aux  infiniment 
petits  du  second  ordre  pi:ès.  Donc  la  force 
T' excède  la  force  T  de  la  composante  tan- 
gentielle  de  la  force  verticale  p  x  MN  ; 
mais  projeter  sur  la  tangente  une  longueur 
proportionnelle  à  MN,  prise  sur  la  ver- 
ticale, cela  revient  a  prendre  cette  quantité  sur  la  tangente, 
ou  sur  l'arc  lui-même,  et  à  la  projeter  sur  la  verticale; 
la  projection  cherchée  est  donc  égale  au  produit  de  p  par  la 
projection  verticale  NP  de  Tare  MN,  ou  par  la  différence  de 
hauteur,  dz^  des  deux  extrémités,  M  et  N,  de  Tare. 
On  a  en  définitive 

Celte  relation  peut  s'étendre  à  uïi  arc  fini  MN  quelconque 
(fig.  313),  car  on  peut  toujours  décomposer  cet  arc  en  élé- 
ments aussi  petits  qu'on  voudra,  à  chacun  desquels  l'équation 
sera  applicable,  et  il  n'y  aura  qu'à  faire  la  somme  de  toutes 
ces  équations  pour  obtenir  l'équation  relative  à  un  arc  quel- 
conque. Donc 

La  tension  au  point  le  plus  bas,  B,  est  horizontale,  et  par  • 
suite  égale  à  T^,  puisque  la  composante  horizontale  de  la  ten- 
sion est  partout  la  même.  Appelons  H  la  hauteur  d'un  point 
quelconque,  M,  au-dessus  du  point  le  plus  bas  :  la  tension  T 
en  ce  point  sera  donnée  par  l'équation 

T  =  To+i)H. 

H  est  la  différence  z  —  z^des  ordonnées  du  point  M  et  du 
point  B. 
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On  peut  représenter  les  tensions  par  le  poids  d'une  cer- 
taine longueur  de  fil  ;  la  tension  T^,  sera,  par  exemple,  repré- 
sentée par  une  longueur  a  de  fil  fournie  par  l'équation  pa  =  T^,  ; 
dans  celte  hypothèse,  la  tension!  en  un  point  M  quelconque 
est  représentée  par  la  longueur  de  fil  m-  H,  car  on  a  toujours 

.  T  =  To-h;;n=;;;X(fl4-H). 

Menons  au-dessous  de  la  courbe,  à  une  dislance  verticale 
Bft=û  de  son  point  le  plus  bas,  une  horizontale  bm  (fig.  315). 
Le  point  M  de  la  courbe  sera  à  la  distance  MP-hPm=H  -t-  a 
de  celle  droite,  et  par  conséquent  Mm  représente,  en  lo  n- 
gueur  de  fil,  la  tension  T  au  point 
M.  On  voit  que,  si  l'on  place  en 
M  une  poulie  infiniment  petite, 
et  qu'on  fasse  passer  le  fil  sur  cette 
poulie,  l'équilibre  sera  assuré  par 
le  poids  du  brin  Mm ,  pourvu  qu'on 
donne  à  ce  brin  une  longueur 
telle  qu'il  atteigne  sans  la  dépasser 
rhorizonlale  hm. 
•  Nous  avons  vu  tout  à  l'heure  que 
la  composante  verticale,  T^,  de  la  tension  au  point  M  surpasse 
la  même  composante  en  un  autre  point  B,  de  tout  le  poids  de 
l'arc  BM;  soit  s  cet  arc  compté  à  partir  du  point  le  plus  bas; 
la  composante  verticale  étant  nulle  en  B,  on  aura  simplement 

La  tension  totale  T  est  la  résultante  de  deux  forces  rectan- 
gulaires T^,  et  Tj  ;  donc 

T*=T,«4-T««, 

ou  bien 

Appelons  2,  pour  abréger,  la  distance  totale  Mm  ;  il  vien- 
dra, en  supprimant  le  facteur  commun  p, 
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équation  qui  permet  de  consiruirc  géométriquement  la  lon- 
gueur rectifiée  de  Tare  s  (Cf.  §  214).  Cet  arc  est  en  effet  le 
second  côté  de  Tangle  droit  d'un  triangle  rectangle,  dont  le 
premier  côté  est  égal  à  a,  ou  à  Bft,  et  Thypoténuse  égale  à  z 
ou  à  Mm. 

Du  point  m  abaissons  mm'  perpendiculaire  sur  la  tangente 
Mm'  ;  le  triangle  mm'M  sera  semblable  au  triangle  MT^T,  et 
par  conséquent 

mm' T«  __       pa       a 

Mm  "~  f"";;  (rt  4-  H)  ~  rt+Tl  ' 

OrMm  =  a+Il;  donc  mm'=a. 

Le  triangle  mm'M  est  rectangle  en  m'  ;  il  a  l'hypoténuse 
Mm  =  2,  et  le  côté  de  Tangle  droit  mm'  =  a;  doTic  le  second 
côté  de  l'angle  droit,  Mm,  est  égal  à  l'arc  s. 

Le  point  m'  appartient  à  la  développante  de  chaînette  qui 
part  du  point  B.  On  obtient  ainsi  ces  deux  théorèmes  : 

La  distance  du  pied  m  de  V  ordonnée  Mm  à  la  tangente  est 
constante; 

La  projection  Mm'  de  V ordonnée  sur  la  tangente  est  égale  à 
rare  Bm.  v    . 

La  droite  mm'  est  tangente  à  la  développante  lieu  des  points 
m'  ;  on  voit  que  la  portion  de  la  tangente  à  cette  courbe^ 
comprise  entre  le  point'^de  contact  et  la  droite  bm,  a  une  lon- 
guew'  constante.  La  développante  de  chaînette  qui  part  du 
sommet,  est  pour  cette  raison  appelée  tractrice;  c'est  la 
courbe  décrite  sur  un  plan  horizontal  par  un  point  matériel 
tiré  à  chaque  instant  par  un  fil  sans  poids,  de  longueur  con- 
stante m'm^  quand  l'extrémité  m  de  ce  fil  parcourt  la  droite 
fixe  bm. 

Les  droites  M  m'  et  BP  se  coupent  en  un  point  I  qui  appar- 
tient à  la  verticale  passant  par  le  centre  de  gravité  de  l'arc  BM. 
Les  triangles  IPM,  MT/f  sont  semblables  et  donnent  la  pro- 
portion 

IP        'To_pa      a_        a 

qui  donne  la  dislance  IP. 
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Si  da  point  m  on  abaisse  une  perpendiculaire  mQ  sur  la 
droite  MN,  normale  à  la  chainelte  au  point  M,  on  aura  dans 
le  rectangle  MQmm',  MQ =mm'  =  a.  Donc  le  lieu  du  point  Q 
est  une  courbe  parallèle  à  la  chaînette,  équidistanle  et  passant 
au  poinji  b. 

331.  Nous  avons  fait  usage,  pour  établir  toutes  ces  pro- 
priélés,  de  l'équation  que  Ton  obtient  en  projetant  sur  la 
tangente  a  la  courbe   les  ten- 
sions du    fil   en    deux   points     \ 
infiniment     voisins.    Projetons 
les  mêmes  forces   sur  la  nor- 
male MN. 

Soit  C  le  centre  de  courbure 
d'un  arc  infiniment  petit  M'  M"  ; 
menons  la  normale  CM  qui  passe 
par  le  milieu  de  cet  arc,  et  appe- 
lons 10  l'angle  M"  CM'.  L'équilibre  ^.    ^^^ 

,  '  FJo'  516. 

a  lieu  entre  le  poids  pcls  de  l'arc 

M"  M',  qui  s'exerce  verticalement  suivant  MP,  et  les  tensions 

TelT'. 

Projetons  ces  trois  forces  sur  la  droite  CN.  La  projection  du 
poids  MP  =  pd5  nous  donnera  d'abord  une  certaine  droite  MH, 
égale  au  produit  de  p  par  la  projection  sur  MN  d'une  lon- 
gueur d5  prise  sur  MP;  or  M'M"  fait  avec  l'horizontale  M'R  le 
même  angle  que  la  verticale  MP  fait  avec  la  normale  MN,  et 
par  suite  la  projection  de  pxds  sur  la  normale  est  égale  au 
produit  px  M'R. 

La  force  T  fait  avec  la  tangente  à  la  courbe  en  M  un  angle 

égal  à  ^;  la  projection  de  T  sur  la  normale  est  représentée  sur 

la  figure  par  le  côlé  TT^  du  triangle  rectangle  TT^  M',  que  Ton. 
obtiendrait  en  menant  par  M  une  perpendiculaire  à  la  direction 
CN,  ctpar  T  une  parallèle  à  la  même  direction.  L'angle TMTj  est 

égal  à  l'angle  ^,  Or  TT^  diffère  infiniment  peu  de  l'arc  décrit 

du  point  M'  comme  centre  avec  M'T  pour  rayon,  lequel  arc  a 
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pour  longueur  T  x  ^.  De  même  la  projeclion  de  T'  sur  CN  a 

pour  valeur  T'x^,  et  la  somme  de  ces  deux  composantes 

est  égale  h  (T  h-  T')  x  ^\ 
On  a  donc  pour  Téquilibre 

{T-^v)x^  =  pxm\, 

ou  bien,  en  observant  que  les  tensions  T  pu  T'  sont  infiniment 
peu  différentes  Tune  de  Tautre,  et  que  Ton  peut  par  consé- 
quent substiluer  à  leur  somme  le  double  de  Tune  d'elles,  2  T, 

Tw=;?xM'R. 

Dans  cetle  équation,  remplaçons  w  par  le  rapporl- de 

P 
Tare  M'M"  au  rayon  de  courbure  CM;  remplaçons  de  même  T 

par  sa  valeur  p%^  ou  p  x  M?n,  il  viendra 

M'M" 
pXUmx =  ;îxM'R, 

P    ■ 

OU  bien 

Prolongeons  la  normale  jusqu'au  point  N  où  elle  coupe  la 
droite  bm;  les  triangles  M  m  N,  M'RM",  qui  ont  leurs  côtés 
respectivement  perpendiculaires,  sont  semblables  et  donnent 
la.proportîon 

Hm    "Wil' 

Doncp  =  MN. 

Dans  la  chaînelte^Je  rayon  de  courbure  en  un  point  donne  M 
est  égal  à  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  M  et  la 
droite  bm* 

Il  résulte  de  là  que  si  l'on  fait  tourner  la  chaînette  autour 
de  la  droite  fcm,  la  surface  de  révolution  qu'elle  engendre,  et 
que  nous  avons  appelée  alysséide  (§  214);aura.pour  rayons 
de  courbure  principaux  les  longueurs  égales,  MC  et  MN. 
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Uindicairice  de  la  surface  sera  donc  une  hyperbole  éqiiilatère. 
L'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur,  qui,  comme  nous  l'avons 
observé,  est  applicable  sur  Talysséide,  possède  la  même  pro- 
priété. 

352.  Remarquons  que  la  forme  de  la  chaînette  dépend  uni- 
quement de  la  longueur  a;  en  d'autres  termes,  la  chaînette 
n'a  qu'un  seul  paramètrey  comme  le  cercle,  la  parabole,  la 
cycloïde,  la  logarithmique,  et  par  conséquent,  toutes  les  chaî- 
nettes sont  des  courbes  semblables. 


PROPRIÉTÉ  DE   MmiMCM  DES   COURBES   FUNICULAIRES. 


353.  Revenons  au  cas  particulier  dans  lequel  X,  Y,  Z  sont 
donnés  en  fonction  des  coordonnés  ar,  j/,  Zj  et  supposons  de 
plus  que  \dx  4-  Ydy  4-  Zdz  soit  la  différentielle  exacte  d'une 
fonction  ç  (x,  y,  z)  de  ces  coordonnés.  L'équation 

9  [x,  y,  z)  =  C, 

OÙ  C  représente  une  constante  arbitraire  à  laquelle  on  peut 
attribuer  successivement  une  infinité  de  valeurs,  représente 
une  famille  de  surfaces  de  niveau,  normales  en  chacun  de 
leurs  points  à  la  force  (X,  Y,  Z) 
qui  y  serait  appliquée  par  unité 
de  longueur  de  fil. 

Soit  ACB  la  forme  d'équilibre 
du  fil  soumis  à  ces  forces  ;  pre- 
nons sur  la  courbe  deux  points 
A  et  B  assez  voisins  pour  que 
l'arc  ACB  ne  coupe  qu'une  fois 
chacune  des  surfaces  de  niveau 
S',  S",  S'",...,  S  qui  passent  en- 
tre ces  deux  points. 

La  courbe  ACB  jouit  d'une  propriété  de  minimum  qui  la 
distingue  de  toute  autre  courbe  joignant  le  point  A  au 


Fig.  SI  7 
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point  B.  Pour  définir  celle  propriété,  observons  que  l'équation 

dT-i-lkdx  +  Ydij  +  ldz^O  (1) 

fait  connaître  à  une  constante  fr  es  les  valeurs  de  la  fonction  T 
en  tous  les  points  de  l'espace.  On  a  en  effet,  en  intégrant, 

T  4-  f  (X,  y,  -•)  r^  const.  (2) 

Celle  fonction  T  représente  la  tension  du  fil  en  chaque  point 
de  la  courbe  ACB.  Convenons  qu'elle  représentera  aussi  pour 
nous  la  tension  en  chaque  point  de  toule  aulre  courbe  ACB, 
menée  entre  les  mêmes  points  A  et  B,  bien  que  ce  mot  de  ten- 
sion n'ait  plus  alors  de  signification  mécanique  comme  lorsqu'il 
s'agit  d'un  fil;  de  sorte  que  nous  puissions  dire  qu'il  y  aune 
tension  T,  fournie  par  Téquation  (2),  en  un  point  m'  de  la 
courbe  ACB.  Les  tensions  étant  constantes  tout  le  long  d'une 
même  surface  de  niveau,  la  lensiori  fictive  en  m'  sera  égale 
à  la  tension. réelle  développée  dans  le  fil  au  point  m. 

Nous  allons  faire  voir  que  l'intégrale  /Trfs,  prise  entre  les 
points  A  et  B  le  long  de  la  courbe  ACB,  est  plus  petite  que  la 
même  intégrale  prise  le  long  de  to\ite  autre  courbe  ACB,  joi- 
gnant les  mêmes  extrémités;  qu'en  d'autres  termes,  la  courbe 
d'équilibre-  rend  cette  fonction  minimum.  11  suffit,  pour 
établir  ce  théorème,  de  démontrer  que  l'intégrale  /Trf*  ne 
change  pas  de  valeur,  aux  infiniment  petits  du  second  ordre 
près,  quand  on  passe  de  la  courbe  d'équilibre  ACB  à  une 
courbe  ACB  infiniment  voisine. 

Étudions  la  variation  de  cette  intégrale.  Pour  cela,  prenons 
un  élément  mn = rfs  sur  la  courbe  d'équilibre,  et  comparons-le 
à  rélément  mV,  compris  entre  les  mômes  surfaces  de  niveau 
sur  la  seconde  courbe.  Les  tensions  T  étant  les  mêmes  pour 
ces  deux  éléments,  puisqu'ils  sont  corppris  entre  les  mêmes 
surfaces  de  niveau,  l'élément  de  l'intégrale  Tds  subit  seule- 
ment la  variation  du  facteur  ds,  et  s'accroît  de  la  quantité 
Tô(rfs)  en  désignant  par  ^cls)  la  différence  mV  —  mn  des  deux 
arcs.  Pour  comparer  les  deux  courbes,  nous  avons  donc  à  faire 
la  somme  /Târfs,  entre  les  points  A  et  B.  On  peut  y  par- 
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venir  par  les  règles  du  calcul  des  variations.  Mais  il  est  plus 
simple  d'avoir  recours  à  une  interprétation  mécanique,  qui 
permet  de  faire  Tintégration  sur  la  figure^ 

TMs  est  le  travail  de  deux  forces  égales  à  T,  appliquées  en 
sens  contraires  et  en  prolongement  Tune  de  Tautre,  aux  deux 
bouts  de  l'élément  mn,  quand  les  points  d'application  m  et  n 
reçoivent  les  déplacements  infiniment  petits  mm\  nn!  (§  123). 
L'intégrale  /TSds  est  la  somme  des  travaux  de  tous  les 
systèmes  binaires  de  forces  analogues  que  l'on  peiit  concevoir 
dans  tous  les  arcs  .élémentaires  de  la  courbe  ACB. 

Mais  nous  pouvons  grouper  autrement  ces  forces  pour  en 
trouver  le  travail  total.  Au  point  w,  dans  le  sens  mn  prolongé, 
nous  avons  une  force  T,  tension  de  l'élément  nm;  au  même 
point,  dans  le  sens  pn  prolongé,  existe  une  tension  T  4-  dT, 
tension  de  l'élément  np. 

Appelons  Sx,  Sy,  8:5,  les  projections  du  déplacement  nn'  sur 
les  trois  axes  coordonnés.  Les  composantes  de  la  force  T  sont 
suivant  les  mômes  axes 

dx  dy  ^dz 

Ws  ds  ds 

Les  composantes  de  la  force  T  h-  dT  sont  de  même 

-('S--('I)- 

Pour  avoir  le  travail  total  de  ces  deux  forces,  il  suffit  de 
multiplier  respectivement  chaque  composante  par  là  projec-  . 
tien  du  déplacement  et  d'ajouter,  ce  qui  donne 

La  somme  /TSds,  prise  entre  les  limites  A  et  B,  est  donc 
égale  à  la  somme 

prise  entre  les  mêmes  limites. 

II.  —  UÉC.  GOLLIGNOX.  .34 
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Remplaçons  d  (t  y)  par  —  \ds,  d  (T  ^ j  par  —  Yck, 
rf(  T  -T-j  par  —  Zds;  la  seconde  somme  devient 

somme  identiquenfient  nulle,  car  tous  les  éléments  sont  sépa- 
rément égaux  à  zéro,  puisque  le  déplacement  (Sa;,  St/,  U) 
étant  pris  le  long  de  la  surface  de  niveau,  ses  projections 
satisfont  à  Téquation  différentielle 

de  cette  surface. 

Donc  la  variation  de  l'intégrale  fTds  est  nulle  quand  on 
passe  de  la  courbe  AGB  à  une  courbe  infiniment  voisine,  et 
par  suite  fTds  est  ou  minimum  ou  maximum  le  long  de 
ACB,  sauf  les  cas  particuliers  où  la  variation  seconde  serait 
aussi  nulle.  Et  comme  il  est  évidemment  impossible  que  fTds 
soit  un  maximum,  on  peut  dire  que  cette  intégrale  est  en 
général  un  minimum. 

334.  Cette  conclusion  subsisterait  encore  si  le  fil  était  ap- 
pliqué sur  une  surface  sans  frottement  ;  la  réaction  normale 
de  la  surface  n'altérerait  en  rien  la  forme  des  surfaces  de 
niveau;  seulement  il  faudrait  comparera  la  courbe  d'équi- 
libre ACB  d'autres  courbes  tracées  entre  les  mêmes  points  A 
et  B  sur  la  même  surface. 

Remarquons  aussi  que  la  résultante  de  la  tension  T  agissant 
en  n  suivant  nm^  et  de  la  tension  T-hdT  agissant  en  n  dans  la 
direction  np,  est  égale  et  contraire  à  la  force  Fds  que  Ton 
peut  regarder  comme  appliquée  au  point  n,  et  qui  est  normale 
à  la  surface  S  suivant  laquelle  on  imprime  un  déplacement 
au  point  n.  Le  contour  mnp^  dans  lequel  m  et  p  seraient  con- 
sidérés comme  fixes,  le  sommet  n  restant  seul  mobile  le  long 
de  la  surface  S,  satisfait  donc  (§  120)  à  la  condition  qui  rend 
minimum  la  fonction 


mnxT-f«/JX(T4-<iT)i 
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Il  serait  facile  d'étendre  cette  propriété  à  la  courbe  entière 
ACB,  ce  qui  démontre  encore  la  proposition. 

335.  Montrons  enfin  comment  le  calcul  des  variations  con- 
duirait à  la  même  conclusion.  Nous  ne  ferons  cette  fois  au- 
cune hypothèse  sur  les  déplacements  imprimés  aux  divers 
points  de  la  courbe  ACB,  pour  les  amener  sur  la  courbe  infini- 
ment voisine  ACB.  Soient  hx^  81/,  Sa  les  composantes  de  ces 
déplacements.  Nous  avons  à  démontrer  que 

Or 

SfUs  =  S  S  [Tds)  =  fSTds  -H  fTSds. 

Comme  nous  avons  l'équation  générale 

nous  avons  aussi 
Donc 

ms—^ÇUiix-^YdsSy-^Zdsiz) 

et 

Calculons  ensuite 

jnds. 

Nous  avons 

ds*  =  dx^-hdy*-^'dz^. 

Passant  aux  variations,  il  vient 

dsSds  =  dxSdx  -H  dySdy  +  dzSdZf 

et  par  suite 

/,«,.,/(tS).^^/{,^).**/{t|)«. 

L'intégration  par  parties  sépare  les  caractéristiques  d  et  8; 
on  a  en  effet 
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De  même 

/,*«,.,*„_/,^(,g). 

Donc  enfin 

-/[*^(T-)J,.(Tg)4-..(4)} 

Mais 

.(t|)  =  -v.. 

D'ailleurs  les  variations  &r,  81/,  8«,  sont  nulles  aux  limites  A 
et  B.  de  Tintégration.  On  a  donc,  en  prenant  l'intégrale  entre 
ses  limites, 

fTSds  =  J(\ds$x  +  YdsJy  4-  IdsSz)  =  -  J^ds. 

Par  conséquent 

/TW«  4-  JSTds  =  SJJds  =  0, 

et  la  proposition  est  démontrée. 

336.  Application  de  la  chaînette.  —  La  courbe  funiculaire 
devient  une  chaînette  quand  on  fait  X=0,  Y  =  0,  Z  =  — P» 
quantité  constante. 

L'équation 

T-Hî>  =  const. 

prend  la  forme  T  —  p^  =  C,  C  étant  une  constante.  Entre 
deux  points  A  et  B,  pris  sur  la  chaînette  ACB,  l'inlégrale 
Jlds  est    minimum;  donc  /(p;54-C)d5,  ou  pfzds-^-Cf^^ 

est  minimum  le  long  de  la  courbe.  Or  ^^  ,    ou  yir  est 

l'ordonnée  verticale  du  centre  de  gravité  de  Tore  ACB.  Compa- 
rons l'arc  ACB  de  chaînette  à  Tare  ACB  d'une  courbe  ayant 
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même  longueur.  L'intégrale  fds  étant  la  même  pour  les  deux 
courbes,  les  ordonnées  des  centres  de  gra-  / 

vile  seront  enlre  ellps  comme  les  valeurs  a/ 

de  rinlégraïe  fzds;  or  celte  intégrale  / 

est  minimum  pour  la  chaînette.  Donc  de  ^J 

toutes  les  courbes  de  même  longueur  qui  joi-  ^ /^c 

gnent  deux  points  donnés ,  la  chaînette  est         ^ 
celle  qui  a  son  centre  de  gravité  le  plus  bas 
possible  :  proposition  que  Ton  aurait  pu  dé-     h  .î 

duire  de  la  théorie  exposée  gg  236  à  240*.  ^'^'  ^^^ 

On  peut  ensuite  appliquer  le  théorème  de  Guldin  (g  206), 
et  on  parvient  à  cette  nouvelle  proposition  :  de  toutes  les 
surfaces  de  révolution  que  Von  obtient 
en  faisant  tourner  autour  d^une  droite 
Hir  les  diverses  courbes  isopérimètres 
ACB  que  Von  peut  tracer  dans  un  plan 
passant  par  HH'  entre  deux  points  don-  '   ^ 

nés  A  et  B,  celle  qui  a  la  moindre  su-     h  ir 

perfide  est  engendrée  par  la  chaînette  ^*^'  ^*^- 

qui  joint  ces  deuxpointSy  la  pesanteur  étant  censée  agir  perpen- 
diculairement à  HH'. 

PROBLÈME   DE   MINIMUM. 

337.  Étant  donnés  dans  un  même  plan  deux  points  A.  et  B 
et  une  droite  OX  (fig.  319),  on  demande  de  tracer  dans  ce  plan 
une  courbe  AmnsB,  qui  joigne  les  deux  points,  et  telle  qu'en  la 
faisant  tourner  autour  de  OX  :  1"*  le  volume  engendré  par  la 
figure  AabB,  terminé  aux  deux  perpendiculaires  Aa,  Bb,  et  à  la 
courbcy  soit  égal  à  une  quantité  donnée;  2^*  la  surface  engendrée 
par  la  courbe  elle-même  soit  minimum. 

*  La  chaînette  et  l'exemple  indiqué  §  240  montrent  bien  que  l'équilibre  d'un  sys- 
tème pesant  à  liaisons  est  assuré  dès  que  son  centre  de  gravité  est  le  plus  bas  pos- 
sible, lors  même  que  les  liaisons  ne  suffisent  pas  pour  assujettir  le  centrede  gravité 
à  décrire  une  ligne  ou  une  surface.  Cette  condition  était  supposée  dans  les  §§  235 
et  238. 
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Supposons  que  la  courbe  AmnB  satisfasse  à  ces  deux  coudi- 
ons. Si  on  laltère  infiniment  peu,  suivant  le  tracé  Am'nYB, 

de  manière  à  laisser  constant 
le  volume  engendré,  la  sur- 
face engendrée  par  la  nou- 
velle courbe  sera  égale,  à  des 
infiniment  petits  d'ordre  su- 
périeur près,  à  la  surface 
engendrée  par  la  courbe  pri- 
mitive ;  c'est  la  condition  du 

Fig.  320.  ;    . 

minimum. 
Rapportons  la  nouvelle  courbe  à  Tancienne.  Pour  cela,  ap- 
pelons u  l'intervalle  mm'  compris  entre  les  deux  courbes, 
mesuré  sur  la  normale  mR  à  la  courbe  primitive;  la  quantité 
u  portera  un  signe,  suivant  que  l'intervalle  des  deux  courbes 
tombe  d'un  côté  ou  de  l'autre  de  la  première.  A  chaque  arc 
mn  de  la  courbe  primitive,  correspondra  un  arc  m'n'  sur  la 
courbe  déformée,  et  ces  deux  arcs,  faisant  entre  eux  un  angle 
infiniment  petit,  peuvent  être  considérés  comme  parallèles. 
Soit  C  le  centre  de  courbure  de  l'arc  mn,  ou  le  point  de  ren- 
contre des  deux  normales  consécutives  mR,  nS.  Les  triangles 
Gmn,  Cm'n\  étant  semblables,  donnent,  en  appelant  p  le  rayon 
de  courbure  Cm,  et  ds,  ds'  les  arcs  mn^  mV,  la  proportion 


ds'  _p-\-  u 


ds 


Donc 


ds' 


=*('+?)■ 


L'élément  de  surface  plane  mnn'm'  a  pour  mesure  uds^ 
et  dans  sa  révolution  autour  de  OX,  il  engendre  un  élément, 
ÎTut/wds,  de  la  différence  entre  les  deux  volumes,  en  appelant  y 
l'ordonnée  mp.  Cet  élément  a  le  signe  de  u.  Nous  poserons, 
suivant  la  méthode  indiquée  par  Cauchy, 


X" 


xjuds  =  9  [s] 
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la  fonction  9(5)  est  assujettie  à  s'annuler  au  point  A  pour  «=0, 
et  au  point  B  pour  S  =  AB  ;  pour  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires, elle  reste  arbitraire  et  infiniment  petite. 
On  en  déduit,  en  différentiant  et  en  divisant  par  ds, 

L'arc  mn  engendre  dans  sa  révolution  autour  de  OX  un  élé- 
ment de  surface  égal  à  i'Kyds;  l'élément  mV  engendre  de 
même  un  élément  2%  y'ds\  en. appelant  y'  l'ordonnée  m'p'.  De 
sorte  qu'en  supprimant  le  facteur  constant  2tc,  la  condition 
du-minimum  se  traduit  par  l'équation 

Nous  connaissons  déjà  ds'  en  fonction  ds.  Pour  évaluer  de 
même  y\  observons  que  la  différence  y  —  j/'  est  égale  à  la  pro- 
jection sur  Taxe  Oy  de  mm'  ou  de  u;  on  aura  donc,  en  appe- 
lant a  Tangle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe  OX, 

y  —  y^  =  ucosK 
et 

yf=:y  —  UCOSa. 

Substituant  à  1/'  et  à  ds'  leurs  valeurs,  et  développant,  il 
vient 

I     yds=  j     (î/  — wcosa)  H +- jds 

J^B  /»B  /»B  /^B    ^ 

î/Js—  /     U cos K ds  -\-  l     ^ds—  l     — 


COSads. 

p 


Réduisant,  et  supprimant  le  dernier  terme  qui  est  infini- 
ment petit  par  rapport  aux  autres,  on  a  pour  condition  du  mi- 
nimum 


/»B 
I      f  —  rfs  — WCOSarf«  j  =  0. 
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Mais  cos  a  est  le  rapport  de  l'ordonnée  wp  à  la  normale  mR. 
Soit  mR  =  N;  on  aura  cos  a  ==^,  et 

L'équation  devient  donc 

Remplaçons  yu  par  sa  valeur  <p'  (5),  et  intégrons  par  parties. 
Il  viendra 

/...,.(i_i)=.„(i-i)-/„.,.(i-i), 

fonction  qu'il  faut  prendre  entre  les  limites  correspondantes 
aux  points  A  et  B;  or  à  ces  limites  <p(s)  est  nul. 

L'intégrale,   l  (f(s)d.( «  )  doit  donc  être  nulle  le  long 

de  la  courbe  entre  les  points  A  et  B,  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion arbitraire  9  (s). 
Il  faut  et  il  suffit  pour  cela  qu'on  ait  en  tous  points 

ou  bien 

rr  =  constante. 

On  remarquera  que  le  rayon  de  courbure  mC,  et  la  Tior- 
maie  mR,  sont  les  rayons  de  courbure  des  sections  princi- 
pales de  la  surface  engendrée  par  la  révolution  de  la  courbe 
cherchée  autour  de  Taxe  OX;  ces  rayons  de  courbure  devant 
d'ailleurs  êlre  pris  avec  des  signes  contraires  dans  la  situation 
de  la  ligure,  puisqu'ils  sont  dirigés  en   sens  opposés,  on 

1      i 
peut  regarder ^  comme  la  somme  algébrique  des  courbures 

principales,  et  expriiner  la  propriélé  de  la  surface  en  disant 
que  sa  courbure  moyenne  est  constante. 
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La  chaînette  est  un  cas  particulier  de  celle  espèce  de  courbe  ; 

1      1 

elle  correspond  à  p=N,  et  à  —  n  ^^  ^• 

On  sait  que  la  chaînette  peut  être  engendrée  par  le  foyer 
d'une  parabole  qui  roule  sur  une  droite  fixe  (I,  §  148)'.  Les 
courbes   comprises   dans   Téquation 

1      i 

«=  constante  peuvent  être  dé- 
crites de  même  par  le  foyer  d'une  sec- 
tion conique  roulant  sur  la  droite  OX  *. 
Eh  effet,  l'équation  différentielle  de 
la  courbe  qui  en  roulant  sur  la  droite 
OX  engendre  la  ligne  AB  est,  entre  les 
coordonnées  polaires  N  et  0, 


Fig.321. 


/"(N)  étant  la  valeur  delà  tangente  de  Tangle  R  =  CRO,  expri- 
mée en  fonction  de  la  longueur  N=mR  (1,  §  146).  Détermi- 
nons d'abord  cette  fonction.  Du  point  R,  abaissons  RR'  perpen- 
diculaire sur  CS;  la  distance  R'S  sera  égale  à  rfN.  On  aura 
dans  le  triangle  RR'S, 

cm  =  RR'xtangR'RS  =  jjjjp^. 

Mais  les  triangles  semblables  Cmn,  CRR',  donnent 

RR'  =  mn  X  ^  =  -  X  jp.+  N)  =  da  X  (/5  +  N), 

doL  étant  l'angle  mCn.  Cet  angle,  pris  négativement,  est  la  dif- 
férence CSO  —  CRO,  ou  la  variation  de  l'angle  R  ;  nous  aurons 
donc  entre  R  et  N  l'équation  différentielle 

1 


dN  =  — rfR(/9  +  W)x 


OU  bien 


tangR' 


(in 


f/N 


tangU       N  +  /5 


=  0. 


*  Ce  théorème  a  été  découvert  par  M.  Delaunay. 
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Or  on  a  entre  N  et  p  la  relation 
i_i     1 

a  étant  une  constante;  ce  qui  permet  d'éliminer  p.  Il  vient 
alors 

ou  bien,  en  décomposant  la  seconde  fraction  en  fractions 
simples, 

d^    ,   (N-t.«)   ,^_  dR       d^         tm      _ 

tangR  "^  N«-|-  2flN       ~  tangR  ^  '2N  ^  2  (N  +  2a)  "~  "' 


D'où  l'on  tire  en  intégrant 

ou  bien 

On  en  déduit 

par  conséquent 


1  1 

log  sin  R  +  5  log  N  +  slog  (N  +  2a)  =  constante 


sinR  = 


tang  R  = . 


AN)  = 


v/N(N  +  2a)* 

G 

VN(N  +  2a)— C«' 

G 


VN(N  +  2a)— G*' 

et  l'équation  polaire  de  la  courbe  roulante  est 

G  dN 


dd  = 


v/N«  +  2flN— C«  ^' 


Nous  retrouverons  cette  équation  dans  la  dynamique  en  trai- 
tant le  problème  du  mouvement  elliptique  des  planètes.  L'inté- 
gration donne 


0  =  0o  +  arccos 


(!-»)• 


dans  laquelle  A  et  B  sont  des  constantes  exprimables  en  fonc- 
tion des  quantités  a  et  C,  et  %  une  constante  arbitraire.  On 
satisfait  en  effet  à  Téquatio»  différentielle  proposée  en  faisant 
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^C'  et  7 t7î=«-  Les  constantes  étant  ainsi  déter- 

^1_B*  1— B* 

minées,  on  aura  entre  N  et  0  la  relation 


N  = 


A 
À  B 


qui  définit  une  section  conique  rapportée  à  son  foyer. 

ÉQUILIBRE  d'un   FIL  APPLIQUÉ    SUR  UNE    SURFACE. 

.  358.  Supposons  qu'un  fil  sans  pesanteur  soit  appliqué  sur 
une  surface  qui  n'exerce  sur  lui  aucun  frottement.  Les  seules 
forces  qui  agiront  sur  une  portion  quelconque  de  fil  seront  les 
tensions  en  ses  deux  extrémités  et  les  réactions  normales  de  la 
surface.  Prenons  sur  le  fil  un  arc  infiniment  petit  AB;  cet  arc 
pourra  être  confondu,  sans  erreur  appréciable,  avec  un  arc  de 
cercle  ayant  pour  centre  G  le  centre  de 
courbure  de  la  courbe  dans  l'intervalle 
des  points  A  et  B.  Les  réactions  de  la  sur- 
face sur  Téléraent  AB  se  composent  en  une 
force  unique  IN,  normale  à  la  surface,  et 
par  suite  normale  à  la  courbe,  qui  fait 
équilibre  aux  tensions  T  et  T'.  Les  trois 
forces  T,  T' et  N  sont  ainsi  dans  un  même 
plan  ;  la  normale  IN  à  la  surface  est  située  ^*^*  ^ 

dans  le  plan  des  deux  tangentes  infiniment  voisitie$  AT  et 
BT',  ou  dans  le  plan  osculateur  -,  c'est  donc  la  normale  prin- 
dpale  de  la  courbe,  et  elle  passe  par  le  centre  de  courbure 
C.  En  d'autres  t-ermes,  la  normale  à  la  surface  coincide  avec  la 
normale  principale  à  la  courbe. 

Projetons  les  trois  forces  N,  T  et  T' sur  la  tangente  à  la  courbe 
au  point  I.  Les  forces  T  et  T' faisant  des  angles  infiniment 
petits  avec  cette  tangente  se  projettent  en  vraie  grandeur, 
tandis  que  la  force  N,  normale  à  l'axe  de  projection,  a  une  com- 
posante nulle.  Donc  T==:  T';  et  par  conséquent  la  tension  est  la 
^me  en  tous  les  points  du  fil. 
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Le  théorème  du  travail  virtuel  conduit  au  même  résultat. 
Prenons  une  portion  finie  quelconque  de  fil  ;  elle  est  en  équi- 
libre sous  l'action  des  deux  tensions  extrêmes,  T  et  T',  et  de 
toutes  les  réactions  de  la  surface,  qui  sont  normales  ;  cela  posé, 
imprimons  au  fil  un  déplacement  longitudinal,  e,  commun  à 
tous  ses  points  ^t  infiniment  petit.  La  somme  des  travaux  des 
tensions  T  et  T'  sera  égale  à  T  e  —  T' e,  ou  à  (T  —  T')  s,  et  cette 
somme  doit  être  égale  à  zéro,  car  les  travaux  des  réactions  sont 
nuls;  donc  enfin  T=T'. 

Cherchons  la  réaction  de  la  surface. 
•  ^g 

Soit  dtù  Tangle  de  contingence  ACB,  égal  au  rapport,  — , 

P 
de  l'arc  AB  au  rayon  de  courbure  CA.  La  projection  des  trois 
forces  N,  T,  T',  dont  les  deux  dernières  sont  égales,  sur  la  direc- 
tion de  la  force  N,  donne  la  valeur  de  la  réaction.  Nous  avons 
obtenu,  dans  un  cas  tout  semblable  (§  331),  l'équation  sui- 
vante 

ou  bien 

p 

N 

-r-  est  la  réaction  de  la  surface  rapportée  à  l'unité  de  lon- 
gueur du  fil  ;  on  voit  qu'elle  est  égale  à  la  tension  T  divisée 
par  le  rayon  de  courbure  p  de  la  ligne  dessinée  par  le  fil  ; 
mais  T  est  partout  le  même;  donc  la  réaction  de  la  surface  rap- 
portée à  Vunité  de  longueur  est  inversement  proportionnelle  au 
rayon  de  courbure. 

339.  La  ligne  d'équilibre  d'un  fil  appliqué  sur  une  surface 
jouit  d^  cette  propriété,  qu'elle  a  entre  deux  quelconques 
de  ses  points  la  plus  petite  longueur  possible.  Car  le  fil, 
d'abord  placé  de  manière  à  passer  par  deux  points  donnés, 
sera  amené  par  la  tension  à  occuper  la  position  où  il  ne 
peut  plus  subir  de  raccourcissement.  Cela  résulte  aussi  de  ce 
que  la  tension  est  constante  tout  le  long  du  fil.  Si  l'on  en  fixe 
deux  points  A  et  B,  l'intégrale  fUds  sera  minimum  pour  la 
courbe  que  dessine  le  fil  entre  ces  deux  points;  le  facteur  T 
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élant  conslanl  peut  sortir  du  signe  /,  et,  par  conséquent, 
Tare  fds  est  minimum  pour  la  courbe  d'équilibre  entre  les 
deux  points  A  et  B. 

On  appelle  lignes  géodésiques  les^  lignes  qui,  sur  une  sur- 
face donnée,  ont  la  longueur  minimum.  Elles  ont  ce  caractère 
géométrique  que  leur  plan  osculateur  en  un  point  quelconque 
est  normal  à  la  surface*.  Par  exemple,  les  lignes  géodésiques 
de  la  sphère  sont  des  arcs  de  grand  cercle  ;  sur  le  cylindre 
droit  à  base  circulaire,  ce  sont  des  arcs  d'hélice,  et  comme  cas 
particulier,  les  cercles  de  section  droite  ou  les  génératrices 
reclilignes.  Sur  le  plan,  les  lignes  géodésiques  sont  des  droites  ; 
pour  toute  autre  ligne,  le  plan  osculateur  coïnciderait  avec  la 
surface  au  lieu  de  lui  être  perpendiculaire. 

Lorsqu'on  applique  sans  déchirure  ni  duplicature  une  sur- 
face sur  une  autre,  des  lignes  quelconques  tracées  sur  la 
première  conservent  leurs  longueurs  sur.  la  seconde,  et  les 
angles  sous  lesquels  elles  se  coupaient  restent  aussi  les 
mômes  après  la  déformation.  Les  lignes  géodésiques  de  la  pre- 
mière surface  se  transforment  donc  en  des  lignes  géodésiques 
sur  la  seconde.  Les  lignes  géodésiques  d'une  surface  dévelop- 
pable  deviennent  des  lignes  droites  quand  on  applique  la 
surface  sur.un  plan. 

On  voit  par  là  que  la  sphère  n'est  pas  développable.  Car 
un  triangle  sphérique  formé  par  trois  arcs  de  grand  cercle, 
ou  par  trois  lignes  géodésiques,  se  transformerait  sur  le  plan 
en  un  triangle  rectiligne,  et  les  angles  des  deux  triangles 
seraient  respectivement  égaux,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
la  somme  des  angles  du  triangle  rectiligne  est  égale  à  deux 
droits,  tandis  que  la  somme  des  angles  du  triangle  sphérique 

*  •  Clairaut  a  remarqué  le  premier,  dans  les  Mémoires  de  V Académie  des 
«  sciences  de  1735,  que,  quelle  que  soit  la  figure  de  la  terre,  la  ligne  qu'on  y 
«  tracerait  en  plantant  continuellement  des  piquets  perpendiculaires  à  l'horizon, 
«  de  manière  qu'ils  soient  effaclSs  les  uns  par  les  autres,  comme  on  l'a  pratiqué 
«  dans  la  description  de  la  perpendiculaire  à  la  méridienne  de  Paris,  aurait  la 
«  propriété  d'être  la  ligne  la  plus  courte  entre  tous  ses  points.  »  (Lagrange. 
Calcul  des  fonctions,  leçon  XXII.)  En  effet,  les  plans  osculateurs  de  la  ligne  sont 
en  tous  points  verticaux,  c'est-à-dire  normaux  à  la  surface  de  la  terre.  L'expres- 
sion de  ligne  qéodésique  est  venue  de  cette  construction. 
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surpasse  deux  droits  de  la  quantité  appelée  excès  sphérique, 
proportionnelle  à  l'aire  du  triangle. 

340.  Cherchons  les  équations  différentielles  des  lignes  géo- 
désiques  d'une  surface  donnée 

Nous  nous  servirons  pour  cela  de  la  condition  de  minimum 
de  l'arc 

Sfds  =  0, 
OU 

fids  =  0. 

Mais 

Substituant,  et  intégrant  par  parties,  pour  séparer  les  carac^ 
téristiques  d  et  8,  il  vient 

Le  terme  hors  du  signe  /  est  nul  aux  limites,  puisqu'on  sup- 
pose fixes  les  extrémités  de  Tare  de  courbe  considéré.  Quant  à 
la  fonction  sous  le  signe  /,  elle  renferme  les  trois  variations  &r, 
Sy  et  ^%;  mais  ces  trois  variations  ne  sont  pas  indépendantes 
les  unes  des  autres,  car  les  déplacements  imprimés  aux  points 
de  la  courbe  s'effectuant  sur  la  surface  F  =  0,  les  variations 
satisfont  à  Téquation  différentielle 

On  peut  donc  exprimer  i%  en  fonction  de  ix  et  de  §j/.  Substi^^ 
tuant  sa  valeur  dans  la  fonction  sous  le  signe  /,  il  vient  en 
définitive 
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L'intégrale  doit  se  réduire  identiquement  à  zéro,  quelles 
que  soient  les  variations  indépendantes  ix  et  §t/.  Il  faut  et  il 
suffit  pour  cela  qu'on  ait  tout  le  long  de  la  courbe  les  deux 
équations 

dF         ' 


^dx 

dx  ^dz      ^ 

d 

-  —  d  —  =0, 

"rf« 

rfF     ds        ' 

dz 

dF 

4- 
ds 

■Pi=<>- 

* 

dz 

ités 

.^1^ 

d^l        d^ 

"rfs 

ds           ds 

dF 

dF           dF 

dx   • 

dy           dz 

OU  bien  la  série  d'égalités 


Telles  sont  les  équations  différentielles  des  lignes  géodésiques 
delà  surface  F=0.  Elles  expriment  que  la  direction  qui  fait 
avecles  axes  des  angles  définis  par  les  cosinus 

.dx 
d  j- 

ds 

'S 

^  v(4;+{4r+(^i)"' 

jdx 

c*est-à-dire  la  direction  de  la  normale  principale  à  la  courbe, 
coïncide  avec  la  direction  définie  par  les  cosinus 

dF  dF 

dx  '       •  '         dy  

V(f!)'H-(S)*-(£)-  VCÎTMÎT^W 

dF 
dz 


V(S)'+(S"-(S)' 
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c'est-à-dire  avec  la  direction  de  la  normale  à  la  surface  :  théo- 
rème que  la  statique  nous  avait  immédiatement  donné. 

THÉORÈME    DE    LANCRET. 

341 .  Étant  donnée  dans  Vespace  une  courbe  quelconque,  L, 
on  peut  faire  passer  par  cette  courbé  une  surface  développable 
dont  cette  courbe  soit  une  ligne  géodésique. 

En  effet,  menons  par  les  tangenles  à  la  courbe  en  des  points 
très-rapprochés,  A,  B,  C,  des  plafls  normaux  aux  normales 
principales,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
y-^     normaux  aux  plans  osculaleurs.  Ces  plans 
v^c  se  couperont  deux  à  deux  suivant  des 

droites,  et  à  la  limite,  lorsque  les  points 
Fi    323  ^'  ^'  ^  ^^  seront  indéfiniment  rappro- 

chés, la  surface  S  qui  contient  ces  droites 
sera  Penveloppe  des  positions  du  plan  mobile  ;  ce  sera  donc 
une  surface  développable.  Ses  plans  tangents  successifs  sont 
normaux  aux  plans  osculaleurs  de  la  ligne  L  ;  donc  cette 
ligne  esf  une  ligne  géodésique  de  la  surface  S. 

Si  l'on  développe  la  surface  S  sur  un  plan,  la  courbe  L  se 
transformera  en  ligne  droite  sans  altération  de  longueur.  La  . 
surface  S  est  la  surface  rectifiante  de  la  courbe  donnée. 

THÉORÈME    SUR   LES   ARCS   DELLIPSE. 

342.  Lemme.  —  Si  d'un  point  extérieur  M,  on  mène  deux  tan- 
gentes MP,  MP  à  une  ellipse,  les  an- 
gles PMF,  P'MF  que  font  les  tangen- 
tes avec  les  droites  menées  du  point 
M  aux  foyers  F  et  F  sont  égaux. 

Pour  construire  latangenleMP, 
il  suffit  de  décrire  un  cercle  du 
point  F'  comme  centre  avec  un 
f 'ff-  324.  rayon  égal  au  grand  axe ,  puis 

de  chercher  l'intersection  A  de  ce  cercle  avec  un  arc  décrit 
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du  point  M  comme  centre  avec  MP  pour  rayon.  La  tangente 
cherchée  est  la  droite  MP,  perpendiculaire  à  FA.  Joignant 
F'À,  on  aura  le  point  de  contact  P  en  cherchant  l'intersection 
de  la  droite  F'A  avec  la  tangente  MP. 

La  seconde  tangente  MP'  s'obtiendrait  en  faisant  usage  de 
la  seconde  intersection  des  mêmes  arcs  de  cercle.  Mais  on  peut 
aussi  la  construire  en  décrivant  de  F  comme  centre,  avec  le 
grand  axe  pour  rayon,  un  cercle  que  Ton  coupera  par  un  arc 
décrit  de  M  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  MF'  ;  Tintersec- 
tion  donnera  le  point  A',  et  la  tangente  cherchée  sera  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  point  M  sur  la  droite  A'F^ 

Lès  tangentes  MP,  MP'  sont  les  bissectrices  des  angles  FM  A, 
F'MA'.  Pour  prouver  Tégalitè  des  angles  PMF,  P'MF',  il  suffit 
donc  de  prouver  Tégalité  des  angles  doubles  AMF,  A'MF',  ou, 
en  ajoutant  de  part  et  d'autre  l'angle  FMF',  l'égalité  des  angles 
AMF',  A'MF. 

Or. ces  delix  angles  appartiennent  à  deux  triangles  ÀMF', 
FMA',  qui  ont  leurs  trois  côtés  égaux  chacun  à  chacun,  savoir  : 
AM=MF,AF'  =  A'F=le  grand  axe,  MF' = MA';  ils  sont  donc 
égaux,  et  le  lemme  est  démontré. 

Corollaire.  —  Si  Ton  considère  Tellipse  ayant  pour  foyers  les 
points  F  et  F'  et  passant  par  le  point  M,  la  tangente  à  cette  el- 
lipse au  point  M,  faisant  des  angles  égaux  avec  les  rayons  vec- 
teurs MF,  MF',  fait  aussi  des  angles  égaux  avec  les  tangentes 
MP,  MP'»  menées  du  point  M  à  l'el- 
lipse homo focale  PP'. 

343.  Théorèmes  de  M.  Chasles^.  — 
Soit  AB  une  ellipse,  F  et  F'  ses  foyers 
(fig.  324).  Imaginons  un  fil  con- 
tinu, inextensible  et  de  longueur 
donnée,  qui  fasse  le  tour  de  l'ellipse, 
en  s'appuyant  sur  la  courbe,  sauf 
dans  la  région  PMP',  où  il  dessine 
deux  tangentes  PM,  P'M  aboutissant  en  un  point  M.   On 
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demande  le  lieu  décrit  par  un  crayon  qui  serait  placé  au 
point  M  de  manière  à  tendre  toujours  le  fil. 

Cherchons  la  tangente  en  M  au  lieu  demandé.  Prenons  sur  la 
courbe  cherchée  un  point  M^  infiniment  voisin  du  point  M,  et 
soit  MM^=ds.  La  longueur  totale  du  fil  ne  change  pas  quand 
le  crayon  passe  de  M  en  M^  ;  soit  6  l'angle  que  MP  fait  avec  la 
direction  de  l'élément  MM^ ,  et  0'  l'angle  que  MP'  fait  avec  le 
même  élément  pris  dans  l'autre  sens.  Dans  le  passage  de  M  en 
Mj,  le  brin  P^PM  se  raccourcit  d'4ine  quantité  égale  à  la  pro- 
jection de  MMj  sur  la  direction  de  PM,  ou  de  d^cosO;  le 
brin  P'M  s'allonge  en  même  temps  de  la  projection  du  même 
arc  sur  la  direction  de  P'M,  c'est-à-dire  de  dscosO'.  La  lon- 
gueur du  fil  restant'  constante,  on  a 

ds  cas  Bz=d8  cos  d'  ; 

donc  0=0',  et  la  tangente  au  lieu  cherché  fait  des  angles 
égaux  avec  les  tangentes  MP,  MP'  à  l'ellipse  AB. 

Il  résulte  du  lemme  précédent  que  le  lieu  RS  décrit  par  le- 
point  M  est  une  ellipse  homofocale  à  l'ellipse  donnée;  par 
sijite,  étant  données  detix  ellipses  homofocalesj  si  d'un  point  M 
de  Vellipse  extérieure  on  mène  les  deux  tangentes  MP,  MP'  à 
r ellipse  intérieure,  la  somme  des  tangentes  et  de  Parc  embrassé 
entre  les  points  de  contact, 

MP  +  MP'  +  arcPACBP', 

est  constante. 

On  peut  ainsi  décrire  l'ellipse  en  tendant  avec  un  crayon 
un  fil  de  longueur  constante  qui  entoure  une  portion  du  pé- 
rimètre d'une  ellipse  déjà  tracée  ;  cette  méthode  est  une  gé- 
néralisation de  la  méthode  ordinaire  dans  laquelle  on  fait 
usage  des  foyers.  La  droite  finiePF',  pour  tous  les  points,  N,  de 
laquelle  la  somme  des  distances  NF-hNF'  est  constante  et 
égale  à  FF'i  peut  en  effet  être  assimilée  à  une  ellipse  infiniment 
aplatie,  qui  aurait  les  points  F  et  F'  pour  foyers* 
.  La  somme  MP  h- MF -h  PCP'  étant  constante,  si  l'on  en  re- 
tranche le  périmètre  entier  de  Tèllipse,  le  reste,  égal  à 
MP-hMP'  —  PDF,  est  aussi  constant,  et  c'est  sous  cette  forme 
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que  M.  Chasles  a  présenté  son  théorème.  On  en  déduit  un 
moyen  géométrique  de  trouver  d  une  infinité  de  manières, 
sur  une  ellipse  (donnée,  deux  arcs  dont  la  différence  soi 
rectifiable. 

Supposons  en  second  lieu  que  le  fil  qui  entoure  Tellipse 
puisse  être  allongé  à  volonté,  et  cherchons  le  lieu  des  points 
M  tels,  qu'en  passant  d'un  point  M  à  un  autre  point  M',  les  deux 
brins  qui  aboutissent  à  ce  point 
soient  allongésde  quantités  égales.  y 

Supposons  les  points  M  et  M' in-  ^^ 

uniment  rapprochés  :  la  quantité  p^^^^-^^^^ 

dont  s'allonge  le  brin  MP,  quand,      /^'^^  ^  ^"^ 
sans  cesser  d'être  tendu  et  sans     /  / 

glisser  sur  Tellipse,  il  va  abou-    \  *^  \  f 

tir  en  M'  suivant  le  tracé  P^M',  est      ^-^.______^C 

égale  à  la  projection  de  MM'  sur  \ 

la  direction  de  MT^.  De  môme  le  \ 

brin  MP'  s'est  allongé  d'une  quan-  *^ 

tité  égale  à  la  projection  de  MM'  ^' 

sur  M'P/.  L'égalité  des  allongements  implique  donc  Tégalité 
des  angles  P^M'M,  P/M'M,  et  par  suite  la  direction  de  Tèlé- 
.ment  MM'  est  bissectrice  de  l'angle  des  deux  brins. 

Les  directions  MP,  MP'  font,  diaprés  le  lemme,  des  angids 
égaux  avec  une  ellipse  homofocale  à  l'ellipse  donnée,  pas- 
sant par  le  point  M.  Donc  MM'  est  normal  à  cette  ellipse,  et  le 
lieu  cherché  est  une  trajectoire  orthogonale  des  ellipses  qui 
ont  .F  et  F'  pour  foyers;  c'est. par  suite  une  hyperbole  HK, 
homofocale  à  l'ellipse  donnée,  et  la  coupant  elle-même  à  angle 
droit  au  point  I. 

La  longueur  MP  d'une  tangente  à  l'ellipse,  comprise  entre 
le  point  de  contact  P  et  l'hyperbole,  surpasse  l'arc  PI,  mesuré 
sur  la  courbe,  de  Tintégrale  /f/scosf,  prise  sur  l'.hyperbole 
entre  le  point  I  et  le  point  M;  ds  représente  l'arc  élémentaire 
mm'  d'hyperbole,  et  9  l'angle  que  sa  direction  fait  avec  la  tan- 
gente wp  menée  à  l'ellipse  à  partir  du  point  m. 

Cette  intégrale   est  la  même  des  deux    côtés  de  l'hy- 
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perbole,  puisque  rélément  ds  fait  des  angles  égaux  avec  les 
deux  tangentes  ;  les  différences  MP—  arc  PI,  MP'—  arcFI 
sont  donc  égales ,  et  la  différence  des  arcs  d'ellipse  PI,  P'I  est 
égale  à  la  différence  des  tangentes  MP,  MP'. 

FROTTEMENT   d'uN    FIL   SUR   UNE  SURFACE. 


.  344.  Lorsque  les  réactions  de  la  surface  sur  laquelle  un  fil 
est  tendu  ne  sont  pas  normales,  la  courbe  d'équilibre  peut 
n'être  pas  une  ligne  géodésique.  Il  y  a  cependant  un  cas  où  il 
en  est  encore  ainsi  :  c'est  celui  où  le  fil  est  sur  le  point  de  glisser 
sur  la  surface  le  long  de  la  ligne  quil  y  dessine. 

Considérons  un  arc  infiniment  petit,  AB,  du  fil  appliqué  sur 
la  surface.  Cet  ar€  étant  sur  le  point  de  glisser  dans  sa  propre 

direction  AB,  le  frottement 
exercé  par  la  surface  est  une 
force  fN  égale  au  produit  de 
la  réaction  normale  N  par  le 
coefficient  de  frottement,  et 
dirigée  tangentiellement  à  AB, 
en  sens  contraire  du  glisse- 
ment qui  tend  à  se  produire. 
L'arc  AB  est  en  équilibre  sous 
l'action  des  forces  N,  fN,  et  des  tensions  T  et  T'  dévelop- 
pées à  ses  deux  extrémités.  Les  forces  fN  et'N  se  composent 
en  une  seule  force  R,  appliquée  en  un  point  G  de  Tare  :  les 
trois  forces  R,  TetT',se  faisant  équilibre,  sont  dans  un  même 
plan,  qui  est  le  plan  osculateur  de  la  courbe  AB,  puisqu'il  con- 
tient les  deux  tangentes  AT,  BT'.  Or  la  force  fN,  tangente  à  AB, 
est  située  dans  le  plan  osculaleur  ;  par  suite,  la  force  N  est 
aussi  située  dans  ce  plan.  Donc  le  plan  osculateur  ie  ïarc^R 
est  normal  à  la  surface,  et  la  courbe  AB  est  une  ligne  géodésique. 
Les  tensions  T  et  T'  ne  sont  plus  égales ,  et  il  est  facile  de 
voir  que  T'  surpasse  T  de  la  composante  fN. 
L'angle  RCN  est  égal  à  l'angle  9  du  frottement.  L'angle  RCB, 


Fig.  327. 
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que  la  force  extérieure  R  fait  avec  la  courbe  funiculaire  AB, 

TU 

est  donc  égal  à  ç  +  ^.    , 

Cela  posé,  appliquons  à  Tare  AB  Téquation  que  nous  avons 
donnée  (§525),         . 

dï  d(a 


T  tang/m 

OÙ  Test  la  tension,  cliù  l'angle  de  contingence,  et  pi  l'angle  de 
la  force  extérieure  avec  la  courbe,  prise  dans  la  direction  sui- 
vant laquelfe  on  compte  les  arcs  positifs. 
Nous  aurons 

tang/*  =  tang (  ^-f-  ,>  j  =  —  cotangy 

et  par  suite 

dT  dùi 


T       cotang  f 


=  dw  X  tang  9  =  fda» 


Intégrons  celte  équation  d'un  bout  à  Tautre  de  la  portion  de 
fil  MP  appliquée  sur  la  surface  ;  il  viendra 

T 

log.^  =  /ÎQ,      • 

Tj  et  T(j  étant  les  tensions  aur  points  P  et  M,  où  le  fil  se  dé- 
tache de  la  surface,  et  û  la  somme  des  angles  de  contingence 
de  la  ligne  MP. 
On  aura  donc 

Si  la  courbe  MP  est  plane,  si  c'est,  par  exemple,  la  section 

droite  d'un  cylindre,  ou  l'arc  de  grand  cercle  d'une  sphère, 

l'angle  û  sera  Tangle  des  tangentes  extrêmes.  Supposons  que 

la  courbe  MP  soit  un  arc  de  cercle  de  rayon  r  et  que  S  soit  la 

S 
longueur  de  fil  appliquée  ;  on  aura  Q  =  - . 

T  . 

On  voit  que  le  rapport  ~  croît  très-rapidement  avec  la  va- 

leur  de  û,  ou,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  avec  la 
valeur  de  S. 
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345.  Celle  proposition  étant  très-importante,  nous  en  don- 
nerons une  démonstration  élémentaire,  en  la  restreignant  au 
cas  où  la. surface  est  uq  cylindre,  et  où  le  fil  glisse  suivant  sa 
section  droite. 

Soit  MN  un  fil  tendu  à  la  surface  d'un  cylindre  droit 
à  base  circulaire,  le  long  d'un  arc  infiniment  petit  AB  de  la 
section  droite  de  ce  cylindre.  Supposons  que  le  fil  glisse,  ou 

soit  siir  le  point  de  glisser  dans  le 
sens  de  la  flèche;  la  tension  f',  qui 
agît  au  point  B  dans  le  sens  du  mou- 
vement, surpassera  la  tension  f ,  qui 
agit  en  sens  contraire  au  point  A,  de 
tout  le  frottement  développé  au  con- 
tact du  fil  et  du  cylindre.  Ce  frotte- 
ment est  infiniment  petit.  Pour  le  cal- 
culer, transportons  les  forces  t  et  t'  au  point  I,  point  de  con- 
cours des  deux  tangentes  BN,  AM|  ces  deux  forces  sont  égales 
à  un  infiniment  petit  près,  elles  se  composent  donc. en  une 
force  unique  IP,  qui  est  dirigée  suivant  là  bissectrice  de 
leur  angle,  et  qui  va  passer  au  point  0,  centre.de  l'arc 
AB.  La  résultante  IP  est  la  pression  totale  exercée  par  la 
corde  sur  le  cylindre,  et  le  frottement  mutuel  des  deux 
systèmes  en  contact  est,  au  moment  du  glissement,  égal  au 
produit  IPxf,  dans  lequel  le  facteur  f  est  le  coefficient  du 
frottement  de  la  corde  sur  le  cylindre. 

Le  triangle  IPR  a  ses  côtés  respectivement  perpendiculaires 
aux  côtés  du  triangle  ÀOB  ;  ces  deux  triangles  sont  sembla- 
bles, et  donnent  la  proportion 


1P_AB 
IR  ""  AO  ' 


ou  bien 

ip 


en  appelant  a  Tangle  au  centre  infiniment  petit  AOB,  ou  plur 
tôt  le  rapport  de  l'arc  AB  au  rayon  OA. 
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La  pression  de  la. corde  sur  le  cylindre  est  égale  à  at,  le 
frottement  à  fat^  et  Ton  a  entre  If  et  t  la  relation 


ou  bien 


t'  =  t  +  f^t  =  t[\+fu), 


j^i  +  f^. 


Cette  formule  suppose  expressément  le  nombre  a  infiniment 
petit. 

Passons  au  cas  où  Tare  de  contact,  AB,  entre  la  corde  et  le 
cylindre  a  une  longueur  finie.  Partageons  l'angle  au  centre 
AOB  en  un  très-grand  nombre,  n, 
de  parties  égales,  et  appelons  a  le 
rapport  de  la  h*'^'"*  partie  de  cçt 
angle  au  rayon. 


Soient  t 


'0^ 


h^  ^8' 


...  t,^,,  T,  les 


Fig.  329. 


tenions  de  la  corde  aux  points 
A,  a',  a\a^...,a„«,,B;  lesarcs 
Aa',  aV,  ...  étant  infiniment  pe- 
tits, nous  pourrons  appliquer  à 
chacun  d'eux  Téquation  précédente,  ce  qui  donne  la  série 
d*équalions  : 

'-i^i-hZ-a, 

Il 


tn 

Multiplions  ces  équations  membre  à  membre;  les  tensions  in- 
termédiaires disparaissent  comme  facteurs  communs,  et  il 
vient  en  définitive 

lo 
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équation  où  a  est  la  n^  partie  de  l'angle  AOB,  et  où  n  est  sup- 
posé infiniment  grand.  Soit  donc  A  Tare  qui  mesure  l'angle  au 
centre  AOB;  nous  pourrons  poser  l'équation  rigoureuse 

pour  n  infini.  - 

Faisons,  pour  abréger,  /A  =  x,  et  cherchons  la  limite  de 

1 H —  1     lorsque  le  nombre  n  croît  au  delà  de  toutes  limites. 

Nous  allons  démontrer  que 

U..(.+Î)--[„„.(,H-1)"]-. 

X  étant  un  nombre  constant,  et  n  un  nombre  indéfiniment 
croissant. 
En  effet,  . 

n' 
Posons  nx  =  n'  ;  on  en  déduit  n  ?=  - ,  et  par  suite 

X 

('+:-r=('^jr-  ' 

Le  nombre  n'  croît  indéfiniment  en  même  temps  que  le 
nombre  n. 
Nous  avons  donc  identiquement 

Cette  équation  est  encore  vraie  à  la  limite  quand  on  y  fait 
à  la  fois  n  et  n'  infinis;  et  par  conséquent 

h('+i)î="--('+j)-'-"-('+î)-. 

car  le  changement  de  n'  en  n  est  indifférent  du  moment  qu'on 
les  suppose  tous  deux  infinis  à  la  fois. 

La  limite  de  (  1  +  -  j     est  un  nombre  déterminé  ;  c*est  lo 
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nombre  ^,  base  des  logarithmes  hyperboliques;  et  Ton  a  en 
déBnilive 


««■•(*+:-)'=- 


ou  bien 


et  nous  retombons  surTéqualion  déjà  obtenue 

T=t.efK 

L'emploi  des  logarithmes  facilite  le  calcul  .des  puissances 
fractionnaires  du  nombre  e. 

346.  Pour  montrer  quel  usage  on  peut  faire  de  la  formule, 
supposons  qu'une  corde  MN  (fig.  330)  passe  sur  un  cylindre 
horizontal  en  bois,  à  la  surface  duquel  elle  glisse  dans  le 
sens  AB,  en  embrassant  une  demi-circonférence;  on  fera 

A  =  «  =  3,1415. 

Le  coefficient  du  frottement  de  la  corde  sur  le  bois  du 
cylindre  est  0,50. 

On  aura  donc  entre  les  tensions  T  et  t^  l'équation 

Par  exemple,  une  personne  attachée  à  l'extrémité  N  de  la 
corde  tient  dans  ses  fnains  l'autre  brin  AM, 
qu'elle  laisse  filer  peu  à  peu  ',  de  manière  à  se 
laisser  descendré.  La  somme  T  -f-  t^Aes  tensions 
fait  équilibre  au  poids  de  cette  personne;  sup- 
posons qu'elle  pèse  65  kilogrammes.  Les  ten- 
sions t^eï  T  se  détermineront  par  les  équations 


d'où  résulte 


T  +  f.  =  65, 
T=r^oX4,80, 

fo  =  ||  =  llkil.21. 
5,8 


Fig.  330. 


Celte  tension  est  Teffoirt  que  la  personne  doit  exercer  con- 
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stammont  sur  la  corde  pour  rester  maîtresse  de  la  vitesse  avec 
laquelle  elle  descend. 

Si  la  corde  faisait  un  tour  entier  autour  du  cylindre,  il  fau- 
drait faire  A = 27c  ;  si  elle  faisait  deux  tours  entiers,  A = 4x, . . . 

T 
On  peut  facilement  reconnaître  que  le  rapport  -  grandit  Irès- 

h 

rapidement  avec  la.  valeur  de  A,  ou  avec  la  grandeur  de  l'arc 

embrassé. 

Au  lieu  de  descendre,  supposons  que  la  personne  veuille 
monter  en  tirant  sur  la  corde.  11  faudra  alors  qu'elle  développe 
la  tension  T,  capable  d'équilibrer  la  tension  résistante  t^  dé- 
veloppée dans  le  brin  auquel  elle,  est  suspendue. 

L'effort  à  exercer  sur  le  brin  moteur  sera  donc  égal  à 

T  =  65.-<o  =  53kil.79, 

en  supposant  toujours  que  Tare  AB  soit  une  demi-circonfé- 
rence. 

Une  poulie  est  préférable  aii  cylindre  fixe  AB,  s'il  s'agit  de 
monter;  le  cylindre  fixe  est  préférable  à  la  poulie*,  s'il  s'agit 
de  descendre. 

Cette  loi  explique  comment,  sur  le  quai  d'un  port,  un  seul 
homme  peut,  à  l'aide  d'un  câble  enroulé  plusieurs  fois  autour 
d'un  poteau  fixe,  arrêter  un  bâtiment  animé  dune  faible 
vitesse.  Une  tension  même  très^petile,  i^,  multipliée  par  le 
facteur  ^^^,  qui  augmente  très-rapidement  avec  Tare  A,  pro- 
duit dans  le  brin  du  câble  qui  va  du  poteau  au  navire,  une  ten- 
sion T  assez  grande  pour  que  le  travail  de  l'extension  du 
câble  détruise  sur  un  médiocre  parcours  la  vitesse  du  bâti-, 
menti 


trâvau  du  frottebœnt  pour  un  glissement  donné  du  fil. 

347.  Soit  MN  le  fil  appliqué  sur  une  surface  suivant  une 
ligne géodési que;  soient  T  et  t^  les  forces  qui  sollicitent  le  fil 
aux  points  où  il  se  détache  de  la  surface.  Supposons  que  le  fil 
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glisse  le  long  de  la  ligne  qu'il  occupe  d'une  quantité  infiniment 
petite  5s,  qui  sera  la  même  pour  chacun  de  ces  pginls. 

Considérons  un  élément  AB  quelconque,  que  nous  pour- 
rons isoler,  en  introduisant  les  tensions  t  et  f  qui  agissent 
à  ses  deux  extrémités.  Nous 
savons  que  la  différence^ — f 
est  égale  au  frottement  subi 
par  l'arc  AB  ;  le  travail  du  frot- 
tement^ pour  cet  arc  est  égal 
au  produit  (t'-^t)^s.  Faisant  la 
somme  des  expressions  semblables  depuis  le  point  M  jusqu'au 
point  N,  il  vient  (T— fj  85  pour  le  ti'a\ail  cherché. 

Faisant  ensuite  une  seconde  intégration  dans  laquelle  le 
facteur  H—tç^  reste  constant,  on  aura  pour  le  travail  du  frotte- 
ment 

(T-/o)«, 


Fig.  331. 


OU 


fù 

to(e       -l)s, 


pour  un  glissement  fini  égal  ks. 

348.  Appliquons  cette  formule  au  frein  à  lame  flexible. 

Ce  frein  consiste  en  une  lame  OMNB,  attachée  en  0  à  un  point 
fixe,  et  en  B  à  l'extrémité  d'un  levier  AB,  mobile  autour  du 
point  0  (fig.  331);  la  lame 
embrasse  entre  les  points  M 
et  N  une  portion  du  pour- 
tour d'un  cylindre  calé  sur 
l'arbre  tournant  C.  L'angle 
embrassé  MCN  est  égal  à  ô. 
Pour  enrayer  Tarbre,  dont  le 
mouvement  est  dirigé  suivant 
la  flèche  /*,  il  suffit  d'appliquer 
une  force  P  au  point  A  du  le- 
vier, de  manière  à  établir  un  contact  intime  entre  la  lame  et 
la  surface  du  cylindre. 

Le  cylindre  glissant  sous  la  lame  dans  le  sens  de  la  flèche, 


Fig.  332. 
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le  mouvement  relatif  de  la  lame  par  rapport  au  cylindre  est 
un  glissemept  en  sens  contraire,  etl'on  a  par  conséquent,  en 
appelant  T  et  ^^  les  tensions  dans  les  brins  MO,  NB, 

La  tension  to  se  calcule  en  exprimant  que  le  levier  AOB  est 
en  équilibre.  Appelons  a  la  distance  de  la  force  P  au  point  0, 
et  Ma  distance  du  même  point  au  brin  qui  subit  la  tension  t^; 
nous  aurons 

toXb  =  Vxa. 

Donc 


et 


Cherchions  le  travail  du  frottement  correspondante  un 
nombre  n  de  tours  effectués  parTarbre.  L'arc  de  glisspment,  s, 
est  pour  un  tour  égal  à  StcR,  en  appelant  R  le  rayon  de  Farbre; 
pour  n  tours,  il  est  égal  à  SiîRn,  et  le  travail  correspondant  du 
frottement  est 

27tRn  X  (T  -  fo)  =  2itR»  X  P  lie'^-r  1), 

quantité  proportionnelle  au  nombre  de  tours  faits  par  l'arbre. 
Le  brin  qui  subit  la  plus  grande  tension  T,  aboutit  en  un 
point  fixe,  qu'on  suppose  capable  d'une  résistance  indéfinie, 
et  le  levier  est  uniquement  employé  à  produire  la  plus  petite 
tension  t^.  Si  l'arbre  tournait  en  sens  contraire,  ce  serait  le 
brin  le  plus  tendu  qui  aboutirait  au  point  B,  et  la  disposition 
du  frein  serait  vicieuse,  car  elle  exigerait  l'emploi  d'une  plus 
grande  force  P,  ou,  si  l'on  conservait  la  môme  force  P,  il 
faudrait  un  plus  grand  nombre  de  tours  pour  produire  le 
même  travail  du  frottement.    . 


Digitized  by 


Google 


COURROIES. 


557 


TliANSBUSSlON  PAR  COURROIE   SANS   FIN. 

349.  Soient  0  et  0'  les  deux  tambours  à  axes-  parallèles 
réunis  par  la  courroie  sans  fin  MiSM'N'  ;  nous  supposons  que 
cette  courroie  suive  les  tangentes  extérieures  aux  cercles  OM, 
O'M'.  Soient  r  et  r'  les  rayons  de  ces  cercles. 


-Fig.  333.  . 

Les  forces  P  et  Q  sont  appliquées  aux  tambours,  à  des  dis- 
tances OL  =  p,  O'L'  =  q,  des  axes  0  et  0'. 

Proposons-nous  de  trouver  les  tensions  T  et  t  développées 
dans  les  deux  brins  libres  M'N,  NM'  de  la  courroie  ;  nous  tien-  . 
drons  compte  des  frottements  des  arbres  sur  leurs  tourillons. 
Pour  simplifier,  supposons  les  arbres  0  et  0'  assez  éloignés 
pour  qu'on  puisse  regarder  les  brins  libres  comme  sensible- 
ment parallèles.  Supposons  de  plus  P  etQ  perpendiculaires  à 
la  ligne  des  centres  00'. 

Coupons  la  courroie  en  A  et  en  B,  dans  le  premier  brin,  en 
A'  et  en  B',  dans  le  second,  et  introduisons  les  tensions  T  et 
—  T  aux  points  A  elB,  les  tensions  i  et  — taux  points  A'etB'; 
puis  écrivons  les  équations  d'équilibre  des  deux  corps  tour- 
nants 0  et  0',  sollicités  l'un  par  les  forces  extérieures  P,  T,  t 
et  le  frottement  du  tourillon  O, -.rautre  par*  les  forces  Q,  T,  t, 
et  le  frottement  du  tourillon  0'. 

Pour  calculer  les  froUements,  remarquons  que  la  réaction 
tolale  subie  par  le  tourillon  0  est  la  résultante  des  forces 
P,  T  et  t  qui  sollicitent  le  corps  ;  or  la  résultante  de  T  et  t  ^st 
une  force  égale  à   T-^^  perpendiculaire  à  P;  la  résul- 
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tante  de  P,  T  et  t  est  donc  égale  à  yJV*  4-  (T  + 1)\  el  le  frotte- 
ment exercé  sur  le  tourillon  est  égal  à 

Prenons  les  moments  par  rapport  à  Taxe  6  ;  il  vient 
l'équation 

où  p  désigne  le  rayon  du  tourillon  0. 

De  même  pour  Fautre  corps  tournant,  on  aura  l'équation  des 
moments  par  rapport  au  point  0', 

De  ces  deux  équations  on  peut  tirer  la  somme  T  + 1  et  la 
différence  T  —  ten  fonction  de  P  et  de  Q.  Or  il  y  a  trois  incon- 
nues, savoir  T,  t  et  P.  Le  problème  est  donc  indéterminé;  ce 
qui  tient  à  ce  qu'on  peut  régler  arbitrairement,  entre  cer- 
taines limites,  la  tension  de  la  courroie  au  moment  du  mon- 
•  tage  de  la  machine. 

Appelons  L  la  distance  géométrique  des  points  M  et  N'  ;  pour 
que  la  courroie  remplisse  exactement  cette  distance  sous  la 
tension  T^  du  montage,  il  faut  en  prendre  une  longueur  X, 
sans  tension,  satisfaisant  à  l'équation       *  . 

L  =  >(l  +  aT.),  ♦ 

a  étant  le  coefficient  d'extemibilité  de  la  courroie  considérée. 
Pendant  le  mouvement,  les  deux  brins  MN',  NM'  sont  à  des 
tensions  différentes  T  et  t;  et  les  longueurs  prises  par  la 
courroie  seront 

L'  =  i(tH-aT) 

pour  le  brin  MN',  et 

pour  lé  brin  NM'. 
La  longueur  totale  de  la  courroie,  abstraction  faite  des  arcs 
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embrassés  à  la  surface  des  tambours,  est  donc,  pendant  le  mou- 
vement, 

L'-i-L"  =  >[24-«(T  +  <)]  =  2A(l-f«^^). 

La  longueur  de  la  courroie  ne  sera  pas  altérée  par  le  fait 
du  mouvement  si  Ton  a 

C'est  cette'  relation  que  Ton  admet  pour  achever  la  détermi- 
nation des  inconnues.  On  suppose  T^  donné,  et  l'on  a  ainsi  trois 
équations  pour  déterminer  trois  inconnues.  L'hypothèse  faite 
consiste,  comme  on  le  voit,,  à  admettre  que  la  courroie  con- 
serve en  moyenne  pendant  le  mouvement  la  tension  du  mon- 
tage.     . 

Une  fois  T  et  t  calculés,  il  faut,  pour  que  la  transmission 
soit  assurée,  qu'il  n'y  ait  pas  glissement  de  la  courroie  à  la 
surface  des  tambours,  ou  qu'on  ait  les  inégalités 


f^ 


pour  le  cylindre  0,  et 


T<te 


l<tef' 


pour  le  cylindre  0',  les  angles  ô  et  6'  correspondant  aux  arcs 
embrassés.  Sur  la  ligure  8'  est  <ô,  et  il  suffit  de  vérifier  la 
seconde  inégalité 

L'avantage* de  cetle  transmission  consiste  en  ce  qu'on  peut, 
au  moyen  d'un  rouleau  tenseur,  faire  varier  la  tension  du 
câble  (I,  §  265)  ;  et  aussi,  en  ce  que,  si  la  résistance  Q  s'accroît 
brusquement,  la  courroie  peut  glisser  à  la  surface  du  cylindre 
0'  sans  produire  de  rupture  dans  l'appareil.  La  transmission 
par  engrenages,  dans  les  mêmes  conditions,  serait  exposée 
à  des  ruptures  de  dents. 

Le  câble  télodynamique  de  M.  Hirn  (I,  ibid.)  est  une  trans- 
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mission  à  grande  distance^  dans  laquelle -un  câble  en  fil  de  fer 
tressé  remplace  la  courroie;  le  poids  du  câble  suffit  pour  déve- 
lopper sur  les  tambours  toute  l'adhérence  nécessaire. 


EXTENSIBILITÉ  DES  FILS   ET  DES  TIGES   SOLIDES. 

550.  Le  fil  parfait  que  nous  avons  défini  (§  314)  était  inex- 
tensible et  dépourvu  de  raideur.  Les  cordes,  les  courroies, 
les  câbles,  ne  possèdent  pas  ces  qualités  d'une  manière  abso- 
lue ;  nous  avons  vu  dans  le  problème  précédent,  par  exemple, 
que  la  longueur  d'une  courroie  varié  avec  la  tension  qui  s'y 
développe.  Les  tiges  solides  se  comportent  de  même  sous 
l'action  d'une  force  qui  tend  à  les  allonger.  On  a  étudié  expé- 
rimentalement la  loi  de  ces  extensions,  et  c'est  sur  cette  loi 
qu'est  fondée  l'équation  dont-  nous  avons  fait  usage  tout  à 
l'heure, 

L=>(l+aT),  •         . 

dans  laquelle  L  représente  la  longueur  d'une  tige  ou  d'un  fil 
sous  la  tension  T,  X  sa  longueur  naturelle,  c'esl-à-dire  sous 
une  tension  nullej  et  a  un  coefficient  constant,  qui  prend  le 
nom  de  coefficient  d'extensibilité.  Cette  formule  n'est  vraie 
que  lorsque  la  différence  L  —  X  est  très-petite  par  rap- 
port à  la  longueur  X. 

Soit  ÀB  un  fil  ou  une  tige,  suspendu  en  A  à  un  point 
fixe,  et  sollicité  en  B  par  une  force  P,  agissant  dans 
le  seps  de  sa  longueur.  '  Supposons  le  poids  de  cette 
tige  nul  ou  négligeable;  soit  X  sa   longueur  dans 
*^  I      l'état  naturel,  c'est-à-dire  quand  elle  n'est  sollicitée 
par  aucune  force.  Sous  l'action  de  la  force  P,  elle  va 
'^'     *  s'allonger  d'une  certaine  quantité  BB'=/,  et  sa  lon- 
gueur, dans  son  nouvel  état,  sera  X  4-  /. 
L'expérience  démontre  que  pour  les  petites  valeurs  du 

rapport-  il  y  a  proportionnalité,  pour  une  même  matière, 

A 
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P 

entre  ce  rapport  et  le  rapport  -  de  la  force  P  à  la  section 

droite  il)  de  la  tige,  qu'on  suppose  homogène  et  d'égale  section 
dans  toute  sa  longueur;  de  sorte  qu'on  peut  poser  l'équation 

^.=  Ei,  (i, 

w  A  ^  ' 

en  appelant*E  un  certain  coefficient  constant  que  nous  défini- 
rons plus  loin.  C'est  ce  coefficient  qu'on  nomme  coefficient 

d'élasticité  ie  la  matière  formant  le  fil  ou  la  tige.    . 
l  p 

Le  rapport  -  étant  un  nombre,  E  est  homogène  à  -  ;  le  coef- 

A  G)  . 

ficient  représente  donc  une  for,ce  rapportée  à  V unité  de  sur- 

p  / 

face.  On  voit  qu'an  aurait  E  =-  si  l'on  pouvait  avoir  -  =i, 

ou  si  la  nouvelle  longueur  de  la  tige,  /-f-X,  pouvait  devenir 
double  de  sa  longueur  naturelle  X.  Faisant  ensuite  a)=  1,  on 
aurait  E=  P.  Le  coefficient  d' élasticité  d'une  matière  est  donc 
la  force  fictive  d'extension  qui^  appliquée  à  un  fil  ou  une  tige 
formée  de  qette  matière^  et  ayant  une  section  égal^  à  Vunitéy  en 
doublerait  la  longueur,  la  loi  exprimée  par  l  équation  (1)  étant 
supposée  indéfiniment  exacte. 

Le  coefficient  E  a  été  déterminé  par  expérience.  Sa  valeur 
numérique  dépend  du  choix  des  unités  ; .  pour  le  fer,  par 
exemple,  Tunité  de  force  élant  le  kilogramme  et  l'unité  de 
surface  le  mètre  carré,  le  nombre  E  est  égal  en  moyenne  à 
20,000,000,000  ;  c'est-à-dire  qu'un  poids  de  20  milliards  de 
kilogrammes,  appliqué  uniformément  à  une  tige  de  fer  de  sec- 
tion égale  à  1  mètre  carré,  doublerait  la  longueur  de  la  tige  si 

la  formule  (1)  s'appliquait  à  toutes  valeurs  du  rapport-.  Le 

A 

nombre  E  est  d'autant  plus  grand  que  le  corps  est  plus  raide 
et  moins  déformable. 

Quand  les  solides  peuvent  être  comprimés  sans  fléchir, 
l'équation  (1)  s'applique  à  la  compression  comme  à  l'exten- 
sion :  /représente  un  raccourcissement  quand  P  représente  une 

II.  «^  MÉC.  G0IU6N0N.  36 
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force  décompression,  elle  coefficient  d'élasticité  est  le  mên^e, 
en  général,  à  la  compression  qu'à  l'extension. 
La  formule  (i)  n'est  rigoureusement  applica&le  qu'aux 

petites  valeurs  du  rapport  -,  c'est-à-dire  aux  petites  valeurs 

A 
P 

de  la  force  - ,  appliquée  à  Tunité  de  surface.  Pour  des  valeurs 
(à 

supérieures  à  une  certaine  limite,  appelée  limite  d élasticité,  il 

n'y  a  plus  proportionnalité  entre  les  deux  rapports,  et  de  plus, 

la  suppression  de  la  force  P  n'est  pas  suivie  du  retour  de  la 

tige  AB  à  sa  longueur  primitive.  On  dit  alors  que  rélasticité 

de  la  tige  ou  du  fil  est  altérée. 

351.  Pe  la  formule  (1)  on  peut  déduire  l'équation 

L  =  i(l  +  aT), 

qui  nous  a  servi  pour  déterminer  la  longueur  des  coun*oies. 
Faisons  en  elfet  L=:X  -f- 1  dans  l'éqaation  (1)  ;  il  viendra 

Donc 

La  force  P  étant  égale  à  la  tension  T  développée  dans  la  cour- 
roie, on  peut  poser 

équation  qui  rentre  dans  la  formule  indiquée,  en  posant 

Ew 

Le  nombre  a  dépend  donc  de  la  section  de  la  courroie,  et 
c'est  un  nombre  d'autant  plus  petit  que  le  nombre  E  est  plus 
grand. 
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TRAVAIL  DE   l'eXTENSION   d'uNE   TIGE   OU   d'uN  HL. 

.  352.  Soit  AB  la  longueur  originaire,  X,  d'une  tige,  à  la- 
quelle on .  communique  un  allongement  total  BC^/. 
On  demande  le  travail  nécessaire  pour  produirç  celte 
déformation. 

Considérons  la  tige  allongée  d'une  quantité  Bm  =  x, 
et  recevant  un  nouveau  degré  infiniment  petit  d'allon- 
gement mm'=  dx.  Soit  Tla  tension  de  la  tige  lorsqu'elle 
a  la  longueur  Am=^\-\-x;  cette  tension,  égale  et    *^'' 
contraire  à  la  force  qu'il  faudrait  appliquer  à  la  tige  Fifir-  sss. 
amenée  à  la  longueur  Aw  pour  maintenir  l'équilibre,  est  don- 
née par  Téqualion 

où  Oi)  est  la  section  de  la  tige  et  E  le  coefficient  d'élasticité  de 
la  matière  dont  elle  est  composée.  . 

Le  travail  de  celte  force,  quand  son  point  d'application  se 
transporte  de  m  en  m',  est  Tiir,  et  le  travail  de  l'allongement 
total  est  l'intégrale  fTdx  prise  entre  les  limites  «^0  et 

Xt=:l. 

Or  l'équation  précédente  nous  donne 

m  S^ 

T  = X, 

X         ' 

et  par  suite 

C  Ux==  f  ^xdx  =  ^t 

Le  travail  cherché,  est  le  produit  de  l'allongement  total  /, 

par  la  quantité  -^  ^  qui  représente  la  moyenne  des  tensions 

développées  successivement  dans  la  tige  quand  elle  passe  de 
la  longueur  AB  à  la  longueur  AC. 
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353.  Nous  avons  aussi  considéré  les  cordes  comme  des 
fils  entièrement  dépourvus  de  raideur,  et  pouvaht  être  inflé- 
chis sans  effort.  Les  cordes  que  l'on  emploie  dans  les  machi- 
nes sont  loin  de  posséder  celte  propriété,  et  lorsqu'on  doit  leur 
communiquer  une  courbure  un  peu  prononcée,  on  éprouve  une 
résistance  du  même  genre  que  celle  qui  s'oppose  à  la  flexioa 
d'une  lige  solide.  11  en  résulte  qu'en  réalité  la  courbure  d'une 
corde  ne  varie  pas  d'une  manière  brusque  comme  on  le  sup- 
pose pour  la  solution  élémentaire  des  problèmes  dont  nous 
nous  sommes  occupé.  Supposons,  par  exemple, 
qu'une  corde  MN  passe  sur  un  cylindre  0,  et 
que  le  mouvement  soit  établi  dans  le  sens  de  la 
flèche  f.  Le  brin  MA,  recliligne  sur  sa  plus 
grande  étendue,  ne  s'appliquera  pas  nettement 
au  point  Â  sur  le  cylindre,  et  là  raideur  de  la 
corde  Técartera  du  centre  0  pour  répartir  sur 
une  certaine  longueur  la  varialion  de  fa  cour- 
Fig.  336.  .  jjure  ;  par  la  même  raison  le  brin  BN  ne  perd 
pas  brusquement  au  point  B  la  courbure  qu'il  a  prise  sur  le 
cylindre,  et  la  raideur  le  rapproche  du  centre  0;  il  résulte  de 
là  que  l'équilibre  de  la  puissance  P  et  de  la  résistance  Q 
entraîne  l'inégalité  P>Q;  on  a  déterminé  par  expérience  la 
dififérence  P — Q,  et  Ton  a  trouvé  qu'elle  était  inversement 
proportionnelle  au  diamètre  D  du  cylindre,  et  qu'elle  crois- 
sait avec  la  résistance  Q.  Ces  lois,  posées  par  Coulomb,  ne 
sont  pas  encore  parfaitement  connues. 

La  formule  par  laquelle  on  calcule  la  valeur  de- la  diffé- 
rence P  —  Q,  ou  de  la  raideur  R,  est 

OÙ  A  et  B  sont  deux  constantes  déterminées  empiriquement  ; 
elles  dépendent  de  la  nature,  de  la  structure  et  du  diamètre 


Digitized  by 


Google 


DES  CORDES. 


565 


de  la  corde  soumise  à  rexpérience.  Voici  quelques  valeurs  de 
ces  coefficients. 


Corde  blanche  de  3()  fils.  . 

»  *         »      de  15   ».  . 

»  »  de  6  ».  . 
Corde  goudronnée  de  3Q  fils 
.  »•           D          de  15   » 

»             >          de.6   » 

DIAMÈTRE 

DE 
LA  CORDE 

POIDS 

DE  LA  CORDE 
PAR  MÈTRE 

A 

B 

millim. 

20 

15 

9 

24 
17    ' 
10 

kil. 

0,283 
0,145 
0,052 
0.335 
0,163 
0,069 

0,222 
0,064^ 
0,011 
0,350 
0,106 
0,021 

0,0097 
0,0055 
0.0024 
0,0126 
0,0061 
0,0026 

Dans  rapplicalion  de  la  formule,  on  suppose  queP,  QetR 
sont  exprimés  en  kilogrammes,  et  D  en  mètres. 


DE  LA   POUUE   ET   DES  MOUFLES. 

354.  \]ne  poulie  est  une  roue  A,  assujettie  à  lourner  autour 
d'un  axe  B,  qui  traverse  une  chape  C,  destinée  soit  à  sus- 
pendre la  poulie  à  un  point 
fixe  0  (fig.  337)^  soit  à  sup- 
porler  un  poids  Q  (fig.  338). 

La^  «urface  courbe  de  la 
roue  est  généralement  creusée 
en  forme  de  gorge,  de  manière 
à  recevoir  un  fil  qui  l'enve- 
loppe sur  un  arc  plus  ou  moins 
grand;  une  puissance  P  et 
une  résistance"  R  sont  appli- 


® 


yp 


Fig.  337. 


Fig.  338. 


quées  aux  deux  extrémités  de  ce  fil.  On  demande  dans  quel 
rapport  doivent  être  les  forces  F  et  R,  et  quelle  force  Q  il  faut 
appliquer  à  la  chape  pour  qu'il  y  ait  équilibre.  Nous  ferons 
d'abord  abstraction  de  toutes  les  résistances  passives,  telles 
que  frottements  et  raideur  des  cordes. 

Supposons  d'abord  que  l'axe  B  soit  fixe,  en  sorte  que  la 
poulie  ne  puisse  que  tourner  autour  de  cet  axe  ;  fixons  par  la 


Digitized  by 


Google 


506  ÉQnilBBE 

pensée  le  fil  à  la  surface  de  la  gorge  ;  tout  se  passe  alors  comme 
si  lés  forces  P  et  R,  qui  mesurent  les  tensions  du  fil,  étaient 
directement  appliquées  aux  points  aeib  tangentiellcment  à  la 
surface  de  la  roue.  La  roue  se  trouve  dans  les  mêmes  con- 
ditions qu'un  treuil  sollicité  par  deux  forces?  etR,  appliquées 
à  des  distances  égales  Ra,  Bb  de  son  axe,  et  Téquilibre  exige 
que  les  deux  forces  P  et  R  soient  égales. 

Cette  condition  satisfaite,  on  peut  rendre  au  fil  la  liberté  de 
glisser  sur  la  gorge  de  la  poulie  ;  car  les  forces  P  etR,  qui  le 
sollicitent  en  sens  opposa,  étant  égales,  le  glissement  ne 
pourra  pas  se  produire. 

Considérons  ensuite  l'équilibre  de  l'ensemble  de  la  poulie 
et  de  la  chape.  La  chape  est  sollicitée  dans  la  directioir  BC,  soit 
par  la  force  donnée  Q,  soit  par  la  réaction  inconnue  du  point 
fixe  0,  que  nous  pouvons  aussi  appeler  Q.  n  en  résulte  que  les 
trois  forces  P,  Q,  R  se  font  équilibre,  et  par  suilo  elles  sont 
dans  un  même  plan  et  elles  concourent  en  un  même  point,  ou 
bien  elles  sont  toutes  trois  parallèles;  dans  lés  deux  cas  l'une 
est  la  résultante  des  deux  autres. 

Si  elles  sont  toutes  trois  parallèles,  comme  cela  a  lieu  dans 
les  figures  337  et  338,  la  force  Q  est  égale  à  la  somme  des  .deux 

autres  P  et  R,  et  ces  deux  der- 
^^     nières  forces  étant  égales,  la  charge 
de  la  chape  est  double  de  la  puis- 
sance P. 

Si  les  forces  P,  Q,  R  ne  sont  pas 
parallèles  (fig.  339),  elles  concou- 
rent en  un  même  point  L,  et  la 
force  Q,  dont  la  direction  passe  par 
le  centre  0,  est  la  bissectrice  de 
l'angle  RLP  des  deux  autres  forces. 
Pour  trouver  la  valeur  de  Q,  menons  par  le  point  0  deux 
rayons  Op,  Or,  parallèles  aux  forces  P  et  R;  joignons  rp,  et 
prolongeons  la  droite  LO,  qui  rencontre  la  corde  rp  en  son 
milieu  I.  Nous  pouvons  prendre  Or,  Op  comme  les  mesures 
des  deux  forces  égales  P  et  R;  la  distance  01  est  la  moitié  de 
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la  diagonale  du  parallélogramme  construit  sur  ces  deux 
droites,  et  2  01  est  la  mesure  de  la  force  Q.  Nous  aurons 
donc 

Q  _  201 
V^  Or' 

ê 

Mais  le  triangle  Orlest  égal  au  triangle  OaK;  car  ces  deux 
triangles,  rectangles  l'un  en  K,  l'autre  en  I,  ont  les  hypoté- 
nuses Ofl,  Or,  égales;  de  plus  TanglelOr  du  premier  est  égal  à 
10/),  lequel  est  égal  à  l'angle  OaK  du  second  triangle,  leurs 
côtés  étant  respectivement  perpendiculaires,  Donc  01=  Ka,  et 
par  conséquent 

Q  ^  2Kfl  _  ab 
P        Or  "  ^r 

Le  rapport  jr-  est  le  sinus  de  Tangle  aOK,  moitié  de  l'angle 

aOb  qui  correspond  à  Tare  ab  embrassé  par  le  fil  sur  le  pour- 
tour de  la  poulie.  Appelant  a  cet  angle,  on  aura 

Q     o  •  « 
p  =  2sm5. 

Cette  équation  contient  comme  cas  particulier  la  relation 
Q  ^2P,  qui  a  lieu  lorsque  les  forces  P,  Q,  R  sont  parallèles. 
355.  Lorsqu'on  veut  se  servir  de  la  poulie  pour  élever  un 
poids,  il  y  a  avantage  à  rendre  les  deux  brins  du  fil  qui  passe 
sur  la  poulie  parallèles,  et  par  suite  verticaux.  Car  cette  dis- 
position est  celle  qui  correspond  à  la  moindre,  tension  du  fil. 
On  peut  d'ailleurs  adopter  soit  l'une,  soit  l'autre  des  disposi- 
tions représentées  dans  les  figures  357  et  338.  Dans  la  pre- 
mière, la  poulie  est  fixe,  et  le  poids  à  soulever  est  attaché  à 
l'extrémité  du  fil6R;  la  puissance?  est  égale  à  ce  poids. 
Dans  la  seconde,  le  fil  6R  est  attaché  en  un  point  fixe  R,  qui 
supporte  une  charge  égale  à  la  puissance  P,  et  le  poids  à 
soulever,  Q,  est  attaché  à  la  chape  mobile  de  la  poulie;  on  a 

i 
dans  ce  cas  P=^Q.  Ainsi  la  première  disposition  exige  l'em- 

ploi  d'une  puissance  égale  au  poids  à  soulever,  la  seconde 


Digitized  by 


Google 


568  ÉQUILIBRE 

d'une  puissance  moitié  moindre.  Le  théorème  du  travail 
virtuel  confirme  ce  résultat.  Dans  le  premier  cas,  la  poulie 
est  fixe;  si  l'on  fait  parcourir  au  fil  une  longueur  e  dans  le 
sens  de  la  force  P,  le  poids  R  monte  de  toute  la  quantité  e; 
donc  Ps=Re,  et  P=R.  Dans  le  second  cas,  le  parcours 
e  effectué  par  le  point  d'application  de  la  force  P.  dans  le 
sens  de  sa  direction  équivaut  à  un  raccourcissement  du  fil 
égal  à  s;  ce  raccourcissement  se  partage  par  moitié  entre  les 
deux  brins  aP,  6R;  il  en  résulte  pour  chacun  un  raccourcis- 
sement de  ^ ,  et  c'est  de  cette  quantité  que  se  relèvent  la 
poulie,  la  chape,  et  le  poids  Q  ;  Téquation  d'équilibre  est  donc 


QXi,  =  PXe, 


ou  bien 


On  peut,  en  combinant  ensemble  plusieurs  poulies, 
réduire  autant  qu'on  le  voudra  le  rapport  de 
la  puissance  au  poids  soulevé.  La  combinaison 
.connue  sous  le  nom  de  moufles  consiste  à  réu- 
nir, sur  Taxe  traversant  une  chape,  un  certain 
nombre  de  poulies  ;  on  fait  usage  de  deux 
moufles  semblables  :  l'une,  A  (fig.  340),  est  at- 
tachée à  un  point  fixe  0;  Tautre,  B,  soutient  le 
poids  Q  qu'il  s'agit  de  tenir  en  équilibre.  Un 
même  fil  réunit  les  deux  moufles  en  passant 
successivement  et  alternativement  sur  toutes 
les  poulies  qui  les  composent.  La  figure  340  re- 
prégentedeux  moufles  de  trois  poulies  chacune. 
Le  fil,  attaché  au  point  C  de  la  première  chape, 
passe  sur  la  poulie  1,  revient  de  là  à  la  poulie  2, 
puis  passe  sur  la  poulie  3,  d'où  il  remonte  à  la 
poulie  4,  redescend  ensuite  à  la  poulie  5,  qui  le 
Fig.  340.  renvoie  à  la  poulie  6  ;  la  puissance  P  est  applU 
quée  au  brin  qui  quitte  cette  dernière  poulie-.  On  suppose  d'ail- 
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leurs,  pour  plus  de  simplicité,  les  deux  moufles  assez  éloi- 
gnées l'une  de  l'autre  pour  que  tous  les  cordons  compris  dans 
leur  intervalle  soient  sensiblement  parallèles.  La  force  P  peut, 
être  ou  n'être  pas  parallèle  aux  autres  cordons;  sa  direction 
influe  sur  la  charge  de  la  chape  supérieure  et  du  point  0, 
sans  rien  changer  à  la  tension  des  six  .cordons  qui  soutiennent 
la  chape  inférieure  et  le  poids  Q.  Ces  tensions  sont  partout 
égales  à  la  force  P,  si  toutefois  on  fait  abstraction  du  frotte- 
ment des  poulies  sur  leurs  axes  et  de  la  raideur  des  cordes. 
Coupons  les  six  cordons  par  un  même  plan  intermédiaire  aux 
deux  moufles;  nous  obtiendrons  dans  chacun  une  tension 
égale  à  P,  et  l'ensemble  de  ces  six  tensions  verticales  fait  équi- 
libre au  poids  Q.  On  a  donc 

Le  théorème  du  travail  virtuel  conduit  à  la  mêine  relation  ; 
si  l'on  imprime  au  fil  dans,  la  direction  de  P  un  déplacement  e, 
ce  déplacement  produit  un  raccourcissement 
égal  sur  les  six  cordons  qui  réunissent  les 
deux  moufles,  et  fait  monter  par  conséquent 

le  poids  Q  de  la  quantité  r.  DoncPe  =  Q  x  ^i 

ou  bien  P  =  ^ ,  en  supprimant  le  facteur  e. 

357.  On  appelle  pa/andi/if(^renii^/(fig.  341)  -^ 
un  système  de  deux  poulies,  l'une  A  attachée 
à  un  point  fixe  0,  TautreB  mobile  et  portant 
le  poids  Q  qu  il  s'agit  de  soulever;  la  pou- 
lie supérieure  A  comprend  en  réalité  deux  . 
roues  ag,  cdy  solidaires  l'une  de  Tautre,  et 
de  diamèlres  inégaux;  un  fil  sans  fin  passe 
sur  ce  système  de  trois  poulies  en  suivant  le 
chemin  abcdefga.  Concevons  qu'en  un  point  C 
du  brin  ab  on  applique  une  force  P  verti- 
cale, et  supposons  que  le  fil  ne  puisse  glisser 
à  la  surface  des  gorges  des  diverses  poulies  ;  cherchons  les 


•p  '    ^ 


Fig.  341. 
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tensions  dans  les  difTérents  brins  du  fil.  Les  tensions  dans  les 
brins  ed^  fg  seront  égales,  car  il  est  nécessaire  qu'il  en 
soit  ainsi  pour  l'équilibre  de  la  poulie  B  autour  de  son  axo  N; 
les  brins  étant  d'ailleurs  supposés  parallèles,  la  tension  T 

dans  ces  deux  brins  est  égale  à  ^.  Coupons  le  fil  par  un  plan 

CD  ;  nous  trouverons  dans  les  deux  brins  qui  aboutissent  end 
et  en  g  sur  la  poulie  supérieure,  ces  tensions  égales  à  T  ou  à 

Q 

^.  11  n'y  a  pas  de  tension  dans  le  brin  c6,  qui  tombe  librement 

du  point  c,  et  dont  le  poids  est  supposé  négligeable. 
L'équilibre  du  treuil  A,  sous  l'action  des  trois  forces  P,  ^, 

Q 

5-,  nous  donnera  l'équation 


Donc 


PXMa  +  |xMd  =  ?xMsf. 


quantité  qu'on  peut  rendre  aussi  petite  qu'on  le  voudra  en 
diminuant  la  différence  des  rayons  des  deux  poulies  accolées. 
Pour  traiter  la  même  question  par  le  théorème  du  travail 
virtuel,  faisons  descendre  le  point  C  de  la  quantité  s  ;  le  point 
gf'du  fil  montera  de  la  même  quantité;  le  point  c  du  fil 

montera  donc  de  la  quantité  e  X  w- ,  et  cette  quantité  mesu- 
rera la  descente  du  point  d;  le  fil  qui  embrasse  l'arc  ^, 

Me 
s'élève  de  ç  du  côté  /",  et  s'abaisse  de  e  x  rr-  du  côté  e;  il  se 

raccourcit  donc  de  e  M  —  ~  j ,  et  la  poulie  B  se  relève  de 

1    /        MA 
la  moitié,    -e  f  1  —  j^  j  ;  telle  est  la  quantité  dont  s'élève 

le  poids  Q.  En  définitive  l'équation  d'équilibre  est 
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OU  bien 

•         ^      M^  — Me 

équation  identique  à  la  précédente,  puisque  Ma=M5f,  et 
Mc=m. 

On  néglige  le  poids,  du  fil,  sans  quoi  il  faudrait  introduire 
un  terme  pour  représenter  le  travail  correspondant. 

Les  tensions  du  fil  étant  inégales  dans  les  brins  qui  abou- 
tissent à  la  poulie  supérieure,  on  voit  qu'il  est  nécessaire  d'em- 
pêcher le  glissement  du  fil  le  long  des  arcs  embrassés  sur 
cette  poulie,  si  le  frottement  ne  suffit  pas  pour  assuxer  ce 
résullat. 

OBSERVATION  SUR  LA  THÉORIE  DES  MOUFLES. 

358.  La  condition  d'équilibre  de  la  poulie  et  des  moufles 
a  été,  comm'e  la  théorie  du  levier.  Tune  des  bases  de  l'an- 
cienne statique  ;  on  peut  y  rattacher  le  théorème  du  travail 
virtuel. 

Considérons  un  système  matériel  en  équilibre  sous  l'action 
.de  forces  F,  F',  F"...,  respectivement  appliquées  endos  points 

Supposons  que  les  forces  F,  F',  F". . . ,  soient  proportionnelles 

à  des  nombres  entiers,  m,  m\  m",...,  et  soit  T  la  valeur  com- 

F     F'    F" 
mune  des  quotients  —,  —,  -^ ....  Il  sera  toujours  possible  de 

trouver  des  nombres-entiers 
qui  soient  proportionnels 
aux  forces  données,  sinon 
rigoureusement,  du  moins 
avec  une  approximation 
aussi  grande  qu'on  voudra. 
Remplaçons  la  force  F 
(fig.  342)  par  une  paire  de 
moufles  dont  Tune,  B,  sera 
attachée  au  point  A,  et  dont  l'autre,  C,  sera  traversée  en  son 
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centre  par  un  axe  fixe  0  choisi  de  telle  sorte,  que  la  droite  AO 
coïncide  avec  la  direction  de  la  force  F.  Nous  composerons 
ces  moufles  d'un  nombre  de  pOulies  tel,  qu'une  section  faite 
dans  les  fils  «ntre  les  deux  chapes  B  et  C  nous  donne  m  fils 
•tendus. 

Nous  pourrons  de  même  remplacer  la  force  F'  appliquée 
en  A'  par  une  paire  de  moufles  présentant  ni'  cordons,  et  nous 
pourrons  faire  passer  sur  les  poulies  de  celte  seconde  paire  le 
fil  CD  qui  quitte  la  première  au  point  C. 

De  même,  pour  produire  au  point  A"  la  traction  F",  nous 
appliquerons  en  ce  point  une  troisième  paire  de  moufles  à  m" 
cordons,  sur  laquelle  nous  ferons  encore  passer  le  même  fil  à 
sa  sortie  de  la  moufle  précédente. 

Si  l'on  opère  ainsi  pour  toutes  les  forces,  il  suffira  d'appli- 
quer au  bout  du  fil  un  poids  égal  à  T,  pour  produire  partout 
dans  le  fil  une  tension  T,  et  pour  développer  dans  les  liens  qui 
attachent  les  chapes  aux  points  A,  A',  A",...,  des  tensions 
mT/m'T,  m"T,...,  égales  aux  forces  F,  P,  F",... 

Cela  posé,  donnons  au  système  matériel  un  déplacement  infi- 
niment petit  quelconque,  compatible^vec.ses  liaisons  ;  ce  dé- 
placement va  faire  varier  les  distances  respectives  des  points . 
A,  A',  A",  ...,  aux  points  fixes  0,  0',  0"^  ...,  auxquels jls  sont 
•réunis  par  les  moufles  ;  soient  e,  s',  e", ...,  les  variations  des 
dislances  OA,  OA',  OA", . . .,  prises  positivement  quand  la  distance 
diminue,  négativement  quand  elle  augmente.  Cette  variation 
va  produire  un  déplacement  du  fil  à  la  surface  des  poulies; 
pour  une  diminution  de  e  dans  la  distance.des  points  B  et  C,  il 
se  déroulera  de  la  paire  de  moufles  BC,  qui  est  à  m  cordons, 
une  longueur  de  fil  égale  à  ms;  les  variations  e',  e",...  des 
autres  distances  produiront  de  même  le  déroulement  (positif 
ou  négatif)  de  longueurs  de  fil  respectivement  égales  à  tnV,  à 
mV,  ...;  en  définitive,  le  déplacement  imprimé  au  système 
produira  sur  le  poids  tenseur  T  une  descente  totale  égale  à 

me  +  m'e'  -|-  m^e"  4-  . . . 

Or  ce  poids  tenseur  est  la  seule  force  qui,  étant  donnée  la 
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nouvelle  constitution  du  système,  puisse  y  produire  un  dépla- 
cement effectif;  comme  il  tend  à  descendre  et  non  à  mon- 
ter, on  est  certain  que  le  déplacement  fictif  que  nous  avons 
imprinié  au  système  ne  pourra  se  produire  si  la  somme 

est  nulle  ou  négative. 

Mais  si  les  déplacements  du  système  sont  possibles  dans  les 
deux  sens,  on  pourrait,  dans  le  cas  où  cette  somme  serait  né- 
gative, la  rendre  positive  en  considérant  un. déplacement  con- 
traire au  premier  (g  107).  Il  i'aut  donc  qu'elle  soit* nulle  pour 
que  le  poids  T  ne  puisse  descendre  ni  par  l'un  ni  par  l'autre 
de  ces  deux  déplacements  contraires.  Donc  enfin,  pour  que  le 
système  soit  en  équilibre,  c'est-à-dire  pour  qu'aucun  déplace- 
ment ne  puisse  y  résulter  de  l'action  simultanée  des  forces,  il 
faut  et  il  suffit  que  la  somme  rns  -+-  m'z  -hm"e''  •+- .;.  soit  nulle 
.  pour  tout  déplacement  compatible  avec  les  liaisons,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  que  la  somme 

Tfîu  +  Tm'«'  -h  Tm"e^'  +  . . . , 

OU  encore  la  somme 

F«  +  F's' +*F"e'> -f  ... 

soit  égale  à  zéro,  quel  que  soit  le  déplacement  fictif  que  l'on 
considère. 

.  Cette  proposition  n'est  autre  chose  que  le  théorème  du  tra- 
vail virtuel.  La  démonstration  très-simple  que  nous  venons  de 
,donner  est  tirée  de  la  Mécanique  analytique  de  Lagrânge. 


ÉQUaiBR^   DE   LA  POULIE   ET    DES    MODFLES    QUAND   ON     TIENT    COMPTE 
DU   FROTTEMENT  ET   DE  LA  RAIDEUR  DES  CORDES. 

359.  Soit  0  (fig.  343)  le  centre  et  BC  la  circonférence  d'une 
poulie  sur  laquelle  passe  la  corde  DE;  une  puissance  P  et  une 
résistance  Q  sont  appliquées  aux  exlrémîlés  de  celte  corde.  Nous 
pouvons  regarder  la  force  P  comme  tangente  à  la  poulie  au 
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point  B;  pour  la  force  Q,  elle  est  à  une  distancé  OC  du  centre 
un  peu  plus  grande  que  le  rayon  OB, 
à  cause  de  la  raideur  de  la  corde. 
SoitOB=r,  etOC=r'. 

L'axe  de  la  poulie  peut  faire  corps 
avec  elle,  et  tourner  sur  des  coussi- 
nets; il  peut  aussi  rester  fixe,  et  le 
frottement  subi  par  la  poulie  a  lieu 
alors  entre  l'œil  de  la  poulie  et  l'axe 
autour  duquel  elle  tourne.  Nous  ad- 
mettrons celte  dernière  hypothèse. 
Nous  supposerons  enfin  que  le  mouvement  soit  sur  le  point  àë 
se  produire  dans  la  direction  de  la  flèche  f. 

Soit  M  la  génératrice  de  contact  de  l'axe  et  de  l'œil .  La  réac- 
tion totale  de  l'axe  sur  la  poulie  sera  une  force  R,  faisant 
avec  là  normale  ON,  en  sens  contraire  de  la 
rotation,  un  angle  NMR=:(p,  égal  à  l'angle 
,du  frottement.  Cette  force  R,  faisant  équi- 
libre aux  forces  P  et  Q,  passe  par  le  point  A 
où  se  rencontrent  les  directions  données 
de  ces  deux  forces.  Elle  fait  d'ailleurs  un 
angle  donné  9  avec  la  normale  MN,  menée  au 
point  de  contact  M.  Appelons  p  le  rayon  OM 
de  l'arbre  fixe.  Du  point  0  comme  centre, 
avec  un  rayon  égal  à  p  sin  9,  décrivons  une 
circonférence.  La  direction  de  la  force  R 
sera  tangente  à  cette  circonférence.  La  so- 
lution consiste  donc  à  mener  par  le  point  A 
une  tangente  AK  au  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre 
avec  psinç  pour  rayon.  Connaissant  la  force  Q  en  grandeur, 
il  suffira  de  la  décomposer  suivant  les  directions  AK,  AP,  pour 
avoir  les  valeurs  des  forces  P  et  R. 

Du  point  A  on  pe.ut  mener  deux  tangentes  AK,  AK'  au  cer- 
cle OK.  L'une  AK  de  ces  tangentes  correspond  au  cas  où  la 
poulie  tourne  dans  le  sens  de  la  flèche  f.  Le  contact  est  alors 
établi  aii  point  M,  si  la  poulie  tourne  seule  sur  un  axe  fixe, 


Fig.  544. 
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et  au  point  H^  si  la  poulie  fait  corps  avec  Taxe  tournant  dans 

le  tourillon.  La  seconde  tangente  AK'  correspond  au  cas  où  la 

poulie  tournerait  en  sens  contraire  ;  le  contact  est  d'ailleurs 

en  M' ou  en  M/,  suivant  que  Taxe  est  fixe  ou  entraîné  avec  la 

poulie. 

360.  On  peut  aussi  obtenir  par  le  calcul  la  relation  entre  P 

et  Q.  Le  frottement  de  la  poulie  sur  Taxe  est  égal  au  produit 

f  ,       \ 

R  -=== ,  et  l'équation  des  moments  nous  donne 

Pr=  Qr'-f-R -;==P  =  Qr'  +  R/-|/>? 

en  remplaçâiit  par  f^  le  nombre  — ' — 


La  valeur  numérique  de  r'  se  déduit  de  la  formule  de  la 
raideur  des  cordes. 

Soit  F  la  portion  de  la  puissance  P  capable  d'équilibrer  la 
résistance  Q,  en  supposant  qu'il  n'y  ait  d'autre  résistance  pas- 
sive que  la  raideur  de  la  corde.  Nous  avons  posé  (§  353)  l'équa- 
tion 

Donc 

et  multipliant  par  r, 

Or  Fr  est  égal  au  produit  Qr';  car  c'est  par  l'augmentation 
du  bras  de  levier  de  là  force  Q  que  nous  tenons  compte  de  la 
raideur  de  la  corde  au  passage  de  la  poulie.  Donc  enfin 

.      ^  2Q  ^  2 

.  Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  des  moments;  il 
vient  : 
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Mais  R  est  la  résultante  des  deux  forces  P  et  Q,  dont  les  direc- 
tions sont  données,  et  on  a' 

Rî  =  P«  +  Q»4.2PQcos(P,  Q).    . 

Remplaçant  R  par  sa  valeur  déduite  de  cette  dernière  rela- 
tion, on  a  réquation  finale  qui  ne  contient  plus  que  P  et  Q  : 

Pr  =  Qr  +  ^  ( A  4-  BQ)  -f  f,p  y/P»  +  Q*  +  2PQ  cos  (P,  Q). 

Si  Ton  fait  disparaître  le  radical,  on .  sera  ramené  à  une 
équation  du  second  degré,  qui  fera  connaître  P  en  fonc- 
tion de  Q.  On  peut  aussi  procéder  par  approximations  suc» 
cessiv^s,  ou  enfin  substiluer.au  radical  une  fonction  linéaire 
de  P  et  de  Q,  par  la  méthode  d'approximation  de  Poncelet 
(§275). 

Lléquation  se  simplifie  quand  les  forces  P  et  Q  sont  paral- 
lèles. Le  radical  se  réduit  alors  à  P  +  Q,  et  l'on  a  par  consé- 
quent 

ce  qui  donne  entre  P  et  Q  une  relation  de  la 
forme  ^ 

.P  =  fl  +  6Q. 

361.  Nous  allons  appliquer  cette  relation  à 
Téquilibre  des  moufles,  en  tenant  compte  à  la 
fois  du  frottement  et  de  la  raideur  des  cordes. 

Soit  M  la  moufle  supérieure  suspendue  au 
point  fixe  0  ;  N,  la  moufle  inférieure  qui  porte 
le  poids  Q;  P,  la  puissance  appliquée  au  bout 
de  la  corde  qui  passe  sur  toutes  les  poulies, 
renvoyée  alternativement  de  la  moufle  infé- 
rieure à  la  supérieure  et  de  la  supérieure  à 
rinférieure.  Les  cordons  sont  tous  sensible- 
ment parallèles  entre  eux,  ainsi  qu'aux  forces  P 
etQ,  et  si  l'on  appelle  T„  T„  T,,  T„  les  tensions  de  ces  cor- 
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dons  successifs,  les  poulies  étant  toutes  dans  des  conditions 
identiques,  on  aura  la  série  d'équations  : 

-        -  T4  =  o-f6T5, 


T»=a+6T»_i, 


Le  poids  Q  est  équilibré  par  la  somme  des  tensions  des  cordons 
compris  entre  les  deux  moufles;  donc 

Ces  équations  montrent  que  P  et  Q  sont  des  fondions  linéaires 
de  T^,  et  par  suite,  que  P  est  une  fonction  linéaire  de  Q.  Nous 
poserons  donc 

a  et  P  étant; des  coefficients  qui  dépendent  des  coefficients  a 
et  6  et  du  nombre  n.  . 

Pour  déterminer  ces  nombres  a  et  p,  cherchons  d'abord  à 
exprimer  P  et  Q  en  fonction  de  T^.     . 

Retranchons  la  première  équation  de  la  seconde,  la  seconde 
de  la  troisième...,  ravant-dernière  de  la  dernière;  il  vien- 
dra la  série  de  relations 

T5-T,=;6{T,~T,), 


l>-T„  =  6(T«~T„-i); 

les  différences  T,— r„  T3— T,....,P  — T«,  sont  donc  les  ter- 
mes d'une  progression  géométrique  dont  la  raison  est  b;  fai- 
sant la  somme  de  tous  ces  termes,  on  aura 

l>  -  T,.=  (Tj  — Tj)  (1  +6  -4-  fr*  -4-  . . .  +  ^»-  *) 
6»— 1 

—  Hic.   aOLLGXON.  ^^ 
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puis  remplaçant  T,  par  sa  valeur  a  4-  61^,  il  vient 

Pouravoir  demêmeQen  fonction  de  T^,  observons  queTéqua- 
tion  précédente,  qui  donne  P,  fait  également  connaître- 
T«,  T^i,T„_îv  T,\  en  remplaçant  successivement  n  parn-^1, 
h  —  2, .,.  1 .  Nous  avons  ainsi 

An  —  «  __  i 
An  —  s  _  1 


T»  =  «y +  ^T„ 


équations  auxquelles  on  peut  joindre  l'identité 

Additionnant  toutes  ces  équations  membre  à  membre,  il 
vient 

T4  +  T,-f...-hT„-i  +  T„=Q 

On  a  donc  à  la  fois 

Multiplions  la  seconde  par      ^^.  ^ ,  et  retranchons;  T^  sera 
éliminé,  et  nous  aurons  pour  déterminer  a  et  g  Téquation 
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La.  relation  P=aH-  pQ  montre  que  le  rendement  de  la  ma- 
chine augmente  avec  le  poids  Q;  plus  le  poids  soulevé  est 
grand,  moins  le  terme  constant  a  conserve  d'importance,  et 
il  devient  même  complètement  négligeable  pour  une  valeur 
très-grande  de  Q.  Ce  terme  a  représente,  pour  ainsi  dire,  les 
frais  généraux  d'une  entreprise,  et  le  terme  PQ,  les  frais  pro- 
portionnels. En  général,  l'importance  des  frais  généraux  est 
d'autant  moindre  que  Tentreprise  prend  des  développements 
plus  étendus. 


ÉQUILIBRE   DES  POI^YGONES  ARTICULÉS    SANS   FROTTEMENT  ^ 

362.  On  dit  que  deux  corps  solides  sont  articulés  Tun  avec 
l'autre,  lorsque  ces  deux  corps  sont  liés  ensemble,  soit  par  un 
point  commun,  soit  par  un  axe,  de  telle  sorte  que  leur  liaison 
permette  certains  mouvements  de  l'un  des  corps  par  rapport  à 
l'autre. 

Lorsque  les  deux  corps  n'ont  qu'un  point  commun,  on  dit 
que  Tarticulalion  est  sphérique;  si  l'on  fixe  l'un  d'eux,  les 
points  du  second  sont  assujettis  par  la  liaison  à  se  mouvoir 
à  la  surface  de  sphères  décrites  du  point  commun  comme  cen- 
tre. On  réalise  cette  articulation,  soit  par  un*  genou^  sphère 
pleine  appartenant  au  premier  corps,  emboîtée  dans  une 
sphère  creuse-  ménagée  dans  le  second,  soit  par  un  joint  de 
Carrfan  (I,  §295). 

Lorsque  lès  deux  corps  ont  deux  points  communs,  au- 
'  quel  cas  chacun  est  assujetti  à  tourner,  par  rapport  à  l'autre, 
autour  de  Taxe  qui  joint  ces  deux  points,  l'articulation  est 
dite  cylindrique  ou  à  charnière.  L'articulation  à  charnière  con- 
stitue une  liaison  plus  étroite  que  l'articulation  sphérique. 

363.  Un  polygone  articulé  consiste  en  une  série  de  corps 
solides  A^,  A„  A^,...  A„,  dont  le  premier,  A^,  repose  sur  un 
ou  plusieurs  appuis  fixes  0,0'...;  le  second.  A,,  est  articulé  au 
point  a^  avec  le  corps  A^;  le  troisième,  A^,  est  articulé  au  point 
a,  avec  le  corps  A„  et  ainsi  de  suite,  jusqu'au  dernier  corps  A», 
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qui  est  articulé  avec  le  précédent  au  point  a^.^,  et  qui  re- 
pose sur  des  appuis  fixes  (o,  o)'. .. .  Nous  supposerons  que  toutes 
ces  articulations  soient  sphériques,  et  qu'il  n'y  ait  aucun  frot- 
tement ni  dans  les  articulations  ni  sur  les  appuis. 


?.-! 


Fig.  346. 

Proposons-nous  de  trouver  les  conditions  d'équilibre  d'un 
système  ainsi  formé,  sous  l'action  des  forces  qui  y  sont  ap- 
pliquées, et  que  nous  désignerons  d'une  manière  générale  par 
les  lettres  (FJ,  (F,),  (F3),...  (F„)  :  (F,)  représente  le  groupe 
des  forces  appliquées  au  corps  A^;  (F^),  le  groupe  appli- 
qué au  corps  A,,  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  l'équili- 
bre ait  lieu;  nous  ne  le  troublerons  pas  en  introduisant  de 
nouvelles  liaisons  dans  une  portion  quelconque  du  système. 
Solidifions  donc  toutes  lés  articulations.  Le  polygone  arti- 
culé se  change  en  un  système  solide,  et  l'équilibre  exige,  par 
conséquent,  que  l'ensemble  des  forces  extérieures,  y  compris 
les  réactions  dès  appuis  extrêmes,  satisfasse  aux  six  équations 
d'équilibre  d'un  système  solide  libre  dans  Tespaee.  On  se 
servira  de  ces  six  équations  pour  déterminer,  s'il  est  possible 
(§§  91, 147),  les  réactions  des  points  0, 0',...  <»,  w',...  Nous  sup- 
poserons que  cette  détermination  soit  faite,  et  nous  désigne- 
rons par  (R)  le  groupe  des  réactions  développées  aux  points 
0,  0',...  sur  le  corps  A^,.et  par  (R')  le  groupe  des  réactions 
développées  aux  points  (o,  to',...  sur  le  corps  A„. 

Cela  posé,  deux  corps  consécutifs,  A^  et  A^^.^,  ayant  un  point 
commun  a^^  exercent  l'un  sur  l'autre  deux  forces  égales  et 
contraires  que  nous  représenterons  par  9*  et  —  9»,  et  qui  pas- 
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sent  par  le  point  a».  Solidifions  les  articulations  a^,  a, ,.••  jus- 
qu'à aj^^;  le  corps  solide  A^,  A„...  A»  est  en  équilibre  sous 
l'action  des  forces  (R),  (FJ,  (F,),...  (F»)  et  ç^.  Donc  —9*  est 
la  résultante  des  forces  données  (R)^  (FJ,  (F,),...  (F*);  et  de 
môme,  9^  est  la  résultante  des  forces  données  (Ft+i),.-  (F„) 
et  (R').  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  la  somme 
des  moments  des  forces  (R),  (F^)^*-  (F*),  soit  nulle  par  rap- 
port à  tout  axe  passant  par  le  point  a*.  Cette  condition  est 
suffisante,  car  si  elle  est  remplie,  le  système  des  forces  (R), 
(F),...  (Fj)  admet  une  résultante  unique  passant  par  le  point 
aj.  Mais  le  groupe  total  (R),  (F^),...  (F^),  (R')  étant  en  équi- 
libre, la  somme  des  moments  de  toutes  les  forces  par  rapport 
à  un  axe  quelconque  est  nulle;  si  donc  la  somme  des  mo- 
ments des  forces  (R),  (FJ,...  (F*)  est  nulle  par  rapport  à  un 
axe  passant  au  point  a^,  la  sommé  des  moments  des  forces 
(Fjfe+i)»  (f*)-"  (R')i  ^^^^  ^ussi  nulle  par  rapport  au  même  axe, 
de  sorte  que  le  second  système  (Fj+J,...  (F„),  .(R')  est,  comme 
le  premier,'  réductible  à  une  résultante  unique  passant  par 
le  point  a*.  Je  dis  de  plus  que  les  deux  résultantes  sont  égales 
et  contraires.  En  effet,  la  résullante  de  translation  du  système 
total  étant  nulle,  si  l'on  partage  d'une  manière  quelconque  le 
système  en  deux  systèmes  partiels,  la  résultante  de  transla- 
tion de  l'un  sera  égale  et  contraire  à  la  résultante  de  transla- 
tion de  l'autre  ;  car  la  composition  de  ces  deux  résultantes 
partielles  doit  donner  zéro  pour  la  résultante  totale. 

En  résumé,  il  faut  et  il  suffit,  pour  que  l'équilibre  soit  as- 
suré :  1^  que  les  forcés  extérieures  satisfassent  aux  six  équa- 
tions d'équilibre  ;  2°  que  la  somme  des  moments  par  rapport 
à  tout  axe  mené  par  chaque  articulation  soit  nulle  pour 
toutes  les  forces  extérieures  appliquées  à  l'ensemble  des  corps 
solides  situés  d'un  même  côté  de  cette  arliculation. 

La  réaction  9^  s'obtiendra  en  composant  les  forcés  (R)  et  les 

forces  (FJ;  la  force  9^,  en  composant  (R),  (FJ  et  (Fj),-ou,  ce 

qui  revient  au  même,  en  composant  la  force  — 9^  et  les  forcés 

(F,),  et  ainsi  de  suite. 

564.  Si  une  ou  plusieurs  articulations  du  système  étaient 
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cylindriques,  il  suffirait  que  la  somme  des  moments  des  forces 
extérieures  appliquées  à  l'ensemble  des  corps  situés  d'un 
côté  de  cette  articulation,  fût  nulle  par  rapport  à  Taxe  de  la 
charnière;  ces  forces  exlérieuresi  y  compris  les  réactions  des 
appuis  extrêmes,  seraient  alors  réductibles  à  un  couple  situé 
dsgis  le  plan  de  Taxe. 

Quelquefois  les  articulations  d'un  système  sont  fictives. 
On  suppose,  par  exemple,  qu'une  charpente  est  composée 
de  pièces  articulées;  Té^uilibre  réalisé  dans  cette  hypothèse 
sera  à  plus  forte  raison  assuré  quand  les  articulations  seront 
remplacées  par  des  assemblages  rigides. 


FEinMES    EN    CHARPENTE. 


365.  L'équilibre  jies  fermes  que  Ton  emploie  pour  couvrir 
les  édifices,  donne  un  exemple  de  la  théorie  des  systèmes 
articulés. 

Considérons  d'abord  une  ferme  du  système  le  plus  simple. 
Deux  arbalétriers  égaux,  et  également  inclinés  à  l'horizon, 
AB,  A'B,  viennent  s'assembler  au  sommet^B  ;  leurs  pieds  A,  A% 

sont  engagés  dans  un  en- 
Irait  AA' ,  qui  achève  le 
triangle  isocèle  A  B  A'. 
L'entrait  est  posé  sur  deux 
murs  verticaux ,  dont  les 
coupes  sont  indiquées  en 
M  et  M'.  On  suppose  en- 
fin que  chaque  arbalétrier 
ait  à  supporter  une  charge  uniformément  répartie  sur  toule 
sa  longueur,  à  raison  de  p  kilogrammes  par  mètre;  cetfe 
charge  comprend,  outre  le  poids  propre  de  l'arbalétrier, 
le  poids  des  pannes,  des  chevrons,  des  tuiles,  des  ardoises, 
de  la  tôle  ou  du  zinc,  que  Ton  emploie  pour  rendre  la  cou- 
verture étanche ,  enfin    les  charges  additionnelles  que   la 
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toiture  peut  avoir  à  subir,  par  exemple  le  poids  des  neiges. 
Chaque  arbalétrier  sera  en  équilibre  sous  l'action  du  poids 
uniformément  réparti  pxAB,  qui  le  sollicite,  et  des  réac- 
tions exercées  par  les  pièces  avec  lesquelles  il  est  en  con- 
tact, à  son  pied  et  à  son  sommet.  Au  sommet  B,  les  deux  ar- 
balétriers exercent  Tun  surTautre  des  actions  mutuelles  et 
égales;  la  symétrie  de  la  figure  et  des  charges,  par  rapport 
au  plan  vertical  moyen  BC,  exige  donc  que  la  réaction  des 
deux  arbalétriers  au  point  B  soit  horizontale.  Appelons  R  cette 
réaction.  Considérons  à  part  Fun  des  arbalétriers  AB.  Il  est 
sollicité  par  son  poids  total,  pjKAB,  que  l'on  peut  supposer 
appiliqué  au. milieu  I  de  la  longueur  AB,  puisqu'il  est  également 
réparti.  Il  est  en  outre  sollicité  par  la  force  R,  horizontale 
et  appliquée  en  B.  Cette  force  a  une  intensité  inconnue.  Pour  la 
déterminer,  composons-la  avec  la  force  verticale  P=p  xAB, 
en  transportant  ces  deux  forces  au  point  G  où  se  rencontrent 
leurs  directions.  La  résultante,  devant  être  équilibrée  par  la 
réaction  du  point  A,  doit  passer  par  ce  point  ;  elle  a  donc  la 
direction  GA.  Prenant  sur  la  verticale  GI  une  longueur  GK 
pour  représenter  le  poids  donné  P,  on  trouvera,  en  achevant 
le  parallélogramme  GKLNG,  la  longueur  GN  qui  représente  la 
réaction  R  au  sommet,  et  la  longueur  GL  qui  représente  une 
force  égale  et  contraire  à  la  réaction  de  l'appui  inférieur  A. 
Cette  force,  appliquée  en  A  suivant  AG,  peut  être  décomposée 
suivant  la  verticale  et  Thorizontale;  la  composante  verticale 
sera  égale  à  GK  ou  à  P  ;  l'horizontale,  égale  à  GN  ou  à  R,  est  la 
tension  développée  dans  l'entrait.  ^ 

Pour  calculer  la  force  R,  qui  représente  à  la  fois  la  tension 
de  l'entrîiitet  la  pression  mutuelle  des  deux  arbalétriers  au 
point  B  où  ils  s'assemblent  l'un  à  l'autre,  on  peut  appliquer 
le  théorème  des  moments. 

La  force  horizontale  R,  appliquée  en  B,  la  force  verticale  P 
appliquée  en  I,  et  la  réaction  du  point  A  se  faisant  équilibre, 
la  somme  de" leurs  moments  est  nulle  par  rapport  à  un  axe 
quelconque.  Prenons  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée  au 
point  A  sur  le  plan  de  la  figure.  Le  moment  de  la  réaction  ap- 
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pliquée  en  A  sera  nul  ;  et  l'équation  des  moments  se  réduira 
à  Tégalité  suivante    .  ' 

PxAP  — Rx-BC  =  o. 

Cette  équation  fait  connaître  la  réaction  R ,  car  tout  y  est 
connu,  sauf  cette  réaction. 
Elle  donne 

Soit  AA'=2/  la  porlée  de  la  ferme,  (  sa  flèche  BC.  On  aura 


.  n  =  P  X 


2/" 


et  si  l'on  appelle  p'  lé  poids  qui  est  répârli  uniformément 
sur  la  ferme  par  unité  de  longueur  horizontale,  on  aura 

P=p'/,.et  R==^'(Cf.g328). 

366.  Cherchons  la  solution  du  même  problème  en  suppo- 
sant que  la  ferme  ne  soit  pas  symétrique,  où  qu'elle  soit  non 
symétriquement  chargée;  nous  admettrons  toujours  que 
chaque  arbalélrier  AB,  A'B,  supporte  une  charge  uniformé- 
ment répartie,  à  raison  de  p  kilogrammes  par  mètre  de  lon- 
gueur pour  l'un,  et  dep'  kilogrammes  pour  l'autre.  La  résul- 
tante des  poids  de  chaque  arbalétrier  sera  verticale,  appli- 
quée aux  milieux  I,  V  de  chacun,  et  égale  à  P=px  AB  pour 
le  premier,  et  à  P'=p'x  A'B  pour  le  second.' 


l..:j 


Fig.  348. 


La  réaction  mutuelle,  R,  des  deux  arbalétriers  au  point  B 
ne  sera  plus  horizontale  ;  mais  en  vertu  du  principe  de  l'action 
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égale  à  la  réaction,  la  force  BR,  exercée  par  l'arbalétrier  BA' 
sur  rarbalétrîer  BA,  sera  égale  et  contraire  à  la  force  BR' 
exercée  par  l'arbalétrier  BA  sur  Tarbalétrier  BA'. 

La  tension  T  développée  dans  l'entrait  ÀA'  aura  la  même 
valeur  aux  points  A  et  A';  elle  sera  dirigée  de  A  vers  A'  au 
point  A,  de  A'  vers  A  au  point  A'; 

Exprimons  l'équilibre  des  deux  arbalétriers  pris  séparé- 
ment; pour  cela,  prenons  les  moments  par  rapport  aux 
points  A  et  A',  ce  qui  élimine  la  tension  inconnue  T.  Nous 
aurons,  en  abaissant  les  perpendiculaires  AH,  A'H'  sur  la  di- 
rection de  la  réaction  R, 

;     PxAK=rRxAlI, 
R  X  A'H'  =  P'  X  A'K'. 

Multipliant  les  deux  équations  et  supprimant  le  facteur  com- 
mun R,  il  vient  : 

A^H'  _  P;  _  VK' 
:\ïi  "  P  ^  AK  * 

A'fl' 
Cette  dernière  équation  fait  connaître  le  rapport  -^;  or 

prolongeons  la  droite  HH'  jusqu'à  la  rencontre  au  point  0 
avec  la  droite  ÀA'  prolongée.  Les  triangles  OA'H',  OAH  don- 
nent la  proportion 

Aai;_ov 

AH  ~  OA  * 

OA' 
Le  rapport  yrr-  étant  égal  à  un  nombre  donné,  on  pourra 

trouver  le  point  0  sur  le  prolongement  de  AA',  et  joignant  OB, 
on  aura  la  direction  de  la  réaction  mutuelle. 

On  pourra  alors  déterminer  la  valeur  R  de  cette  réaction 
au  moyen  de  l'une  des  équations  des  moments. 

Comme  le  point  0  peut  être  très-éloigné,  il  est  plus  com- 
mode de  déterminer  sur  le  côté  BA  du  triangle  ABA',  un  point 
F  tel,  que  Ton  ait  la  proportion 

BF      P^  X  A^K^ 
BA  ~    P  X  AK  ' 
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Si  du  point  F  nous  abaissons  FL,  perpendiculaire  à  BH,  les 
triangles  semblables  BAH,  BFL,  donnent 


FL       BF 
.A11~BA' 

et  par  suite 

FL      ï>'  X  A'K'       A'H' 

AH        1»  X  AK         AH 

Donc 


FL  =  A'H', 


et  la*direction  cherchée  BH  s'obtiendra  en  nienant  par  le  point 
B  une  parallèle  à  la  droite  A'F. 


COMBLE  A    LÀ  MANSAKD. 


Fig  349. 


367.  Soit  ABCB'A'  une  ferme  symétrique  par  rapport  au 
plan  vertical  CD,  et . symétriquement  chargée;  les  poids  ré- 
partis de  A  en  B  sont  réductibles 
à  un  poids  P,  appliqué  au  milieu  I 
de  la  longueur  AB;  les  poids  ré- 
partis de  B  en  C,  à  un  poids  P', 
appliqué  au  milieu  K  de  la  lon- 
gueur BG.  Des  poids  égaux  à  P'  et 
à  P  sont  appliqués  en  K'  et  en  l\ 
On  donne  les  distances  AD:=/, 
DC==f^  AM  =  m,  MB=/i,  et  l'on  demande  à  quelle  condition 
les  forces  P  et  P'  doivent  satisfaire  pour  l'équilibre. 

Les  articulations  A,  B,  C,  B',  A',  peuvent  être  supposées 
cylindriques,  autour  d'axes  perpendiculaires  au  plan  de 
figure: 

A  cause  de  la  symétrie  de  la  figure  et  des  forces,  il  suffit  de 
considérer  une  moitié  du  système,  située  du  côté  du  plan  CD; 
la  réaction  mutuelle  des  deux  parties  de  la  ferme  au  point  C 
est  une  force  R  horizontale.  Appelons  X  et  Y  les  composantes 
de  la  réaction  subie  par  le  point  A,  estim<^cs  suivant  rhorîzon- 
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taie  AD  et  la  verticale  AZ,  et  p  et  p'  les  distances  au  point  A 

des  forces  P  et  P'.  On  en  déduit  p==  ^  et  p'==— ^— .  Nous 

aurons  pour  exprimer  l'équilibre  du  contour  ABC  les  trois 
équations  : 

X  — R  =  o, 
R/"  —  Pp  —  P'p^  =  0. 

Cette  dernière  équation  fait  connaître  R;  la  première  donne 
ensuite  X.  La  seconde  fait  connaître  Y. 

Il  faut  de  plus  que  chaque  côté  AB^  BC  soit  séparément  en 
équilibre  sous  l'action  des  forces  qui  le  sollicitent,  y  compris 
la  réaction  mutuelle-  développée  en  B.  Prenant  les  moments 
par  rapport  au  point  B,  on  élimine  cette  réaction,  et  on  doit 
avoir,  pour  le  morceau  AB, 

et  pour  le  morceau  BC, 

RX(/--A)  =  P'X^*. 

Ces  deux  équations  rentrent  Tune  dans  l'autre,  en  vertu  des 

équations  d'équilibre  de  l'ensemble  ;  si  dans  la  seconde  on 

Po'  -4-  Pn' 
remplace  R  par  sa  valeiir  -^-^ — — ,  il  vient  pour  la  condition 

d'équilibre  Téqualion  suivante 

OU  bien,  en  remplaçant  p  et  p'  par  leurs  valeurs  et  en  rédui- 
sant, 

p  _/i[w>f /) 

Si  cette  condition  est  remplie,  la  résultante  de  la  force  R 
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et  de  la-  force  P'  passera  au  point  B,  et  sera  h  valeur  de 
la  réaction  développée  dans  Tarticulalion  ménagée  en  ce 
point. 

Cette  réaction  composée  avec  P  aura  une  résultante  qui 
passera  en  A,  et  qui,  décomposée  suivant  les  directions  AI),  AZ, 
fera  connaître  X  et  Y. 

368,  L'équilibre  n'est  poissible  que  si  une  cer4aine  condition 
est  rempHe.  Si  les  poids  supportés  par  la  toiture  venaient  à 

être  altérés ,  la  toiture  devrait 
changer  de  forme  pour  ramener 
Téquilibre,  à  moins  que  la  raideur 
des  assemblages  en  A,  B,  C,  n'in- 
tervint pour  empêcher  les  dé- 
formations. Ce  serait  là  une  mau- 
vaise charpente.  On  évite  ces 
inconvénients  en  reliant  les  points 
B  é(  B'  par  un  entrait  BB'. 
Appelons  T  la  tension  développée  dans  l'entrait,  et  expri- 
mons l'équilibre  du  contour  ABC;  nous  aurons  les  trois  équa- 


Fjg.  550. 


lions 


X-f-T  — ft  =  0, 

Y  —  P  —  P'  =  0, 

R/*-P;î--Py  — TA  =  0. 


Puis,  pour  l'équilibre  individuel  du  côté  BC,  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  B,  ce  qui  élimine  à  la  fois  la 
réaction  du  côté  AB  et  la  tension  T,  * 


P,X(/*— AjrpP'X 


/  — i/i 


La  dernière  équation  donne  R,  la  troisième  donne  ensuite 
T.  Les  forces  X  et  Y  sont  déterminées  par  la  première  et  la 
seconde,  et  Téquilibre  est  toujours  possible. 
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369.  La.  girwe?  tournante  représentée  par  la  figure  351  est  un 
appareil  destiné  au  chargement  et  au  déchargement  des  wa- 
gons et  des  navires. 


Elle  compr  end  un  arbre  vertical  OB,  posé  sur  une  crapau- 
dineO,  et  appuyé  latéralement, 'dans  la  région  A,  sur  un  col- 
lier de  galets;  la  partie  OA  s'enfonce  dans. un  puits  réservé  au 
milieu  d  un  massif  de  maçonnerie,  et  la  partie  AB  fait  saillie 
au-dessus  du  sol.  L*axe  OB  porte  une  charpente  formée  de  deux 
pièces  obliques,  1  une  tt\  appelée  tirant^  l'autre  vv'^  appelée 
volée;  ces  pièces  se  réunissent  en  un  point  situé  en  dehors  de 
l'axe;  le  tirant,  formé  de  deux  poutres  jumelles,  dépasse  la 
volée  d  une  eerfaine  quantité;  on  y  attache  une  poulie  fixe  D, 
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sur  laquelle  on  fait  passer  une  corde  dont  Textrémité  est  liée 
au  tirant,  et  qui  porte  une  poulie  mobile  w,  à  la  chape  de 
laquelle  on  suspend  le  fardeau.  L'autre  extrémité  delà  corde 

♦  s'enroule  sur  un  treuil  T, 
^^^  dont  Taxe ,  supporté  par 
/  l'axe  vertical  OB,  emprunte 
son  mouvement  à  une  ma- 
nivelle n,  par  Tintermé- 
diaire  d'un  équipage  de 
roues  dentées. 

Soit  P  le  poids  soulevé 
par  la  grue  (fig.  352).  La 
tension  de  la  corde  qui 
passe  sur  la  poulie  mobile 

1 
sera  égale  à  gP  ;  le  tirant  iV 

est  donc  sollicité  par  deux 
forces,  dont  l'une  est  verti- 
cale^ appliquée  en  E  au  point  d'attache  de  la  corde,  et  égale 

1  • 

P;  l'autre  est  4a  résultante  de  deux  forces  égales  à 


Fig.  352. 


à 


2 


^  P,  agissant  toutes  deux  sur  la  poulie  D,  suivant  les  deux 

brins  qui  passent  sur  cette  poulie  ;  elle  est  bissectrice  de 
l'angle  des  deux  brins.  La  résultante  R  de  toutes  ces  forces 
s'obtiendra  plus  simplement  en  composant  le  poids  P,  trans- 

1 
porté  au  point  G,  avec  une  force  -^  P  appliquée  suivant  le  cor- 
don DF.  La  volée  W  doit  soutenir  le  .tirant  le  plus  près  pos- 
sible du  point  de  passage  de  cette  force  R;  décomposant  la 
force  R  suivant  les  directions  TV  et  W',  on  aura  la  tension  S 
du  tirant,  et  la  compression  C  de  la  jambe  de  force. 

L'arbre  vertical  est  donc  sollicité  par  une  force  ('S,  qui  agit 
dans  la  direction  du  tirant;  par  une  force  V'C,  qui  agit  dans 
la  direction  du  prolongement  de  la  volée;  enfin  parles  actions 
exercées  sur  le  treuil  et  les  manivelles,  tant  par  la  puissance  que 
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1 

par  la  force  ^  P,  tension  de  la  corde  qui  joue  le  rôle  de  résis- 
tance sur  cette  partie  de  la  nlachine. 

On  trouvera  l'effort  nécessaire  pour  soulever  le  poids  P 
en  exprimant  l'équilibre  du.  système  formé  par  le  treuil, 
les  manivelles  et  les  roues  dentées  intermédiaires.  Appelons  f 
la  force,  ou  la  somme  des  forces  appliquées  aux  manivelles 
dans  la  direction  du  mouvement  à  produire,  X  la  longueur 
des  manivelles,  e  la  raison  de  l'équipage  de  roiiès  dentées 
(I,  g  219),  r  le  rayon  du  cylindre  du  treuil  ;  un  déplacement 
angulaire  a  imprimé  aux  manivelles  produit  un  déplacement 
angulaiie  ae  sur  le  treuil;  les  déplacements  linéaires  des 
points  d'application  des  forces  sont  respectivement  Xa  et  ras , . 
et  f  équation  d'équilibre  est  ^ 


^'où  l'on  déduit 


A=|PXjX«. 


Prenons  pour  exemple  une  grue  dans  laquelle  les  mani- 
velles ont  une  longueur  X  triple  dii  rayon  r  du  treuil,  et 
dans  laquelle  Tengrenage  se  compose  des  roues  dentées 
suivantes: 

Sur  l'axe  des  manivelles,  un  pignon  de  9  dents  engrenant 
avec  une  roue  de  54  ; 

Sur  l'axe  de  cette  roue,  un  second  pignon  de  9  dents,  engre- 
nant avec  une  seconde  roue  de  54  dents  ; 

Sur  Taxe  de  la  seconde  roue,  un  pignon  de  H  dents,  engre- 
nant avec  une  roue  de  66,  faisant  corps  avec  letreuiL 

On  aura,  en  faisant  abstraction  du  signe  de  la  raison, 


_  9      9.     11 

*  ""  54  '^  54  ^  66  * 

r  __  \ 
A~3' 
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5M  .  POLYGONE 

Donc,  pour  soulever  un  poids  de  30,000  kilogrammes,  ilsuf- 
fira  d^un  effort  f  de 

On  obtiendra  l'effort  voulu  en  faisant  agir  trois  manœuvres 
sur  les  manivelles  ;  chacun  aura  à  développer  un  effort  d'en- 
viron 8  kilogrammes. 

On  dispose  Téquipage  de  roues  dentées  de  manière  à  pou- 
voir introduire  à  volonté  tous  les  engrenages  dans  la  trans- 
mission, ou  en  laisser  un  en  dehors;  en  opérant  ainsi,  on 
pourra  accélérer  le  déplacement  des  poids  faibles,  et  réduire 
au  contraire  la  vitesse  ascensionnelle  des  poids  plus  lourds. 


REMARQUE    SUR    l'ÉQUILIBRE    d'uN    TRUNGLE    FORMÉ    PAR    TROIS    GÔTÉ8 

ARTICULÉS. 


570.  Soit  ABC  un  triangle  formé  par  trois  côtés  articulés 

en  A,  en  B  et  en  C  ;  chaque  côté 
est  sollicité  par  une  force  con- 
nue ,  savoir  :  le  côté  AB  par  la 
force  F,  le  côté  BC  par  la  forceF, 
le  côté  AC  par  la  force  P'.  Le 
triangle  étant  en  équilibre  sous 
l'action  de  ces  forces,  leurs  di- 
rections cF,  aF',  bF"  concourent 
eh  un  même  point  0,  et  cha- 
cune des  forces  est  proportion- 
nelle au  sinus  de  l'angle  formé 
par  les  directions  des  deux 
aulres.  On  demande  de  déter- 
miner les  actions  mutuelles 
des  côtés  dans  les  articulations 
A,B,  G. 

Un  côlé  quelconque  AB  est  en  équilibre  sous  l'action  de  la 


Fig.  5 


Digitized  by 


Google 


ARTICULÉS.  593 

force  F,  appliquée  en  c,  et  des  réactions  développées  aux  ex- 
trémités A  et  B.  Donc  les  directions  de  ces  réactions  concou- 
rent en  un  même  point  y  sur  la  direction  cF.  De  même,  les 
réactions  des  articulations  A  et  C  sur  le  côté  AC,  se- coupent  en 
un  point  p  de  la  direction  b¥'\  et  les  réactions  des  articula- 
tions C  et  B  sur  le  côté  BC  se  coupent  en  un  point  a  de  la 
direction  de  aF.  Les  réactions  des  articulations  étant  d'ail- 
leurs égales  et  contraires  deux  à  deux,  la  recherche  des 
points  a,  p,  Y  revient  à  faire  passer  par  les  trois  points  donnés 
A,  B,  C,  les  côtés  d'un  triangle  a^Y  dont  les  sommets  a,  p,  y 
se  trouvent  respectivement  sur  les  trois  droites  données  Oa, 
Oè,  Oc,  concourantes  en  un  point  0. 

On  sait  (g  313)  comment  on  peut  résoudre  géométrique- 
ment ce  problème. 

Les  composantes  p  et  9  déduites  de  cette  construction 
seront  nécessairement  égales.  Car  prenons  les  moments  des 
forces  par  rapport  au^point  a;  l'équilibre  ayant  lieu,  il 
viendra  : 

Les  moments  des  autres  forces,  F",  v,  r,  w,  5,  sont  nuls, 
puisqu'elles  passent  par  le  point  a.  Or 

puisque  les  forces  F,  F',  F"  se  font  équilibre  par  hypothèse. 
Donc 

ce  qui  exige,  puisque  les  forces  p  et  g  ont  une  même  direc- 
tion Py»  qu'elles  soient  égales  et  contraires. 


II.    —   UKC.    COLLIGSON.  '^ 
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CHAPITRE  III 

DCS  APPAREILS  PROPRES  A  MESURER  LE  TRAVAIL  DES  FORCES 


DYNAMOMETllE-  DE    TRACTION   A   BAKDE. 

371.  Nous  avons  décrit  (g  156)  le  dynamomèlre  au  moyen 
duquel  on  évalue  les  forces.  Qu'on  mette,  par  exemple,  un  tel 
appareil  entre  une  voiture  et  son  attelage,  on  pourra  lire  à 
chaque  instant,  sur  l'échelle  de  Tinstrument,  l'effort  déve- 
loppé par  le  moteur.  Mais  cela  ne  suffit  pas.  On  complète 
l'appareil  de  manière  à  conserver  la  trace  de  ses  indications 
successives,  et  à  donner  en  même  temps  la  mesure  du  travail 
de  la  force. 

A  cet  effet,  on  attache  à  la  lame  mobile  du  jiynamomètre  un 
crayon,  qui  reçoit  tous  les  déplacements  qu'elle  subit  elle- 
même  ;  la  pointe  du  crayon  porte  sur  une  bande  de  papier 
horizontale,  tendue  sous  le  dynamomètre  dans  le  sens  de  sa 
plus  grande  longueur.  Cette  bande  est  animée  d'un  mouve-^ 
ment  de  translation  proportionnel  au  mouvement  de  la  voi< 
ture.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  la  bande  de  papier,  enroulée 
d'avance  sur  un  cylindre,  s'enroule  sur  un  second  cylindre  pa- 
rallèle au  premier,  et  auquel  on  communique,  par  un  équipage 
de  roues  dentées,  un  mouvement  de  rotation  emprunté  au 
mouvement  des  roues  du  véhicule.  A  mesure  que  la  voiture 
avance,  les  roues  tournent,  la  bande  de  papier  se  déroule 
du  cylindre  où  elle  est  emmagasinée,  et  se  déplace  longitudi- 
tialement^  en  passant  sous  le  crayon,  d'une  quantité  propor- 
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tionnelle  à  Tespace  décrit.  L'emploi  d'une  fusée  (I,  g  308)  cor- 
rige la  perturbation  produite  dans  la  transmission  par  l'épais- 
seur croissante  du  papier  à  la  surface  du  cylindre  qui  com- 
munique le  mouvement  à  la  bande  mobile; 

Un  second  crayon  fixe  trace  sur  la  bande  la  ligne  droite 
qui  correspond  à  l'écart  naturel  des  lames  du  dynamomètre» 
quand  aucune  force  n'agit  sur  lui.  Lorque  l'observation  est 
terminée,  on  déroule  la  bande  de  papier,  sur 
laquelle  on  trouve  tracées  deux  lignes:  Tune  OA, 
droite,  tracée  par  le  crayon  fixe,  Faulre  MN, 
sinueuse  et  tracée  par  le  crayon  mobile  ;  celle-ci 
indique  par  ses  ordonnées  wp,  comptées  à  partir 
de  la  première,  les  valeurs  de  la  force  de  trac- 
tion à  l'instant  défini  par  la  position  du  point  m. 
Soit  0  l'origine  correspondante  au  point  de  dé- 
part. L'abscisse  Om  sera  proportionnelle  au  che-  ^'^'  ^ 
min  décrit  par  le  véhicule,  de  sorte  que,  si  on  appelle  X  un 
coefficient  constant,  et  x  la  distance  Ow  mesurée  sur  l'épure, 
X^  sera  le  chemin  effectivement  parcouru. 

De  même,  soit  wp=t/,  et  représentons  par  \».  un  second 
coefficient,  qui  dépend  de  la  forme  et  de  la  construction  du 
dynamomètre  :  on  pourra  représenter  par  ^y  la  force  déve- 
loppée par  le  moteur  à  l'instant  correspondant  à  l'abscisse  Om. 
Cette  force  agit  dans  la  direction  du  mouvement  de  la  voiture, 
et  son  travail  élémentaire  est  le  produit  de  la  force  par  le 
déplacement  infiniment  petit  du  véhicule.  Prenons  donc  sur 
Taxe  OA  une  quantité  infiniment  petite  min'=^dx;  le  travail 
élémentaire  du  moteur  sera  le  produit 

fiy  X  Xdx  =  lAÏydx, 

et  le  travail  tolal,  pris  entre  le  point  de  départ  0  et  un  point 
quelconque  A,  sera  la  somme 

'•A 


"X 


ydx, 


c'est-à-dire  le  produit  de  l'aire  OMNA  par  le  coefficient  con- 
stant [»X. 
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La  recherche  du  travail  moteur  est  donc  ramenée  à  ïa  qua- 
drature de  la  courbe  tracée  par  le  crayon  du  dynamo- 
mètre. 

DYNAMOMÈTRE    DE   TRACTION    A   COMPTEUR. 

372.  Au  lieu  de  faire  tracer  au  crayon  du  dynamomètre 
une  courbe,  dont  il  faut  ensuite  évaluer  la  surface,  on  peut 
employer  un  compteur  qui  totalise  le  travail  produit. 

Pour  cela,  on  attache  à  la  lame  mobile  une  boite  B,  portant 
un  galet  G;  dans  l'état  naturel  du  dynamomètre,  c'est-à- 
dire  quand  il  n'y  a  aucune  force 


B' 


lIg' 


7"^    I  appliquée,  la  boîte  est  en  un 

iïj  point  B;  une  traction  produi- 

nie  sant  dans  les  lames  un  surcroît 

^  pi]  ^'     d'écart  CC,  amène  la  boîte  en 

LjJ  B'  et  le  galet  en  G'.  Ad-dessous 

J  du  galet  est  disposé  un  pla- 

p.g  3^  teau  AA',  mobile  autour  d'un 

axe  00'  ;  cet  axe  est  situé  au- 
dessous  du  centre  du  galet,  dans  la  position  G  qui  correspond 
à  Tétat  naturel  du  dynamomètre.  On  communique  à  l'axe  00', 
et  par  suile  au  plateau  AA',  un  mouvement  de  rotation  pro- 
portionnel au  mouvement  des  roues. 

Le  galet  engrène  par  adhérence  avec  le  plateau,  qui  lui 
communique  autour  de  son  axe  mm'  un  mouvement  angu- 
laire proportionnel  à  la  distance  G'O,  ou  à  l'écart  des  lames, 
ou  enfin  à  la  force  développée  par  le  moteur. 

Si  Ton  appelle  w  la  vitesse  angulaire  du  plateau  autour 
de  00'  à  un  moment  donné,  y  l'écart  G'O  acquis  par  le  dyna- 
momètre au  même  instant,  r  le  rayon  du  galet,  la  vitesse 
angulaire  û  du  galet  autour  de  son  axe  mm'  sera  donnée  par 
l'équation 

Or  0)  est  proportionnel  à  la  vitesse  angulaire  des  roues  de 
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la  voiture,  jBt,  X  désignant  un  coefficient  constant,  la  vilesse  o) 
correspond  à  la  vitesse  angulaire  Xw  de  Tune  des  roues;  soit 
R  le  rayon  de  cette  roue  :  cette  vitesse  angulaire  correspondra 
à  une  vitesse  linéaire  du  véhicule  égale  à  XRo). 

D'ailleurs  la  force  développée  par  le  moteur  peut  être  re- 
présentée par  \iy  ;  donc  le  travail  développé  dans  l'unité  de 
temps  est  mesuré  par  le  produit 

fxy  X  )Rw  =  /*/K  X  t/w  =  fiXRr  X  Cl, 

Le  travail  étant  proportionnel  à  la  rotation  û  du  galet,  il 
suffit  de  compter  le  nombre  de  tours,  pour  avoir  le  travail 
effectué  dans  un  parcours  donné.  Un  compteur  placé  dans  la 
boîte  B  et  engrenant  avec  le  galet  G,  donne  le  résullat  au 
moyen  d'une  simple  lecture. 


MANIVELLE   DYNAMOMÉTRIQUE. 

373.  Cet  appareil  sert  à  évaluer  le  travail  moteur  commu- 
niqué à  un  arbre  à  Taide  d'une  manivelle. 

On  fixe  à  l'arbre  tournant  une  pièce  A,  portant  en  B  un  petit 
cylindre,  autour  duquel  la  manivelle  MN  peut  tourner  sans 
rencontrer  de  résistance.  Le  cercle  H  représente  le  bouton  de 
celte  manivelle.  Pour  trans- 
mettre à  l'arbre  l'effort  ap- 
pliqué au  bouton,  on  se  sert 
d'une  lame  flexible  CD,  qui 
s'engage  dans  le  système  AB, 
lequel  fait  corps  avec  l'arbre, 
et  qui,  par  l'autre  bout,  vient  passer  entre  deux  couleaux 
E  et  F,  fixés  au  dedans  de  la  manivelle  évidée.  L'application 
d'une  force  motrice  au  point  H  fait  fléchir  la  lame  CD,  et 
l'arbre  est  enlrainé  seulement  quand  cette  flexion  a  alteint 
une  cerlaine  valeur.  La  force  réellement  appliquée  à  Tar- 
bre  est  proporlionnelle  à  la  flèche  prise  par  un  point  dé- 
terminé de  la  lame  élastique.  On  attache  un  crayon  en  ce 
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FREIN 


point,  et  on  dispose  sous  la  manivelle,  parallèlement  à  sa 
grande  dimension,  une  bande  de  papier  à  laquelle  on  com- 
munique une  vitesse  de  translation  proportionnelle  à  la 
vitesse  de  rotation  de  l'arbre.  Les  aires  de  la  courbe  tracée 
par  le  crayon  sur  cette  bande  seront  proportionnelles  au 
travail  transmis. 

Le  principe  de  tous  ces  appareils  consiste  à  introduire,  comme 
intermédiaire  entre  la  puissance  et  la  résistance,  une  lame 
élastique  dont  la  déformation  permette  d'évaluer  la  force,  et 
à  enregistrer  d'une  manière  continue  les  indications  de  l'ap- 
pareil sur  une  bande  de  papier,  qui  reçoit  une  translation 
proportionnelle  au  chemin  décrit  par  le  point  d'application 
de  la  force  motrice. 

FREIN   DE    PRONY. 


374.  Le  frein  de  Prony  sert  à  évaluer  le  travail  transmis  à 
un  arbre  tournant. 

Soit  0  l'arbre  tournant  d'une  usine.  On  désembraye  toutes 
les  machines-outils  que  cet  arbre  met  en  mouvement,  et  on 

fait  en  sorte  que  le  travail 
moteur  transmis  à  l'arbre 
soit  tout  entier  transformé 
en  un  travail  du  frottement, 
qu'on  peut  facilement  éva- 
luer. 

On  serre  l'arbre  0,  au 
moyen  des  boulons  mm\ 
nn\  entre  deux  mâchoires  E 
et  F,  fixées  aux  pièces  de 
bois  CD,  AB.  La  pièce  AB,  plus  longue  que  la  pièce  CD,  porte 
à  son  extrémité  B  un  plateau  dans  lequel  on  met  un  poids  P. 
L'arbre  élant  supposé  tourner  dans  le  sens  de  la  flèche  /*,  le 
frottement  tend  à  entraîner  dans  ce  même  sens  le  système 
ABCD  ;  si  Ton  augmente  graduellement  le  poids  P,  il  arrivera  un 
instant  où  ce  poids  équilibrera  le  froltement  développé  au 


Fig.  557. 
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contact  des  mâchoires  E  et  F  et  de  l'arbre  tournant.  Supposons 
que  cet  équilibre  soit  réalisé.  Appelons  F  le  frottement  déve- 
loppé au  pourtour  de  l'arbre  0,  r  le  rayon  de  cet  arbre,  R  et 
R'  les  distances  au  centre  0  des  verticales  passant  par  le  cen- 
tre  de  gravité  du  poids  P  et  par  le  centre  de  gravité  G  du  frein  ; 
soit  p  le  poids  propre  de  l'appareil  qu'on  peut  supposer  con- 
centré en  G;  on  aura  pour  l'équilibre  l'équation  des  moments 

Fr  =  PR  +  pR'. 

Plus  on  serre  les  boulons,  plus  on  augmente  le  frottement, 
plus  il  faut  accroître  le  poids  P  pour  maintenir  l'équilibre. 
On  pourra,  par  une  série  de  tâtonnements,  amener  Tarbre 
à  la  vitesse  normale  qu'il  doit  avoir  quand  il  met  en  mouve- 
ment toutes  les  machines-outils.  Alors  le  travail  T  transmis 
à  l'arbre  par  la  puissance  est  égal  au  travail  du  frottement, 
c'est-à-dire  égal,  pour  un  nombre  n  de  tours,  à  Fx27urxn, 
ou  à  27m  xFr,  ou  enfin  à 

T=27c»(PR  +  ;3R'). 

On  peut  donc  déterminer  T  dès  que  Ton  connaît  P,p,  R,  R', 
et  le  nombre  n.  On  remarquera  que  F  et  r  ne  figurent  pas  dans 
l'équation  finale. 

575.  Tel  est  le  principe  de  l'appareil.  Mais  on  y  a  introduit 
successivement  plusieurs  améliorations. 

V  On  fixe  en  M  et  en  M^  au-dessus  et  au-dessous  de  la 
branche  AB,  des  taquets,   qui  empêchent  le  levier  d'être 
entraîné  indéfiniment  par  la  rotation 
de  l'arbre  au  commencement  de  l'expé- 
rience. L'oscillation  du  levier  est  ré- 
duite ainsi  à  l'intervalle  MM'. 

2°  On  attache  au  bout  du  levier  (fig. 
358)  une  sorte  de  came  S,  dont  le  pour- 
tour extérieur  W  est  dressé  suivant  un 
arc  de  cercle  décrit  du  point  0  comme 
centre  ;  cette  disposition  a  pour  effet  de 
rendre  constante  la  distance  R=OP  du  ^'"^ 

poids  P  au  centre  0.  Le  lien  qui  porte  le  plateau  se  détache 

• 
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toujours  tangentiellement  de  Parc  tt\  quelle  que  soit  IMncli- 
naison  prise  par  le  levier  entre  les  arrêts  M  et  M'. 

3"*  On  peut  supprimer  de  l'équation  le  terme  pR'  en  em- 
ployant un  contre-poids  déterminé  par  une  expérience  préa- 
lable. 

Pour  cela,  on  rattache  invariablement  au  frein  un  couteau 
placé  au  centre  0  de  Farbre  tournant.  L'appareil  étant  porté 
par  ce  couteau,  on  achève  de  le  soutenir  au  moyen  d*un  fil 

vertical  TB,  réunis- 
sant le  points  du  le- 
vier AB  au  fléau  TOT' 
d'une  balance;  on 
rétablitl'équilibreau 
moyen  d'un  poids  Q, 
placé  dans  le  bassin 
de  la  balance.  L'effet 
de  ce  poids  équivaut 
à  une  force  égale  à  Q,  appliquée  de  bas  en  haut  au  point  B,  et 
dont  le  moment  par  rapport  au  point  0  serait  égal  et  contraire 
au  moment  du  poids  p.  L'introduction  du  contre-poids  Q  dans 
le  frein  en  service  revient  donc  à  la  suppression  du  terme  pR'. 
Le  poids  Q  est  ce  qu'on  appelle  la  tare  du  frein. 

4**  On  a  aussi  amélioré  le  mode  de  serrage  des  mâchoires. 

Le  système  que  nous  allons 
décrire  a  été  imaginé  par  M.  de 
Saint -Léger,  ingénieur  des 
manufactures  de  l'État. 

La  mâchoire  supérieure  E 
est  conservée.  La  mâchoire 
inférieure  est  remplacée  par 
une  série  de  voussoirs  en 
bois,  V,  V,  V", . . . ,  arrêtée  en  C 
et  C  à  deux  cornières;  une 
chaîne  continue  mn  passe  sur 
l'extrados  de  la  voûte  formée  par  ces  voussoirs  ;  elle  est 
attachée  en  n  à  un  point  fixe;  l'extrémité  m,  garnie  d'un  filet 
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de  TÎs,  traverse  un  écrou  auquel  un  équipage  de  roues  den- 
tées, F,  permet  de  communiquer  un  mouvement  de  rotation 
autour  de  son  axe.  On  peut  donc  serrer  aussi  lentement  qu'on 
le  voudra  Pensemble  des  Voûssoirs  au  pourtour  de  Itarbre  tour- 
nant, ou  plulôt  au  pourtour  d'un  cylindre  en  Tonte,  NN',  bou- 
lonné sur  l'arbre. 

Les  voûssoirs  et  la  mâchoire  E  s'échauffent  par  le  frotte- 
ment. Pour  réduire  celte  élévation  de  température,  on  fait 
couler  de  l'eau  froide  sur  les  parties  frottantes  pendant  toute 
la  durée  de  l'expérience.  Il  faut  tarer  le  frein  quand  il  est 
saturé  d'eau,  sans  quoi  Tarrosage  continuel  auquel  il  est 
soumis  pourrait  modifier  la  distribution  des  poids. 

L'eau  de  savon  a  été  employée  pour  cet  usage,  mais  l'eau 
pure  est  préférable,  piarce  que,  ne  réduisant  pas  autant  le 
coefficient  du  frottement,  elle  n'exige  pas  un  serrage  aussi 
énergique  de  la  chaîne  win. 

376.  M.  Kretz  a  fait  connaître  une  autre  disposition  du 
frein.  Elle  consiste  à  supprimer  le  levier  et  la  mâchoire  supé- 
rieure ,  et  à  entourer  la 
roue  J,  fixée  à  l'arbre, 
par  une  chaîne  garnie 
intérieurement  de  voûs- 
soirs; une  béquille  B, 
attachée  à  l'un  des  voûs- 
soirs, et  placée  horizon- 
talement, supporte  le 
poids  P ,  suspendu  tan- 
gentiellement  à  un  arc 
dp  cercle  décrit  du  point  0  comme  centre.  Pour  faire  varier  le 
serrage,  M.  Kretz  ferme  la  chaîne  par  une  vis  Z  à  pas  ren- 
versés. Le  système  est  centré,  c'est-à-dire  que  le  centre  de 
gravité  tombe  exactement  sur  Taxe,  ce  qui  évite  la  nécessité 
de  tarer.- 

FIN. 
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P.    41,  5*»  ligne  en  remontant  aulieu  de  Fj,        ,  Sj,  s,  Usez  Fj ,  F, ,  îj  ,  «, 
P.  128.  Retourner  la  figure. 

P.  213.  Ligne  23  au  lieu  de  pour  rayon  de  courbure,  lisez  pour  rayons  de 
courbure  principaux. 

1  Aie  TT 

P.  297.  Dernière  ligne:  au  lieu  de  Ç  =  t  RX-^  =  ^X"?» 

/w«ç  =  |rx-Ç  =  Rx^- 
P.  352.  Ligne  14  au  Heu  de  \/q  (^  d=  etc.  )  lisez  ^  (-^  =*=  etc.^ 
P.  353.  Ligne  13  au  Heu  de  égal  à  l'angle,  lisez  au  supplément  de  Tangle. 
Ibid      —    19  au  lieu  de  P^  =  V^  Cos,  (K^)+  -  .  . 

lisez  P4  +  Pj  Cos  (P^Pl)  +  .   .   .  =  0. 
P    504    Ligne  2  au  lieu  de  Va  X  — —>  Usez  Pa  x  lî^Ltii. 
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A 

Action,  p. 

Aires  (Évaluation  des%  320. 

Alysséide,  328. 

Amsler,  316. 

Analogie  entre  les  forces  et  les  rota- 
tions, 79,93. 

Angle  du  frottement,  154.  —  de  ré- 
fraction, d'incidence,  183.  —  Divi- 
sion d'un  — en  parties  égales,  289. 

Appareil  à  équilibre  indifférent  de 
M.  Deprez,  397. 

Application  de  la  statique  à  la  cinéma- 
tique, 211. 

Applications  de  la  théorie  de  la  com- 
position des  forces  concourantes,  33; 
—  des  forces  parallèles,  42,  50  ;  — 
des  moments,  65. 

Appliquée  (Mécanique),  145. 

Approximative  .(formule),  du  général 
Poncelet,  422. 

Arc-boutement,  160,  457,  407. 

.4rcs  d'ellipse,  544. 

Arciiimède,  412. 

Articulation  sphérique,  cylindrique. 
579. 

Articulés  (systèmes),  36 i,  579. 

Attraction  des  sphèi^es,  235  ;  propor- 
tionnellement à  la  distance,  255,  332, 


Attractives  (forces),  8. 
Axe  des  moments,  55  ;  •  d'un  couple, 
75;— central,  88. 

B 

Balance,  366  ;  —  à  fléau,  366  ;  — 
romaine,  374;  — de  Quintenz,  376; 
—  de  Roberval,  383  ;  —  à  résoudre 
des  équations,  401. 

Bélidor,  392. 

Bérabo,  394,  404. 

Binaires  (forces),  8. 

Boite  k  poids,  371. 

Borda,  371. 

BouB,  328. 

Brouette,  488. 


Cabestan,  431. 

Cardan,  379. 

Carnot,  50. 

CeiHre  des  forces  parallèles,  42,  100; 
—  de  gravité,  228,  255  ;  —  d'un  vo- 
lume, 257,  198;  —  d'une  surface, 
259;  —  du  prisme,  201  ;  —  du  trian- 
gle, 33,  259,  263  ;  —  des  polygones, 
263,  270;  —  du  trapèze,  266;  —  du 
quadrilatère,  268;  —  d'une  droite 
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non  homogène,  271;  —  d'un  seg- 
ment parabolique,  272;—  d'un  seg- 
ment de  cercle,  274;  —  d'un  arc  de 
cercle,  277  ;  —  d'un  secteur,  291  ; 

—  de  l'hélice,  292;  —  de  la  zone 
sphérique,  294;  —  d'un  fuseau  sphé- 
rique,  296;  —  du  cône  et  de  la  py- 
ramide, 298;  —-d'un  segment  de 
sphère,  305  ;  —  d'un  paraboloïde  de 
r^-volution,  306  ;  —  de  la  cycloïde, 
308  ;  —  d'un  arc  d'ellipse  ou  de  lem- 
niscate,  312  ;  —  de  la  courbure,  343. 

Centre  des  moments,  55. 

Centre   instauiané  de    rolation,  211. 

CAûliie/^c,  517,  53^2. 

Ghasles,  102,  545. 

Cinématique  y  211. 

Circonférence,  partage  de  la  —  en  par- 
ties égales,  200. 

GLAntAUT,  541. 

Coefficient  àxi  frottement,  152  ;  —  d'é- 
lasticité, 561. 

Coin,  445. 

Comble  à  la  Mansard,  586. 

Composantes^  4. 

Composition,  3,  22;  —des  forces  con- 
courantes, 14  et  suiv.;  —des forcés 
parallèles,  36  ;  —  des  couples,   76. 

Cône  du  frottement,  155. 

Construction  du  lieu  des  centres  de 
gravité  des  arcs  de  cercle,  282,288; 

—  du  centre  de  gravité  des  aires 
planes,  322. 

Coquille,  449. 

GODLOMB,  151,481. 

Couple,  h^t,  70  ;—  résultant,  86. 

Courbes  funiculaires,  500. 

Courroie  sans  fin,  587. 

Cnc,433. 

D 

Delaunat,  537. 

Deprez,  316.  397. 

Détermination  analytique  de  la  résul- 
tante et  du  couple  résultant,  89;  — 
de  l'axe  central,  91. 

Différence  géométrique,  32. 

Direction  d' une  force,  5 . 

Distance  des  centres  des  cercles  in- 
scrit et  circonscrit  à  un  trianglo, 
336. 

Double  pesée,  371 

DnpuiT,  481. 


Dynamique,  9. 

Dynamomètre,  232;  —  de  traction, 594, 
596. 


Écrou,  457. 
.  Égalité  de  l'action  et  de  la  réaction,  6 . 

Élasticité,  141,  560. 

Ellipse,  178,  544. 

Embrayage  à  cône  de  friction,  478. 

Engrenages,  464;  —  coniques,  472;  — 
divers,  478. 

Équation  d'équilibre,  126,  191  ;  réso- 
lution des —  numériques,  347,  401; 
— de  l'équation  du  second  degré,  351 . 

Équilibre,  6,  8 ;  —  dun  point  maté- 
riel libre,  9  et  suiv. ,  —  d'un  sys- 
tème matériel,  107,  140;  —  d'un 
point  soumis  à  des  liaisons,  112;  — 
des  solides  géométriques,  124  et 
suiv.  ;  —  stable,  113,  360;  —  condi- 
tionnel,   122;  —   indifférent,  362; 

—  d'un  fil,  494;  —  d'un  fil  appliqué 
sur  une  surface,  539  ;  — extérieur,  in- 
térieur, 131  ;  —d'un  tétraèdre,  352; 

—  d'un  système  pesant  à  liaison, 
360;  —  des  ponts-leyis,  389;  — des 
forces  dans  le  mouvement  uniforme. 
408; —du  treuil  en  tenant  compte 
du  frottement,  419  ;  —  de  la  vis,  457  ; 

—  des  polygones  articulés,  579  et 
suiv. 

Équivalence  de  deuj.  systèmesde  forces, 

95. 
Extension  des  solides,  142;  —  des  fils 

et   des  tiges,  560;    extension    du 

théorème  de  Guldin,  333. 


Fermes  en  charpente,  582. 

Fil,  494  ;  —  appliqué  sur  une  surface, 
539,  548. 

Flèche  du  dynamomètre,  283. 

Flexion,  142. 

Fluides  (corps),  7. 

Folle  (balance),  369. 

Forces,  2;  — intérieures,  extérieures, 
8;  —  concourantes,  11  ;  —  parallè- 
les, 32  et  suiv.;  —  de  liaisons,  110, 
206  ;  mouvantes,  résistantes,  407. 

Frais  généraux,  frais  proportionnels, 
579. 
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frein   à   lame  flexible,   555;   —   de 

Prony,  598. 
Fresnel,  183. 
FroUement,  111,  151,  419,  ^60,  441, 

464,  etc.; —  au  départ,  153;  —  dans 

les  engrenages,  464  ;  —  d'un  fil  sur 

une  surface,  548. 


Gadss,  223. 
Gazeux  (corps),  T-. 
Genou,  579. 
Glissières,  449. 
GravitatiotiumverseMBf  235.- 
Grue,  589. 

H 

Hélice,.point  assujetti  à  glisser  sur  une 

—  119;  centre  de  gravité  d'un  arc 

—  ,292. 

Hélicoïdale  (surface),  applicable  sur 
une  surface  de  révolution,  324  ;  — 
à  plan  directeur,  328. 

HUTGENS,  183. 

Hyperboloïde  à  une  nappe,  46  ;  —  de 
révolution,  89. 

I 

Imaginaires  (nombres),  50;  —  (raci- 
nes),^49. 
Indicatrice  des  tensions,  508. 
Indépendance  des  effets  des  forces,   3. 
Inertie,    1;    moments  d'inertie,   543. 
Intégrmnètre  de  M.  Deprez,  316. 
Intensité  d'une  force,  5. 


j 


Jacobi,  340. 


Kretz,  106. 


Lagrange,  541,  573. 
Lalanne,  349,  404. 
Lancret,  544. 
gers  (cofps),  227. 


Levier,  405,  409,  etc. 

Liaisons,  i07  ;  —  complètes,  109,  209  ; 

—  extérieures  et  inférieures,   212. 
/.iôrc  (point),  107. 
Lieu  des  centres  de  gravité  des  arcs  de 

cercle,  279  et  suiv. 
Lignes  géodésiques,  541. 
Liquides  (corps),  7. 
Lois  du  frottement  de  glissement,  151 , 

de  la  résistance  au  roulement,  480  ; 

de  la  raideur  des  cordes,  564. 

M 

Machines,  207;  —  simples,  404  et 
suiv. 

JlfamW//edynamométriqae,  597. 

Mansaru,  586. 

Masse,  232. 

Matériel  (point),  5. 

Mesure  des  forces,  8,  231  ;  —  du  tra- 
vail, 594. 

Minimum,  181, 527, 532,  533. 

MÔBIDS,  102. 

Molécule,  2. 

JJfowcnf  d'une  force,  55;  —  d'un  couple 

71. 
MoRii!r,482. 
Moufles,  568,  576. 
Mouvement  élémentaire  d'un   solide, 

212. 
Mutuelles  (forces),  8. 

Navier,  24. 
Newton,  6,  183,  235. 
Niveau  (surfaces  de),  510. 
Normales  aux  courbes  et  aux  surfaces, 
177,  215,  498. 


Palan  différentiel,  569. 

Parabole,  413. 

Paraboloîde  hyperbolique,  47 . 

Parallélogramme,  parallélépipède  des 
forces,  5,  14. 

Pesanteur,  227. 

Pesée  [doublé),  371. 

PlanÀne,  équilibre  d'un  solide  glis- 
sanKsur  un  — ,  132,  196;  —  incli- 
né, 436. 
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Planimèlre  d'Âmsler,  316. 

Podaire,  357. 

Poids,  228;  —  spéciflque,  228;  boîte 
à -,372. 

PoissoT,  53,  70,  88. 

Point  d'application  d'une  force,  5. 

Point  matériel,  3, 7  ;  *-  glissant  sur 
une  surface,  112,  172,  185;  —  sur 
une  courbe,  116,  174;  équilibre 
d'un  solide  qui  a  un  —-  flxe;  —  127, 
194;  —  qui  a  deux  points  fixes, 
129, 195. 

Poisson,  26. 

Polygone  des  forces,  5  ;  —  funicu- 
laire, 496;  de  Varignon,  500;  — 
articulé,  570. 

Po!fCELET,  340,  39i,  422. 

Ponts  suspendus,  502,  513. 

Postulatum  d'Euclide,  1. 

Poulie,  565,  573. 

Presse  à  coin,  448;  —  à  vis,  463. 

Pression  -dans  les  pieds  d'une  table, 
145. 

Principes  de  la  dynamique,  1. 

Problème  de  la  dynamique,  9. 

Problèmes  sur  le  frottement,  157, 449  ; 
—  sur  le  levier,  412;  — de  mini- 
mum, 533;  —  sur  les  forces,  96. 

Produit  géométrique,  32. 

PûOKT,  598. 

Puissancct  405. 

Q 

Quantité  de  matière,  231 . 

QUINTERZ,  376. 


R 


nticiiies  àés  équations,  347,  3i9. 

Baideur  des  cordes,  415,  564. 

Rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre, 284. 

Ratiotmelle  [mécanique),  143. 

Réduction  des  forces  appliquées  à  un 
solide,  81  ;  —  à  trois  forces,  82  ;  — 
à deux,  83. 

ilè^/ede  Tchirnhausen,  177,  355. 

Rendement^  463,488,  etc. 

il^l?Mfowe«  (forces),  8. 

Résistance,  405. 

Résultant  [couple),  85. 

Résultante,  4,  12;  —  de  translation» 


8$;.  travail  d'une  résultante,    167  ; 
—  uniqfM,  Si. 

ROBEBTAL,    383. 

Roue  à  rochet,  453. 
Roulement  (résistance  au),  489. 


Saint-Léger,  600. 

Section  conique,  172. 

Sens  d'une  force,  5. 

Sensibilité  d'une  balance,  368.  • 

Série  récurrente,  22. 

Signes,  5,56,  71,  163. 

Similitude  statique,  209,  256. 

Somme  arithmétique ,  algébrique , 
géométrique,  31. 

Solides,  7  ;  composition  de  forces  ap- 
pliquées à  un  —,  81  ;  —  naturels, 
141. 

5teW/i^^  de  l'équilibre,  115. 

Statique,  9. 

Steinër,  544. 

Stubv,  221. 

Surfaces  de  niveau,  510. 

Surface.  Équilibre  d'un  point  posé  sur 
une — ,  112, 173;  d'un  solide  posé 
sur  une  —,  132, 218  ;  —  d'un  fil  ap- 
pliqué sur  une  —,  589. 


Tangentes  aux  courbes,  177,  279. 

Tare  du  frein  de  Prony,  600. 

Taylob,  26. 

Tension  d'un  fil,  29,  494. 

Théorème  des  moments,  60;  —  de 
MM.  Ghasles  et  Môbius,  102;'—  du 
travail  virtuel,  171  et  suiv.,  571  ;  — 
de  M.  Mannbeim ,  216;  —  de  Sturm, 
221  ;  —  de  Guldin ou  de  Pappus,  31 7  ; 

—  de  Meusnier,  223  ; —  de  Lancret, 
544;— sur  les  centres  de  gravité,  350  ; 

—  de  Delaunay,  537  ;  —  des  trans-. 
versales,  50;  —  de  Varignon,  65. 

Théorie  des  couples,  70. 

Tige  de  marteau-pilon,  452  ;  —  exten- 
sibilité des  — ,  560. 

Traîneau,  442. 

Transport  horizontal  des  fardeaux, 
484. 

Travail,  iO^;^  virtuel,  165;  —  élé- 
mentaire, 165;  —  total,  164;  —  de 
la  résultante  de  plusieurs  forces^ 


Digitized  by 


Google 


INDEX  ALI^iiABËTIQDE. 


607 


168;  —  d'une  force  appliquée  à  un 
corps  tournant,  169  ;  travaux  élémen- 
taires de  deux  forces  mutuelles,  186; 
.  travail  des  forces  de  liaisons,  200; 
—  de  .la  pesanteur,  317;  —  dans  les 
machines,  410;  —  du  frottement, 
443,  468  ;  —  du  glissement  d'un  fil 
sur  une  surface,  594  ;  —  de  l'exten- 
sion d'une  tige,  563. 

Treuil,  415;  —  différentiel,  417;  — 
des  carriers,  419. 

Trigonométrie  (formules  de),  282. 

TSCHWNHAUSEN,  177. 

Tore,  322. 

U 

l/ni^é  de  poids,  229. 

Unique,  condition  pour  que  les  forces 


appliquées  à  un  solide  aient  une  ré- 
sultante—, 93. 
f/sa^e  analytique  du  théorème  du  tra- 
vail virtuel,  203 . 


Fa/e/ de  menuisier,  455. 

Vakignon  (théorème  de) ,  03  ;  —  (  poly- 
gone de),  500. 

Vérification  de  la  règle  de  la  composi- 
tion des  forces,  29. 

Verticale,  ^'Id, 

Fis,  457  ;  ^  sans  fin,  473. 
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